
Geometria e Topologia Differenziale

Terzo scritto dell’A.A. 2003-04 — 20 settembre 2004

Nome e Cognome:

1) Sia σ: I → R3 una curva biregolare parametrizzata rispetto alla lunghezza d’arco, di curvatura κ,
torsione τ e riferimento di Frenet {t,n,b}. Indichiamo con β: I → R3 la curva tracciata dal versore normale,
cioè β(s) = n(s) per ogni s ∈ I.
(i) Dimostra che β è parametrizzata rispetto alla lunghezza d’arco se e solo se κ2 + τ2 ≡ 1.
(ii) Supponi che β sia parametrizzata rispetto alla lunghezza d’arco, e sia θ: I → R di classe C∞ tale che

κ(s) = cos θ(s) e τ(s) = sin θ(s). Dimostra che β è biregolare e che la curvatura κβ e la torsione τβ di β
sono dati da

κβ =
√

1 + θ̇2 e τβ =
θ̈

1 + θ̇2
.

2) Sia S ⊂ R3 data da

S = {(x, y, z) ∈ R3 | 4x2 + y2 + z2 − 4z = 0}.

(i) Dimostra che S è una superficie regolare di R3.
(ii) Calcola la seconda forma fondamentale di S nell’origine.
(iii) Sia C ⊂ S una curva biregolare contenuta in S, passante per l’origine, tangente nell’origine all’asse y e

avente nell’origine versore binormale b =
(√

3
2 , 0, 1

2

)
. Calcola la curvatura di C nell’origine.

3) Siano f , g: R→ R due funzioni di classe C∞, e sia S ⊂ R3 la superficie

S = {(x, y, z) ∈ R3 | z = f(x) + g(y)}.

(i) Calcola prima e seconda forma fondamentale e la curvatura Gaussiana di S.
(ii) Dato a ∈ R sia σa: R→ S la riparametrizzazione rispetto alla lunghezza d’arco della curva

γa(t) =
(
t, a, f(t) + g(a)

)
.

Calcola la curvatura geodetica di σa, e dimostra che se g′(a) = 0 allora σa è una geodetica.
(iii) Prese f(t) = g(t) = cos t, sia R ⊂ S la regione regolare data da

R =
{
(x, y, cos x + cos y) ∈ S

∣∣ 0 ≤ x, y ≤ π
}
.

Dimostra che ∫
R

K dν = 0.


