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1) Date una K-algebra A e uno spazio vettoriale V su K, sia L:V → A una applicazione K-lineare tale

che
(
L(v)

)2
= 0 per ogni v ∈ V . Dimostra che

(i) ponendo v1 ∧ · · · ∧ vp 7→ L(v1) · · ·L(vp) ed estendendo per K-linearità si definisce un’applicazione∧p
L:
∧p

V → A;
(ii) esiste un unico morfismo di algebre

∧
L:
∧
V → A tale che

∧
L(v) = L(v) per ogni v ∈ V , cioè tale che

il diagramma

V
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commuti.

2) Sia n ≥ 2 e p ∈ Rn. Posto M = Rn \ {p}, dimostra che

Hk(M) =
{R se k = 0, n− 1,
O altrimenti.

3) Date due connessioni lineari ∇ e ∇̃ su una varietà M , siano B, S, A: T (M) × T (M) → T (M) le
applicazioni definite da B(X,Y ) = ∇̃XY −∇XY ,

S(X,Y ) =
1

2

(
B(X,Y ) +B(Y,X)

)
e A(X,Y ) =

1

2

(
B(X,Y )−B(Y,X)

)
.

Indichiamo inoltre con τ la torsione di ∇, e con τ̃ la torsione di ∇̃. Dimostra che:

(i) B, S, A ∈ T 1
2 (M);

(ii) 2A = τ̃ − τ ;
(iii) le seguenti affermazioni sono equivalenti:

(a) ∇ e ∇̃ hanno le stesse geodetiche (cioè ogni geodetica di ∇ è anche geodetica di ∇̃, e viceversa);
(b) B(v, v) = O per ogni v ∈ TM ;
(c) S ≡ O;
(d) B ≡ A.

(iv) ∇ e ∇̃ hanno le stesse geodetiche e la stessa torsione se e solo se ∇ ≡ ∇̃;
(v) esiste un’unica connessione simmetrica ∇∗ che ha le stesse geodetiche di ∇.


