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1) Sia M una varietd, e sia S una sottovarieta embedded di M. Diremo che un campo vettoriale
X € T(M) é tangente a S se X(p) € T,S per ogni p € S, dove stiamo identificando T, S con l'immagine di
T,S in T, M tramite il differenziale dell’inclusione S — M.
(i) Dimostra che X € T (M) ¢ tangente a S se e solo se X,(f) = 0 per ogni p € S e ogni germe f € C§P(p)
tale che f|g = 0.
(ii) Dimostra che, se X, Y € T (M) sono tangenti a S allora anche LxY ¢ tangente a S.
(iii) Sia V una connessione lineare su M. Dimostra che se i campi X, Y € T (M) sono tangenti a S, e p € S
¢ tale che Y(p) = 0 allora VxY(p) € T,,S.
(iv) Sia X € T(R?) dato da
X(z,y,2) = (2® — 1)2 ery2 +ng
e Ox Oy 0z
Dimostra che X & tangente a S2, mentre il campo VxX & tangente a S? in solo due punti, dove V ¢ la
connessione piatta di R®.

2) Data la sfera unitaria S® ¢ R*, poniamo
Xy = {(a, 2%, 2%, 2%) € S | ' = 2 = 0}, Xy = {(a, 2%, 2%, 2%) € S | 2% = 2* =0} ,

esia M = 53\ (X; UXy). Sia poi Y il sottoinsieme di R® dato dall’unione della retta {z' = 22 = 0} e della
circonferenza {z% = ()2 + (22)2 — 1 = 0}, e poniamo N = R*\ Y.
(i) Dimostra che la restrizione a M della proiezione stereografica S\ {(0,0,0,1)} — R* & un diffeomorfismo
tra M e N.
(ii) Dimostra che I’applicazione f:S* x S — M data da

o[

f(@ha?), (' y?) = 5 (ah 2%yt y?)
¢ una ben definita equivalenza omotopica liscia.
(iii) Calcola i gruppi di coomologia di de Rham di N.

3) Sia (M, g) una varietd Riemanniana, con applicazione esponenziale exp: & — M, dove € C TM
¢ il dominio dell’applicazione esponenziale. Sia E:& — M x M data da E(v) = (w(v),expﬂ(v)(v)), dove
m: TM — M e la proiezione canonica. Datov € £ e p = 7(v), dimostra che dE,: T,(TM) — T, M X Toxp, ()M

¢ invertibile se e solo se d(exp,),: T, (T, M) — T, yM ¢& invertibile.
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