Modelli matematici ambientali

Lista di esercizi n. 3

1. Calcolare la lunghezza delle seguenti curve, ove a € un parametro positivo:
(i) T ={zr =aelcost, y =ae'sint, z=ae', t €[0,a]};
(i) D ={z =1 y=1 || <2}
(iii) I = {r =€, ¥ € [—4n, 4n]};
(iv) ' = {y = coshz, = € [—a,d]};
(v) I'={2 =acost+ cosat, y =asint —sinat, t € [0, 27]};
(vi) T ={r =92, 9 €|0,2n]}.

2. Calcolare i seguenti integrali curvilinei di funzioni:

[' = segmento di estremi (0,0), (1,2);
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(ii) /:zczyds, I ={42? +y* =4, >0, y>0};
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(iii) /(332—1—3/2)2 ds, T ={r=¢*, 9clo,n]};
r
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(iv) /(w+y>ds7 Fz{xzt, y=—,z2=1, ogtgl};
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(v) /\/2y2+22ds, F:{x2+y2+z2:4, r=yk
r

) I.Q y2
(vi) /F]y|ds, r:{?+§:1}.

3. Calcolare i seguenti integrali curvilinei di campi vettoriali:

(i) / [(xz — 2zy)dx + (2xy+y2)dy}, I ={y =2% x € [1,2]}, verso delle =
4T

crescenti;

(ii) / [(2—y)dx+axdy], I ={z =t—sint, y =1—cost, t € [0,27]}, verso
4T

delle t crescenti;
(iii) / (2zy dr — 2* dy), T = {y = \/g, 0<z< 2}, verso delle x crescenti;
+T
(IV) / (aj + y)d(L’ — (‘7; — y)
+T

d
T J , ' = {2? + y* = 1}, verso antiorario;
T Y




(v)/ (ydx + zdy +xdz), T = {(Rsinacos?, Rsinasind, Rcosa) : 0 < 9 <
r

27}, verso delle ¢ crescenti (« fissato);
(vi) / (wydx +y*dy + z2)dz, T = {22 + 9> + 2% =22, 2 =2, y > 0}, verso da
+T
(0,0,0) a (1,0,1).

4. Verificare che i seguenti campi vettoriali sono conservativi nell’aperto dove sono
definiti, e scriverne un potenziale:

0P = (57 )
(i) F(z,y) = (" V(1 +z+y) e (1 -2 —y));
(iii) F(x,y) = f(2* +y*) (z,9), con f : [0,00[— R continua;

(iv) F(z,y) = (

x y
et Y, T T}
Va2 4 y? Y Va2 4 y? x)

(v) F(z,y, 2) = (22y* — y* cosx, 1 — 2y sinz + 32%y?, 3€%);

(vi) F(z,y,2) = (z,2y,32)

Vaz+yt+ 26

5. Calcolare 'area delle seguenti superfici:

+ (a cosx,b siny, ce®) (a,b, c fissati).

)T ={z>+y?>=r% mx < z<nzx},oven>m>0;
(i) D= {y? + 22 =2z, y* <x < 1};

1
(iii>2={x2+y2=1, 0<y<7, 221—%};

(iv) ¥ =grafico della funzione (x,y) — arcsin /22 + y?;

(v) 3 =rotazione dell’arco di cicloide {x =t —sint, z =1 —cost, 0 <t < 7}
attorno all’asse x;

(vi) ¥ =rotazione dell’arco di cicloide {x =t —sint, z =1—cost, 0 <t < 7}
attorno all’asse z.

6. Calcolare i seguenti integrali superficiali:
(i) / Va2 +y2do, S ={z= /2> +y? 0<z<2};
b

1
(ii) /(:c2 + y?)do, ¥ =rotazione della curva I' = {(:c, z): x= T } attorno
5 z

all’asse z;

(i) /2(1 C o)1 — o, S = {a? 4y 4+ 252 = 1):

(iV)/ZQd@E:{ZZwy, 2 +y? < 8}
by



(v) /x\/2x2+2y2+22d0, Y ={x =rcost, y =rsint, z=rt, 0 <r <
2

1, 0<t <7}
1
(vi)/m o, S = {2+ (Vi + -2 =1, y>0>0, 2 >0}
s ¥

7. Calcolare il flusso dei seguenti campi vettoriali attraverso le specificate superfici
orientate:
(i) F(z,y,2) =rot(ze ™, 2,y), ¥ = {2® + y? + 22 = 1}, versore normale esterno;

(ii) F(z,y,2) = (22,9 2%), ¥ =quadrato di vertici (0,0,0), (1,1,0), (0,0,v2),
(1,1,4/2), normale n con n, > 0;

(iii) F(x,y, 2) = (yz, 2z, 2y), Y ={x+y+2z=1, £ >0, y > 0, z > 0}, normale
n con n, > 0;

(iv) F(z,y,2) = (0,0,2), X = {2? + 4y* + 922 = 1}, normale esterna;

(v) F(z,y,2) = (z%,vy% 2%), 2 = {22 +y*+2? = 1, 2 > 0}, normale n con n, > 0;

(vi) F(z,y,2) = rot(y,z,ze ), ¥ = {y = 2 + 2 < 1, 2z > 0}, normale n con
ny < 0.

8. Calcolare 'area della regione delimitata da ciascuna delle seguenti curve, in cui a
¢ un parametro positivo:
(i) (Iemniscata di Bernoulli) T' = {(z? + v*)? = a*(z* — y?)};
(ii) (astroide) I' = {a?/3 + y?/3 = a?/3};
g0+ X

(iii) (strofoide) T' = {y2 = };

a—x

(iv) (rosa a 3 petali) I' = {r = asin 39, 9 € [0, 27]};
(v) (rosa a 4 petali) I' = {r = asin?29, 9 € [0, 27]};
(vi) (folium di Cartesio) T' = {z® + ¢* = azy}.



