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Capitolo 1

Trasformazioni che
preservano la misura

1.1 Ricorrenza

Definizione 1.1.1. Siano (X1, $B1,m1) e (Xa, B, ma) spazi di misura, e sia
T : X, — Xs5. Diciamo che:

1. T é una trasformazione misurabile se T"'A € %, per ogni A € By

2. T ¢ una trasformazione che preserva la misura se é misurabile e se
my(T71A) = ma(A), per ogni A € B

3. T trasformazione invertibile se sia T che T~ preservano la misura.

La composizione di trasformazioni che preservano la misura & ancora una
trasformazione che preserva la misura. Cioe le trasformazioni che preservano la
misura sono i morfismi tra gli spazi di misura.

Il seguente lemma risulta utile nel caso in cui non si conoscano direttamente
le o-algebre 9B, e ABs:

Lemma 1.1.2. Sia T : (X1, $B1,m1) = (Xo, B2, m2) una trasformazione qual-
siasi e sia &/ C By un’algebra che genera B. Se T~ () C By e mi(T71A) =
ma(A), per ogni A € o, allora T preserva la misura.

Dimostrazione. Sia € = {B € %,| T™'B € #;, m1(T~'B) = my(B)}. Allora
o/ C € per ipotesi e inoltre ¥ ¢ una classe monotona, quindi coincide con la
o-algebra generata da «/. Dunque ¥ = %s. O

Possiamo, ora, dare qualche esempio abbastanza classico di trasformazioni
che preservano la misura. Di tali esempi studieremo anche altre proprieta che
verrano introdotte successivamente.

Esempio 1.1.3. L’applicazione identita su (X, %, m) ¢ una trasformazione che
preserva la misura.

Lemma 1.1.4 (Esistenza delle misure di Haar).
Dato un gruppo topologico compatto G, allora esiste una misura finita m (detta
misura di Haar) definita sui boreliani e tale che:

m(a- E)=m(E) Vae€ G, VE CG boreliano.
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Lemma 1.1.5 (Unicita della misura di Haar).

Se m e pu sono entrambe misure finite di Haar su un gruppo topologico compatto
G, allora esiste una costante ¢ > 0 tale che m = c - pu; quindi esiste un’unica
misura di Haar normalizzata.

Esempio 1.1.6. Sia S* = {z € C||z| = 1} il cerchio unitario dotato della o-
algebra % dei boreliani e della misura di Haar m. Se T : S — S' & la rotazione
T(z) = az, con a € S, allora T & una trasformazione che preserva la misura
(perché m & di Haar).

In effetti vale in generale che ogni rotazione T'(x) = ax definita su un gruppo
topologico compatto G (con a € G fissato) preserva la misura di Haar.

Esempio 1.1.7. Ogni isomorfismo (di gruppi) continuo di un gruppo topo-
logico compatto in sé preserva la misura di Haar.

Dimostrazione. Sia ¢ : G — G un isomorfismo continuo e sia m la misura
di Haar su G. Allora u(E) := m(¢~!(E)) & una misura di probabilita (sui
boreliani) e vale

p(d(x) - B)y=m (67 (¢(z) - B)) =m (z- ¢ (E)) = u(E) .

Ma siccome ¢ mappa G surgettivamente in sé, allora dall’unicita della misura
di Haar segue che p = m. O

Esempio 1.1.8. Sia G un gruppo topologico compatto, sia a € G fissato e
sia A : G — G un omomorfismo continuo surgettivo. Allora, ogni trasfor-
mazione affine della forma T'(z) = a - A(z) preserva la misura di Haar perché e
composizione di trasformazioni che la preservano.

Esempio 1.1.9 (Trasformazioni shift).
SiaY = {1,...,k} e si dia a ogni ¢ una misura p; in modo tale che Zle p; = 1.
Si definisca X = Hsz dotato della misura prodotto e la trasformazione
T:X — X detta (p1, ..., px)-shift bilatero (unilatero se X = [[{* V) data
da

T(, o, T, ) == (, T1,x2, )

Allora T preserva la misura di ogni rettangolo misurabile e quindi T preserva
la misura degli insiemi che sono unione disgiunta finita di rettangoli misurabili
e quindi (per il lemma precedente) T preserva la misura.

Esempio 1.1.10. Si consideri I = [0, 1] dotato della misura di Lebesgue. Al-
lora le proiezioni py,ps : I? — I definite rispettivamente da pi(x,y) = z e
p2(x,y) = vy, sono trasformazioni che preservano la misura.

Osservazione 1.1.11. Sia X; un insieme qualsiasi, sia (X2, %o, ma) uno spazio
di probabilita e sia T' : X; — X5 una funzione surgettiva. Allora si possono
scegliere su X; una o-algebra %; e una misura my tali che T preserva tali
misure: infatti basta definire 8, = T~1(%5) e mi(T~'B) = my(B), per ogni
B e %,.

Teorema 1.1.12 (di ricorrenza di Poincaré).
Sia T una trasformazione che preserva la misura sullo spazio di probabilita
(X,%8,m). Se E € # ¢ tale che m(E) > 0, allora quasi tutti i punti di E
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sono ricorrenti (rispetto ad E), cioé per quasi ogni x € E si ha T™(xz) € E per
un opportuno n = n(x) € N.

Inoltre esiste F C E, con m(F) = m(FE), tale che per ogni x € F esiste una
successione crescente di indici interi positivi n; per i quali T"x € F, per ogni
i eN.

Dimostrazione. Sia N > 0 e sia Ey = J,- T~ "FE; allora

T 'Exy=T" ( U T—"E> = |JT " 'E=Eng;
n=N n=N

inoltre per costruzione si ha Enxyy; € Ex C ... € Ey e per ipotesi su T
si ha m(Eny1) = m(T7'Ex) = m(Ex). E quindi per ogni N € N si ha
m(Ex) = m(Ey) e m (\yen En) = m(Eo). A questo punto osserviamo che

* Nyen En = Myen (Upen T7™E) & I'insieme di tutti i punti che cadono in
E frequentemente rispetto all’iterazione di T' (proprio perché, ad esempio,
T~ "FE & linsieme dei punti che cadono in E dopo n iterazioni di T');

o F=EN(yen En) consiste di tutti i punti di £ che cadono frequente-
mente in F rispetto all’iterazione di T';

e infine (ycy En C Eo.

Da quanto appena detto si ottiene che

m(F) =m(EN (] Ex)=m(EN Ey) =m(E) .
NeN

Resta da mostrare che i punti di F sono ricorrenti in F: se x € F, fissata
{ni} C N crescente tale che T"(x) € E per ogni i € N, allora per ogni j € Nsi ha

T™i(z) € F poiché {T™ 7" (I"™i(z))},»; € E. Dunque {T" (2)},oy C F. O

Osservazione 1.1.13. Nel teorema precedente non c¢’e bisogno che T preservi

la misura, ma basta che T sia incomprimibile cioe che valga m(B) = m(T~!B)
per ogni B € % tale che T™'B C B.

Definizione 1.1.14. Una trasformazione misurabile T : X — X ¢é detta dis-
sipativa se esiste F C X misurabile e con misura m(F) > 0 e tale che gli
insiemi F, T 'F,T72F,... sono disgiunti a due a due. Altrimenti T ¢ detta
conservativa.

Osservazione 1.1.15. Nella dimostrazione della prima parte del teorema di
Poincaré 1.1.12 entrambe le ipotesi che T' preserva la misura e che m(X) < +o0
vengono usate in un senso debole. Infatti quello che & veramente essenziale ¢ la
non esistenza di un insieme F' C X di misura positiva e tale che F, T~ F,T—2F, ...
siano a due a due disgiunti, altrimenti si avrebbe ’assurdo che

+oo > m(X) >m <U T‘"F) =Y m(I7"F) =) m(F)=+x.

neN neN neN

Allora risulta chiaro che la prima parte del teorema 1.1.12 resta valida nel caso
in cui T sia una trasformazione conservativa.
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Osservazione 1.1.16. La tesi del teorema di Poincaré 1.1.12 puo essere ri-
formulata in termini di funzioni indicatrici: per quasi ogni z € FE la serie
> nen XE(T"x) diverge. Inoltre vale in generale che per q.o. = € {f > 0}
la serie ), f(T™x) diverge, per ogni funzione f > 0 misurabile. Infatti se si
definisce B, = {f > %} per ogni k > 0, allora per il teorema di ricorrenza
1.1.12 per q.o. « € Ey si ha T"x € Ej frequentemente. Dunque si ha la tesi
considerando z € |J, Ex = {f > 0} e la maggiorazione con }_, 1 = +0c.

1.2 Convergenza in media

Per il teorema di ricorrenza di Poincaré 1.1.12, quasi ogni punto di £ C X
ritorna in F infinite volte. Quanto “tempo” trascorrono in FE tali punti? In
altre parole, dato = € E e dato n € N esiste finito o infinito il limite

. LN < k
lim cardinalita({0 < k < n| T"z € E})

n——+oo n

?

Se f = xg ¢ la funzione indicatrice di un insieme misurabile £ C X, allora
il limite precedente € uguale a lim,, oo % ZZ;; f(T*z) e quindi il problema
precedente diventa un problema di convergenza secondo Cesaro della successione
{f(T*2) bren.

Dato uno spazio di misura (X, %, m) indicheremo con LP(X, %, m) (o sem-
plicemente con LP qualora non vi sia pericolo di confusione) lo spazio delle

(classi di) funzioni da X a valori in C p-sommabili , cioe per cui valga || f||, :=
1
([ |fIP dm)? < +oo. Nel caso particolare di funzioni da X in R indicheremo

tale spazio con L (X, %, m).

Osservazione 1.2.1. Sia (X, %, m) uno spazio di misura. Se f : X — R
(oppure C) e se si definisce g(z) = f(Tx), allora g = U f definisce un operatore
U tra spazi di funzioni con le seguenti proprieta:

1. U ¢ lineare:

Ulaf +bg)(x) = (af +bg)(Tx) = af(Tz) +bg(Tx) = aU f(x) +bUg(x)
Va,be C Vf,g: X —>C

2. Se T preserva la misura allora U ¢ ben definito da L*(X, %, m) in sé (ed
anzi, U ¢ un’isometria di L'): la dimostrazione si fa per approssimazioni
successive. Se f = xg, con E € A allora si ha

1l = /X f dm = m(E) = m(T~'E) = /X iig dm =
=/<XE o T) dm = |Uf|x
X

Dalla linearita si ha ||f||1 = ||Uf|l1 anche per combinazioni lineari di
funzioni indicatrici, cioe per funzioni semplici. Quindi si ha la tesi per
f > 0 applicando il teorema di Beppo Levi ad una successione crescente
di funzioni semplici approssimante f; infine per quanto riguarda il caso
con f di segno qualsiasi basta considerare che ||f|l1 = || |f] [1. (Vale la
pena notare che in nessuno dei casi precedenti e stato necessario avere
m(X) < +00).
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3. U & un’isometria di L?(X, %, m) in sé: infatti, lo ¢ di L! e quindi

1712 =/Xf2 dm = |22 = US| =/Xf2(Tw) dm = U f)2

4. Se T ¢ invertibile allora U & un’isometria invertibile (quindi & un operatore
unitario sullo spazio di Hilbert L?): infatti l'inverso di U & l'operatore
definito da V f(z) = f(T'xz).

Lemma 1.2.2. Sia ‘H uno spazio di Hilbert e sia U : H — H un’isometria
lineare. Allora:

Uf=f <<= U'f=Ff
dove U* indica 'operatore aggiunto.

Dimostrazione.

(=) Siccome Uf = f, allora U*(Uf) = U*f; ma essendo U unitario allora
U*U = id e quindi f = U*f. (Vale la pena notare che nel caso in cui U sia
I’operatore associato ad una trasformazione T : X — X allora la dimostrazione
¢ la stessa sia per m(X) < +oo che per m(X) = +oo. Tuttavia nel secondo caso
non ¢ detto che valga 'implicazione U*U = id = UU* = id. Si veda I’esempio
1.2.3).

(<) Se U*f = f allora | Uf — f|| = 0, infatti:

IUf = I =Uf = f.Uf = ) = UFIP = {LUH = UL L)+ 1P,

ma per definizione di operatore aggiunto per ogni f,g € H si ha (f,Ug) =
(U*f, ), e quindi vale che (Uf, f) = (f,U*f) = || f||? (dove I'ultima uguaglianza
sussiste in quanto U & unitario per ipotesi) e analogamente (f,U f) = (U* f, f) =
[ £11?, e da cui la tesi. -

Esempio 1.2.3. Sia X = [0, +oo[ e sia Uf(z) = f(z — 1)X[1,40c](®). Allora U
¢ un operatore associato alla trasformazione

T — r—1 ,sex>1
10 ,sex € 0,1]

Si puo verificare che ||UfH%2(O too) = ||f|\%2(0 +o0) © che T'operatore aggiunto &
definito da U*g(x) = g(z + 1). Infine, si ha che U*U = id, ma UU* # id poiché

UUf(z)=(Uf)(z+1) = f(@)xp,e(z+1)=flz) e
UU*f(x) = g(x)X[1,00(7)
Teorema 1.2.4 (della media ergodica).
Se U ¢é un operatore unitario su uno spazio di Hilbert complesso H e se P ¢é la

proiezione sul sottospazio dei vettori U-invarianti, allora %Z?:_Ol U’ f converge
(in norma) a Pf, per ogni f € H.

Dimostrazione. Si procede in vari passi.

1. SeUf = f, cioe f € nel sottospazio dei vettori U-invarianti, allora f = P f
e ovviamente % Z;Z& U7 f = f converge a Pf.



10 CAPITOLO 1. TRASFORMAZIONI CHE PRESERVANO LA MISURA

2. Se f =g — Ug per qualche g € H, allora Z;L;Ol Uif=g—U"g perché

n—1 n—1 n—1 n
N UIf=> Ulg-Ug)=> Ulg=> Ulg=U%-U"g=g-U"g. (1.1)
=0 =0 =0 j=1

Da cio segue che

n——+00

n—1
1 . 1 N 9
0<||=> 0| << llg-Ugl < gl ——> 0 (1:2)
J=0

3. Linsieme & = {f € H| g€ H : f = g— Ug} & un sottospazio vettoriale
(non necessariamente chiuso) di 7. Siccome I'operatore A, = & 27;01 UJ
& uniformemente limitato (perché U & unitario), allora da cio segue che
A, f — 0 per ogni f € €. In generale, se fj ;) fese A, fr — 0 per

ogni k € N, allora A, f — 0. Infatti, cio segue dal fatto che prendendo

I/ — fxll < e sufficientemente piccolo si ha ||A,(f — fx)]] < ¢ ed anche
A, f&]l < 6, quindi:

[Anf I < N[ An(f = fi)ll + | An fill < 26.

Siccome (?)l = &+ (dove L indica il sottospazio ortogonale), allora per
ogni h € £+ si ha (h,g — Ug) = 0 per ogni g € H, quindi

0= <h7g> - <thg> = <hvg> - <U*hvg> ;
ovvero, per ogni h € £+
(h=U%h,g) =0 VgeH.

Da cio segue che h — U*h = 0, cioe h = U*h e quindi per il lemma 1.2.2
h = Uh. Viceversa, se Uh = h allora (h,Ug — g) = 0 per ogni g, infatti
(usando il lemma 1.2.2)

(h,Ug—g) = (h,Ug)—(h,g) = (U*h,g) —(h,g) = (U"h,g)—(U"h, g) = 0.

In conclusione, £+ = {f € H| Uf = f} & il sottospazio dei vettori U-in-
varianti.

4. Dal passo (3) si ottiene che per ogni f € H = £ @ £ esistono f; =
g—Uge&ed fo =Ufy € E* tali che f = f1 + fo. La tesi allora segue
applicando ad f; ed fo i risultati ottenuti rispettivamente nel punto (2)

ed (1).
O

1.3 Convergenza puntuale e teoremi ergodici

Teorema 1.3.1 (ergodico massimale).
Sia U : LY(X,%B,m) — LL(X,%,m) un operatore lineare e positivo (cioé
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f>0=Uf>0)connorma||U| <1 esia N >0 intero. Sia f € Ls(X, %, m)
e st definiscano

fo=0 _
{ o= f+Uf+runty ¢ V= B

Allora
/ fdn>0.
{zeX|Fn(z)>0}

Dimostrazione. Chiaramente Fy € Li(X,%,m) e Fxy > f, per ogni n < N,
quindi per la positivita di U si ha che UFy > U f,, per ogni n < N. Quindi si
ha

da cui

UFyx+ f> max > max = max =IN.
N f_1gn§N+1f”_1gnng" ognng” N

Dunque vale f > Fy —UFy sull'insieme A = {z € X| Fy(x) > 0}, da cui la

tesi, poiché
/fdmz/FNdm—/UFNdeO,
A A A

in quanto
/ UFy dm:/ [U(FNXA) —U(|FN|XAC)] dm g/ U(Fynxa) dm <
A A A

S/ |U(FNXA)|dm§/ |FNXA|dm:/FN dm .
b's b's A

O

Osservazione 1.3.2. Naturalmente, le ipotesi del teorema ergodico massi-
male 1.3.1 sono verificate nel caso in cui 'operatore U sia indotto da una
trasformazione T' che preserva la misura.

Corollario 1.3.3. Sia T : X — X wuna trasformazione che preserva la misura
e sia g € LL(X, B, m). Inoltre sia
>« } .

n—1
1 k
sup l” Z g (T ac)
k=0
Se A C X ha misura finita ed é T-invariante (cioé tale che m(A) < +oo e

B, = {x eX
n>1
T1A=A), allora

/ g dm > a-m(By N A).
BanA

Dimostrazione.

< 400 e A= X. Sia
> 0} (dove le Fx sono
dm > 0 per il teorema

e Innanzitutto consideriamo il caso in cui m(X
[ =g9—a,allora By, = Uyeniz € X| Fn(z
definite come nel teorema 1.3.1) e quindi |, B.
1.3.1. Dunque [; g dm > a-m(Ba).

)
)
f
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e In generale, basta usare la restrizione 7|4 invece di T.

O

Teorema 1.3.4 (ergodico individuale di Birkhoff).
Sia T : (X, B,m) — (X, B, m) una trasformazione che preserva la misura (con
m(X) < +o00) e sia f € LY(X,%,m). Allora:

1. esiste f* € LY(X,%,m) tale che %Z?:_()lfoTi ~—+—+ f* qo.;
n—-+oo

2. f*oT = f* cioé f* & T-invariante;

3. se m(X) < 400 allora [y f dm = [ f* dm.

Dimostrazione. E sufficiente mostrare il teorema per f € L. Si definiscano

neN

n—1 n—1
f*(z) :=lim sup% ; f(T'x) e fulx) = li%glf% ; f(T'z).

Allora sia f* che f, sono T-invarianti, infatti posto a,(x) := %Z;:Ol f(Tix)
allora

nl (@) —an(Ta) = 2L Zf(Tix)—%Zf(Tix):%,
=0

n n n+l P
e dunque:
1
froT(x) = limsup a,(Tx) = lim sup [n + ap1(x) — f(x)] = limsup a1 = f*(x).
n n n n n

Analogamente f, oT = f.. Ora, si definisca per f < «
Eaﬁ = {IZ’ € X| f*(l’) < Ba a < f*(x)}a

allora si ha che

T 'Eyp=FEas e FEugN {x €X
n>1 1T =

n—1
supl Zf (Tlx) > a} =FE, 3.
=0

A questo punto, si dimostra che m(E,,3) < +o0o in modo da poter applicare il
corollario 1.3.3:

e nel caso in culi @ > 0, sia C C E, g tale che m(C) < +oo0. Allora
h = f —a - xc € una funzione integrabile e per il teorema massimale
ergodico 1.3.1 vale che:

/ (f— o xe) dm >0, (1.3)
UnentzeX| Hy(2)>0}

dove Hp & definita come nel teorema massimale ergodico 1.3.1. Tuttavia,
siccome C' C (Jyeniz € X| Hy(x) > 0}, allora si ottiene:

/\f|dm2/ fdmzoz/ xc dm = a-m(C).
X UNEN{HN>O} UN{HN>0}

Dunque m(C) < L [\ |f| dm per ogni C C Eq4 3 tale che m(C) < 400,
quindi m(Ey, g) < 400.
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e nel caso in cui a < 0, allora deve essere anche 8 < 0. Quindi applicando
il ragionamento precedente sostituendo —f ad f e —8 ad « si ottiene che
m(Eq,p) < +00.

Sia ora
n

—1
suplZf(Ti{E) >04} ;
0

n>1MN A_
2 i—

Ba:{xeX

per quanto visto sopra B, C E, g. Dal corollario 1.3.3 segue che

/ fdm:/ fdm>a-m(EysNBy) =a-m(Eyp)
Ea,ﬁ EQ,BOBQ

e dunque:

/ fdm>a-m(Eyg).
EQB

Ora, sostituendo f,«, 8 rispettivamente con — f, —«a, — si ottiene:
(N =t D= e [ pam<pom(Ba)
Eup
Dunque si e ottenuto che

a-m(E,g) < /E fdm < B-m(Eqp)

a,B

ed, essendo 8 < «, si ha m(E,,g) = 0.
Inoltre, siccome

feXl f@<ferc | Faus
{o,8eQ|B<a}
allora si ha m({z € X| f.(z) < f*(z)}) =0, ovvero:
fH(x) = fu(z)  qo.

Per dimostrare che f, € L! basta usare il Lemma di Fatou, infatti posto g, (z) =
Lyt f(Tix)‘ si ha:

n—1 n—1
/Xgn dm:/X i;f(Tix) dm}l;/xﬁ(T%ﬂdm
ln—l ; 1n—1
=2 sl m < D32 [ sram = [ it

quindi liminf, [ g, < 400 e per il Lemma di Fatou liminf, g, = |fs| ¢ inte-
grabile. Dunque f, & integrabile e quindi f* = f, € L'. Questo completa la
dimostrazione della (1) e della (2).

Si assuma, ora, che m(X) < +oo e si definisca:

1
D,’;:{xeX’ka*(x)<k+} dove keZ e neN\{0}
n n
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Per ogni e > 0 si ha D N B(ﬁ_s) = D}, e quindi dal corollario 1.3.3 segue:

fdmZ(i—E)m(DZ) Ve >0,

Dy
da cui L
/ fdm > - m(Dy). (1.4)

k
Allora per la (1.4) si ha:

1 1

7 dm < 22 gy < 2 mopy + [ 1 dm
Dy n " Dy

e sommando su k € Z si ottiene
X
/f*deL( )+/fdm Vn € N\ {0},
X n X

dunque fX f*dm< fX f dm. Con lo stesso argomento, sostituendo —f a f, si
ottiene

Jeprams [ epan o~ [ foam<— [ fam.

ed essendo f* = f, q.0., si ottiene la tesi (3). O

Corollario 1.3.5. Sia m(X) < +oo, sia T : X — X una trasformazione che
preserva la misura e sia f € L'. Allora, posto f*(z) := 1im%2?:_01 f(Tiz), si
ha:

lim =0.
m—00 X

1 m—1 )
N ST - @)
=0

Owvvero, nell’ipotesi di m(X) < +oo, la convergenza ¢ in L' (e non solo q.o.
come nel teorema 1.5.4).

Dimostrazione. Vi sono due casi:

1. Se f e limitata, allora anche le medie %Z?gol f o T sono limitate (dallo

stesso limite) e quindi la tesi segue applicando il teorema della convergenza
dominata e il teorema ergodico individuale di Birkhoff 1.3.4:

. 1”_1 % * : 1”_1 7 *
hﬁn/x 5§f(Tx)—f(x) dm:/thln E;f(Ta:)—f(w) dm = 0.

2. Se f non & limitata, si pud usare un’approssimazione con una funzione
g € L!limitata e tale che siano abbastanza piccoli i due numeri (usando
anche la parte (1) appena dimostrata, con la scelta di n € N sufficiente-
mente grande):

n—1
1F—glh e [=3 goTi—g*
n

=0

1
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A questo punto, la tesi segue osservando che

n—1
EZfoT—f < EZ(fongoT) +
1=0 1 7 1
S gor —g| +107 - 1)
n “— L
T 1
e che
1 ) )
SY (el —goT)| <[f—glh e
4 1

lg* = f*lli =1llg — flli  (per il teorema individuale ergodico 1.3.4).
O

Definizione 1.3.6. Un operatore lineare S : L'(X,m) — L'(X,m) si dice
doppiamente stocastico se per ogni f € L' soddisfa le proprieta:

1 f>0 — Sf>0

2. [(Sfdm= [ fdm
3. 851=1 (qo.), dovel: X -C z—1

Proposizione 1.3.7. Se T ¢é doppiamente stocastico su uno spazio di misura
finita X, allora mappa LP in sé per ogni p € [1,+00], con norme che soddisfano
1Tl czey <1 e||Tllery = 1Tl ez=) = 1.

Inoltre, anche T* & doppiamente stocastico.

Dimostrazione. Innanzitutto, siccome m(X) < 400 (e senza perdita di gene-
ralitd si pud assumere m(X)=1) allora L>* C ... C LP C ... C L' per ogni
p € (1,+00), e quindi T & ben definito su tutti gli spazi in questione.

Per ogni f € L™, siano f*, f~ > 0 la parte positiva e negativa di f, in modo
che:

f=r=f e fl=fr+f.

Essendo T doppiamente stocastico, anche T f+, T f~ > 0 e quindi:
T =IT(f" =) =TfF =Tf|<Tf+Tf =TIf. (15
Inoltre, per le proprieta (1) e (3) della definizione 1.3.6 si ha:

TIfI < TN flloe = [1flloo- (1.6)

Combinando la (1.5) e la (1.6) si ottiene ||7'f oo < [[f|loc, Ovvero ||T'[| gy < 1.
Ma siccome T'1 = 1 per definizione, allora ||T||z(z~) = 1. (Vale la pena notare
che per quanto dimostrato finora e stato necessario usare solo le proprieta (1)
e (3) della definizione 1.3.6.) La proprieta (2) della 1.3.6 equivale a dire che
(Tf,1) = (f,T*1) = (f,1) per ogni f € L', e quindi ¢ equivalente a T*1 = 1.
Segue, quindi, che ||T*[|z(z~) = [T z(z1) = 1. Per quanto riguarda la disugua-
glianza [|T']|, < 1 con p € (1,00), essa segue da un’applicazione del teorema di
convessita di Riesz.



16 CAPITOLO 1. TRASFORMAZIONI CHE PRESERVANO LA MISURA

Resta da mostrare che T* mappa L' in sé e che soddisfa la condizione (2) della
1.3.6: se f € L™ allora

[ rsam=qrn=@Lp == [ fin
X X

Ora, siccome L> & denso in L', allora T* ha un’unica estensione continua a
tutto L' che soddisfa

/XT*fdm:/dem Vfe L'

Inoltre, integrando la (1.5) sostituendo T* a T si ottiene:

k/WWWmS/TWMm:/MMm<ﬂm
X X X
O

Si puo ora generalizzare il teorema della media ergodica 1.2.4, ottenibile dal
teorema seguente prendendo p = 2 in modo da ottenere lo spazio di Hilbert
H =L

Teorema 1.3.8 (della media ergodica di Yosida).
Sia U un operatore doppiamente stocastico sullo spazio di probabilita X (cioé
m(X)=1) e sia f € LP. Allora esiste f* € LP tale che:

n—1

%}:Uv—f* =0 (1.7)
1=0

lim
n— o0

P

Dimostrazione. Si puo procedere per vari passi.

e Sia h: X — R tale che Uh < h. Posto g := h — Uh, si ha g > 0 e per la
proprieta (2) di 1.3.6
/ g dm =0,
X

Uh=h q.o.

quindi g = 0 q.0., cioe

Per la proposizione 1.3.7, quanto appena visto vale anche per U*; in
particolare, se U*h; = hy e U*he = hy allora, posto (hy A he)(z) =
minl.ex(hl(a:), hz(l‘)), si ha che U*(hl N h2) = hl A hg.

e Sia ora f = g — Ug per una opportuna g € LP. Ponendo
n—1 )
Unf(x) =Y U'f(x),
i=0

si ottiene U, f = g — U"g ed anche (in maniera analoga a quanto fatto in
1.1 e 1.2 nella dimostrazione del teorema della media ergodica 1.2.4):

1 2
|50t < gy —nesoc 0
n n

‘ p
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Quindi la tesi 1.7 vale se f* =0 e se
feHi={g-UglgelL}.

Facilmente si verifica che la tesi vale anche se f* = f e se
feHy={geLl|Ug=g}

perché

1n—1
=|=->_f-1

=0

=lf=flp=0

p

ln—l )
5;Uf—f

p

e Procediamo ora mostrando che Hi + Ho € denso in LP e a tal fine basta
mostrare che I'unica funzione F' ortogonale a H; e ad Hs € la funzione
nulla (q.0.). Infatti:

— siccome F' 1 Hq, allora
Vgel? (F,g—Ug)=(F.g9)—(U'Fg) =0,
quindi U*F = F. Ora, per ogni ¢ € R fissato, si definisca A, := {z €
X|F(x) > c} e per ogni € > 0 sia

0 ;:%[(cﬂ)AF—(mF)] .

Sinotiche0 < g. <lecheg. /xa (see = 0), quindi U*g. »* U*xa.
Inoltre, siccome le funzioni F) ¢, c + € sono tutte U*-invarianti, si ha
Ug. = R [U*((c+e)ANF)—=U*(cAF)] = g[(c+€)/\F— (cANF)] =g,
quindi U*x4 = lim. U*g. = limg. = xa. In realta vale anche che
Uxa = xa, infatti dato B € £ si ha

U'xanB <Uxa=xa e U'xan <U'xsn

quindi
UXanB =Xa-UXanB < xa-UXB . (1.8)
Analogamente U*x acnp < xac - U*xp, ovvero valgono
U (1 =xa)xp) £(1=xa)-U'xp=U"xp —U"xanB < (1.9)
<U*xB—xa-U'xs '
Xa -U'xp <U*XanB -
Usando (1.8) e (1.9) si ottiene U*xanp = x4 - U*xB, dunque
(Uxa, xB) = (x4,U"xB) = (1,xaU"xB) = (1,U"xanB) =
= (U1, xanB) = (1,xanB) = (X4, XB) »

e per arbitrarieta di B si ottiene Uxa = x 4.
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— Ora, siccome m(X) < oo allora x4 € L C LP e quindi x4 € Ha.
Siccome F' 1 H,, allora vale

0:<XA,F>:/ F dm VeeR,
{F>c}

quindi F =0 q.o. Dunque H; + H» € denso in LP.

e Ora, per densita, data f € LP esistono fi € Hy + Ho per cui vale la (1.7)
(per quanto visto sopra) e tali che fr — f in LP. Allora

Hthf_']Umf
n m

n—1 n—1
< IS ol + = S ol +
P i=0 =0

1

1 1 1
+HUnfk_ m S §2||f—fk||p+HUnfk:— mfr
n m p n m

p

da cui segue la tesi.

1.4 Ergodicita

Se T' & una trasformazione che preserva la misura su X e se X = FU F con
m(E),m(F) >0, ENF=(, TE=F e TF=F,

allora lo studio delle proprieta di T su X si puo ridurre allo studio (presum-
ibilmente pitt semplice) delle proprieta di T|g e T|r. Un sistema verra detto
ergodico quando questa scomposizione non puo essere fatta.

Definizione 1.4.1. Una trasformazione T dello spazio di misura (X, %, m) ¢é
detta ergodica se per ogni B € % tale che T"'B = B si ha:

m(B)=0 o m(X\B)=0.

Proposizione 1.4.2. T ¢ ergodica se e solo se ogni funzione f : X — R
misurabile e T-invariante é costante (q.o.).

Dimostrazione.

(<) Sia A C X un invariante: allora la sua funzione indicatrice x4 ¢ invariante,
quindi x4 = costante (q.0.), ossia m(A) = 0 oppure m(X \ A) = 0.

(=) Sia f misurabile e T-invariante; si definisca:

£*<Lﬂ$)<fitl

X = X
(k,n) {a: € o = on

} Vk € Z,Yn € N.

Siccome f & T-invariante, allora anche gli insiemi X (k,n) sono T-invarianti e
quindi per ipotesi per ogni fissato n € N tutti tranne uno degli X (k,n) (indiciz-
zato da k = k,,) hanno misura 0. A questo punto, osserviamo che per ogni n € N
vale X (kp+1,n+1) C X (ky,n), quindi esiste lim,, k,, /2™ =: ¢ € R. Inoltre, vale

m({z € X|f(z) #1}) = nli_{lgom(X\X(kn,n)) = liTILnO = 0.

Quindi f(z) =7 q.o. O
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Osservazione 1.4.3. Nel caso in cui m(X) < +o0, & vero anche che T ¢
ergodica se e solo se ogni funzione T-invariante in L! (o in L?) & costante (q.o.).
La dimostrazione di questo fatto & banale in quanto ogni funzione indicatrice
f = xa & misurabile se e solo se ¢ in L! (poiché m(X) < +00) ovvero se e solo
se ¢ in L2,

Teorema 1.4.4. SeT : (X, %, m) — (X, B, m) preserva la misura em(X) = 1,
allora sono fatti equivalenti:

1. T e ergodica;

2. Se Be B em(T 'BAB)=0 alloram(B)=0 om(B) =1
(dove A indica la differenza simmetrica tra insiems);

3. Per ogni A,B € B con m(A),m(B) > 0 esiste n € N\ {0} tale che
m(T~"ANB) > 0.

Dimostrazione.
(1 = 2) Sia B € % tale che m(T~'B A B) =0 e sia

B> Bo = ﬂ GT*iB

neNi=n

allora T™'By, = Bs € m(Bs) = m(B).

Quindi, dall'ipotesi, m(Bs) =0 0 m(Bs) =1, cioe m(B) =0 o m(B) = 1.

(2 = 3) Siano A, B € 4 tali che m(A), m(B) > 0 e si supponga per assurdo che
(3) sia falsa, cioeé che

VneN\{0} m(T"ANB)=0.

Dunque
+oo
m ((HT "A) ﬂB) ~0.

Posto A’ = | JT> T~ A, allora

n=1
T1A C A e m(A") = m(T~1A"),
quindi
m(T A AA)=0

e per ipotesi
m(A") =0 oppure m(A4’)=1.

Ma siccome T-'A C A’ e T preserva la misura, allora m(A4’) > m(A4) > 0,
quindi m(A’) = 1. Ma questo contraddice il fatto che m(A’ N B) = 0, perché
m(X)=1em(B) > 0.

(3 = 1) Per assurdo esiste B € % tale che T"'B = B e 0 < m(B) < 1. Allora

m(T""BNB%) =0 VYn>0,

cosa che contraddice la (3). O
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Osservazione 1.4.5. Sia X uno spazio metrico compatto di probabilita con
misura di Borel m positiva su ogni aperto non vuoto di X, esiaT : X — X
continua ed ergodica (rispetto a m). Allora

m ({x € X‘ {T"z| n >0} ¢ densoin X}) =1.

Ovvero, quasi ogni punto di X ha orbita {T"x},, densa.

Dimostrazione. Sia {U, }nen una base per la topologia di X. Allora:

{T"x|n >0} e¢densoin X <<= =x¢€ ﬂ UT*kUn.
neN keN

Siccome

7! <U T—kUn> c |Jr o,

keN keN

e T ¢ ergodica e preserva la misura, allora si ha che
m (U T_kUn> =0 oppure 1.
keN

Ma siccome (J; oy T-*U,, & un aperto non vuoto, allora per ipotesi ha misura
positiva, quindi 1, da cui la tesi. O

Esempio 1.4.6. La trasformazione identica id sullo spazio di probabilita (X, %, m)
¢ ergodica se e solo se tutti gli elementi di % hanno misura 0 o 1.

Esempio 1.4.7. Sia S! = {z € C| |z| = 1} la circonferenza unitaria e sia
T :S!' — S! definita da T'(2) = az, con a € C qualsiasi. Allora:

T ¢ ergodica <= a non e radice dell’'unita.

Dimostrazione.
(=) Sia a radice dell’unita, cioé a? =1 per un opportuno p € N\ {0}.
Sia f(z) := 2P, chiaramente f # costante (q.0.) ed & T-invariante perché

(foT)(z) = f(az) = aPzP = zP = f(z), quindi T non pud essere ergodica.
(<) Se a non & radice dell’'unita, sia foT = f con f € L? e se ne consideri lo
sviluppo in serie f(2) = >, 7 bn2™.

Allora
Z bpaz" = (foT)(z) = f(z) = anz”

e quindi b, (a™ — 1) = 0 per ogni n € N; in particolare, per n # 0 si ha b,, = 0,
cioe f = costante (q.0.). La tesi segue dall’osservazione 1.4.3. O

Esempio 1.4.8. Sullo spazio discreto N con la misura data dalla cardinalita
m(A) = #(A), dove A C N, la traslazione Tyx = x + 1 & ergodica, mentre la
traslazione Tox = x + 2 non lo ¢ (infatti, ad esempio, I'insieme dei numeri pari
¢ invariante, ma né esso né il suo complementare hanno misura nulla).

Esempio 1.4.9. 11 (p1, ..., px)-shift bilatero & ergodico. (Analogamente quello
unilatero).
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Dimostrazione. Sia </ 1'algebra generata dalle unioni finite di rettangoli mis-
urabili. Sia E € % un insieme T-invariante e sia ¢ > 0 fissato, allora esiste
A € of tale che m(E A A) < ¢, quindi

Im(E) —m(A)| = m(ENA)+m(E\A) —m(ANE)—m(A\ E)| <
<m(E\A)+m(A\E)<e.

A questo punto, siccome A & nell’algebra <7 allora si puo prendere n abbastanza
grande in modo che B := T~"A non dipenda dalle stesse coordinate di A. In
questo modo si ha anche

m(AN B) = m(A)m(B) = m(A)?
mEAB)=m(EAA)<e

Ma siccome EA (ANB) C (EAA)U(E A B), alloram(EA(ANB)) < 2
e quindi |m(E) — m(A N B)| < 2¢. Infine (siccome m(A), m(E) < 1)

|m(E) — m(E)?| < |m(E) —m(AN B)|+ |m(AN B) —m(E)?| <
<2+ |m(A)? —=m(E)?| <
<2+ m(A) |m(A) — m(E)| + m(E)|m(A) — m(E)| < 4e.

E dunque, per Parbitrarieta di ¢ si ha che m(E) = m(E)? e quindi che m(E) = 0
oppure 1. Un argomento analogo si applica anche nel caso di shift unilatero. [

Esempio 1.4.10. La traslazione Tz = x + 1, definita su R dotato della misura
di Lebesgue, non & ergodica. Infatti un esempio di insieme invariante e ma con

misura non banale ¢ .
U Jnns 3]
neN

Osservazione 1.4.11. Nello spazio di Hilbert L?(S', %, m), dove m & la misura
di Haar costituita dalla misura di Lebesgue normalizzata e 4 ¢ la o-algebra dei
Boreliani, le funzioni f,,(z) := 2™ con n € Z formano una base ortonormale.

Osservazione 1.4.12 (Alcune proprieta dell'insieme dei caratteri).
Sia G un gruppo topologico abeliano localmente compatto e con una base nu-
merabile (si ricordi che per un gruppo topologico compatto si ha: G metrico se e
soltanto se G a base numerabile) e sia G = {7 : G — S| 4 omeomorfismo continuo}
I'insieme dei caratteri di G, che & un gruppo abeliano con 1’operazione di molti-
plicazione (puntuale) di funzioni.
Inoltre, G ¢ un gruppo abeliano localmente compatto a base numerabile con
la topologia compatto-aperto, definita in generale tra due spazi topologici Y, Z
dalla pre-base:
U y-zifmcuy
KCY compatto;
UCZ aperto

Inoltre valgono le seguenti proprieta:

1. G compatto <— G discreto.
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2. (@) ¢ naturalmente isomorfo (come gruppo topologico) a G, tramite la
mappa:

—

Q)= G a— a,
dove a(vy) =v(a) Vv e G.

3. G§<\G2 ~ é\l X é\g, dove ~ e x indicano l'isomorfismo e il prodotto
diretto di gruppi.

4. Se H C G & un sottogruppo chiuso, allora esiste v € G con ~v # 1 tale che
v(h)=1 Vhe€H.

5. Se G ¢ compatto allora gli elementi di G sono mutuamente ortogonali in
L?(m), dove m ¢ una misura di Haar.
Infatti basta mostrare che

/ v(x) dm(z) =0 Vv #1.
G

Ma se a € G, essendo m di Haar e v un omeomorfismo, allora

[ ) dmi@) = [ (@) dmiz) = 1(0)- [+ dm.
da cui segue la tesi prendendo a € G tale che vy(a) # 1.

6. Se G & compatto allora gli elementi di G formano una base ortonormale
di L?(m), dove m & la misura di Haar normalizzata.

7. Se A: G — G & un endomorfismo di G (cioé un omomorfismo continuo),
si puo definire un endomorfismo di G come segue:

A:G—3@ A(y) =~o A.

E valgono:
A injettiva <= A surgettiva

A surgettiva <= A iniettiva.

Quindi:
A automorfismo <= A automorfismo

Esempio 1.4.13. La rotazione T(x) = ax di un gruppo metrico compatto G
con m(G) =1 & ergodica se e soltanto se I'insieme {a"},cz & denso in G.
(In particolare: se T ergodica allora G ¢ abeliano.)

Dimostrazione.
(=) Se Tx = ax ¢ ergodica, allora dall’osservazione 1.4.5 segue che {a"xo}nez
¢ denso in G per qualche zy € G e quindi {a"},, & denso (infatti: se y € G allora
I{n;}; C N tale che a™zy —; yxo, e quindi a™ —; y).
(<) Sia {a"}nez C G denso. Cio implica che G & abeliano, infatti se a™ —j, b
e se at —, ¢, allora

a™at — be

h

)
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a™a™ — cb,
h,k

quindi bc = c¢b per ogni b,c € G.

Ora, sia f € L% e T-invariante e sia G = {y: G — S| v omeomorfismo continuo}
I'insieme dei caratteri di G, che forma una base ortonormale di L?(G) perché G
& compatto. Allora si puo scrivere

[= Zbi%‘ cony; € G
i
e allora per l'invarianza di f

D_biila)i(@) = D bivi(@),

cosl che se b; # 0 allora v;(a) = 1, da cui, per densita, 7; = 1. Dunque il
solo termine costante della serie di f puo essere diverso da 0, cioe f & costante

(q.0.). |

Proposizione 1.4.14. Sia (X, %, m) uno spazio di probabilita e siaT : X — X
una trasformazione che preserva la misura. Allora:

n—1
T ¢é ergodica <= VA,Be% 1 Z m(T~*AN B) —— m(A)m(B).
n = n—oo

Dimostrazione.
(=) Prendendo f := x4 nel teorema di Birkhoff 1.3.4 si ottiene:

1 n—1

= ZXA oT" —— m(A4) q.o.
n n—00
i=0
Moltiplicando per xp:
1 n—1
- ;(XA oT")-xp ——=m(A)-xB qo.

Per il teorema di convergenza dominata, integrando si ottiene:

% ”i m(T~*AN B) — m(A)m(B).
=0

(<) Se T™'E = FE con E € %, presi A = B = E allora dallipotesi

Quindi m(E) = m(E)?, cosi che m(E) = 0 oppure 1. O

Teorema 1.4.15 (ergodico di Von Neumann).
Sia T una trasformazione che preserva la misura sullo spazio di probabilita
(X, %,m). Se f e LP(m) (conl <p<400), allora esiste f* € LP(m) tale che:
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n—1
Jim (157 (7 - ()| =0
i=0 P

Dimostrazione. Se g ¢ limitata e misurabile, allora ¢ € L>® C LP (perché
m(X) < +00) e quindi per il teorema ergodico

LN 6@ —— 0@ (g0)
=0

E chiaramente anche g* ¢ limitata, cioe g* € L> C LP.
Inoltre

1 . INE
-3 9(Ta) — g (@) —n 0 (g0
i
e quindi per il teorema di convergenza dominata

H% Zg(Tia:) - g*(m)Hp —n 0.

Cioe per ogni € > 0, esiste N = N(e,g) € N tale che:

n—1 n+k—1

1 i i €
VYn > N, Yk >0 ang(Tx)_n—i—k Zg(Tx) <3
=0 =0 P
Ora, per f € LP si definisca
1 n—1 ]
My(f)(2) = = 37 (7).
i=0

La successione {M,, f}, & di Cauchy in LP, infatti | M,f|l, < ||fll, e scelta

g € L con ||f — g|lp < €/4 (cosa possibile per densita di L> in LP) allora:
”Mnf - Mn+kf||p <
<M f = Magllp + [Mng + Mpik9llp + | Mnskg — Mpsi fllp <
<ELEL €
-+ -+ -=c
—4 2 4

Poiché M,g — g* in LP per ogni g € L*, per densita si ottiene M, f — f* in
LP per ogni f € LP. D’altronde, essendo

(") Mo sto) = M) = 22
n n
per n — oo segue che f*oT = f* (q.0.). O

Osservazione 1.4.16. Se T' ¢ una trasformazione che preserva la misura ed e
ergodica e se f € L', allora dal teorema precedente segue che f* = lim,, % > oi(fo
T") ¢ invariante, quindi:
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o se m(X) < +oo allora f* = costante (q.0.), e inoltre dal teorema ergodico
di Birkhoff 1.3.4 siccome [ f dm = [, f* dm allora

L_ 1
f ‘m<X>/dem'

Cioe, in spazi di misura finita la media spaziale ﬁ [ f & uguale (q.0.)
alla media temporale (asintotica) f* = lim,, % >, foT" per ogni funzione
feLk.

e se m(X) = 4oo allora f* = costante (q.0.), ma allora necessariamente
f*=0(qo.).

Esempio 1.4.17 (Teorema di Borel sui numeri normali).
Quasi tutti i numeri nell’intervallo [0,1) sono normali in base 2, cio¢ per q.o.
z € [0,1), detto k,, il numero di cifre 1 nelle prime n cifre dell’espressione binaria

di z, si ha
Y |
lim — = —.

Dimostrazione. Sia T :[0,1) — [0,1) definita da T'(x) = 2z (mod 1), allora

e T ¢ una trasformazione che preserva la misura di Lebesgue, e basta veri-
ficarlo per gli aperti (a,b) C [0,1):

e =n((§2)0 5+ 14+3) -

b «a b 1 1
_<2_2)+(2+2—2—2)_b—a—m(a,b).

e T & ergodica, infatti sia f : [0,1) — C con f € L? (si veda I'osservazione
1.4.3) e T-invariante, allora se si considera lo sviluppo in serie di f(z) =
> nez Gnx™ si ottiene:

Zanx” = f(z) = f<2a: (mod 1)) = Za,ﬂ”x”,
neZ nez

da cui
n
2"a, =a, Vn€Z,
cioé a, = 0 per ogni n # 0. Dunque f = costante (q.0.).
Ora, si consideri un’espansione binaria (si ricordi che in generale tale espansione

non € unica, ma i punti che hanno due espansioni diverse formano un insieme
di misura nulla):

allora a a a a a
T) =T (i a2 a8 ) e R N
(x) 5t tos T +o+

Posto f(x) = x[1/2,1)(x), allora

; i i L sseajrr =1
PR (0

2 22 0 sseajy1 =0
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Dunque il numero di 1 nelle prime n cifre dell’espansione binaria di x € dato
da Z?;OI (T%(z)), quindi applicando il teorema ergodico di Birkhoff 1.3.4 e
losservazione precedente si ottiene (e usando il fatto che I'insieme dei razionali
ha misura nulla):

n—1 1

1 | . 1
-~ Zf(TZI) — [H(x) = m(xX) /x fdm= /XX[1/2,1) dm = 3 (g.0.).

=0

O

Osservazione 1.4.18. In uno spazio di misura finita X, una trasformazione
T : X — X eergodica se e solo se la media temporale di ogni funzione integrabile
¢ costante. Basta provare che ogni funzione invariante e integrabile & costante,
ma cio segue dal fatto che una funzione invariante coincide con la sua stessa
media temporale. Per spazi di misura infinita quanto appena visto non vale, ad
esempio basta prendere X =7 x Z e T(x,y) = (z + 1,y) e vedere che T non ¢
ergodico e la costante 0 € la sola funzione invariante.

La proposizione seguente risponde alla domanda opposta rispetto ai teoremi
visti finora: cosa si puo dire sull’integrabilita di f conoscendo f*?

Proposizione 1.4.19. Siano T una trasformazione ergodica e che preserva la
misura, m(X) < +oo e f > 0 una funzione qualsiasi su X. Se %Z?:_ol f(Tx)
ha limite finito per q.o. x € X, allora f é integrabile.

Dimostrazione. Sia f*(z) := lim,, 2 7" f(Tz) (definita ad esempio ponendo
f*(z) =0 per gli z € X per cui il limite non ¢ finito o non esiste, e tale insieme
di punti « ha misura nulla). Allora tale funzione ¢ T-invariante e integrabile,
quindi per lergodicita di T essa & costante (q.0.).

Ora, sia fi la funzione ottenuta da f troncata all’altezza k quando tale soglia
viene superata, allora f; & limitata e quindi integrabile. Per il teorema di
convergenza monotona [ fr dm —y [ f dm, e quindi basta mostrare la limi-
tatezza della successione { [ fr dm}y per ottenere la tesi. Ma infatti, siccome
0< fi < f, allora

I
-

n—1 n
S AT 3 ()
=0

)

Il
=)

e quindi passando al limite per n — 400 si ottiene f; < f* = ¢ (q.0.).
Dunque

/f; dm <c-m(X) VkeN,
b'e

e per il teorema ergodico di Birkhoff 1.3.4

/Xf;dmz/xfkdm

quindi la successione { [ fi dm}y ¢ limitata. O
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1.5 Mixing e altre proprieta

Definizione 1.5.1. Sia (X, %, m) uno spazio di probabilita e sia T : X — X
una trasformazione che preserva la misura. Allora si definisce:

1. T ergodica sse 1S lm(T~"AN B) —— m(A)m(B)
n—oo

2. T weak-mizing sse  + 37" |m(T~AN B) — m(A)ym(B)| —— 0

n—oo

3. T strong-mizing sse m(T "ANB) —— m(A)m(B).

n—oo
(Si veda anche la proposizione 1.4.14).
Osservazione 1.5.2. T strong-mixing = T weak-mixing = T ergodica.

Questo segue dal fatto generale che se {a,, }nen € una successione di numeri reali
qualsiasi, allora:

n—1 n—1
ap — 0 = *E la;] —— 0 = *E a; —— 0.
n—o00 n “ 5 n—00 n 4 0 n—o00
1= i=

Lemma 1.5.3. Sia T : X — X trasformazione che preserva la misura e sia
o un’algebra che genera la o-algebra PB. Se le condizioni di ergodicitd/weak-
mixing/strong-mizing sono verificate per tutti gli elementi di <7, allora valgono
per tutti gli elementi di %.

Dimostrazione. Sia € > 0 e siano E, F € #. Presi Ey, Fy € o tali che m(E A
Ep) <eem(F A Fy) < ¢ allora

VneN m((T‘”E NF)A (T "Eyn F0)> < 2,

quindi

Vn e N ‘m(T_"E NF)—m(T ™ "EyN Fp)| < 2e.

Dunque Vn € N si ha:

n—1

':MH

m(T"ENF) — m(E)m(F)‘ <

s
S
| o

1

3
|
—

IN
3=

<m(T—iEmF)—m(T—iE0mFo)> ’+ m(T ™" EoNFo)—m(Eo)m(Fy)|+

S

N
Il

<
I

o

i
-1

S

n—1
<

Zm(Eo)m(Fo) — m(E)m(F)

(2

m(Eo)m(Fo) — m<E0>m<F>\ n

S|

S|

0

.
I

+ec+e¢

S|

<2+

Ti m(T~"Ey N Fy) — m(Eo)m(Fp)
=0

Allora per l'ergodicita basta osservare che essa vale per Ey, Fj.
Per la condizione di weak-mixing, portando prima fuori il simbolo di sommatoria
si mostra che

|m(T'ENF) —m(E)Ym(F)| < 4e + |m(T~ Ey N Fy) — m(Ey)m(Fp)|,
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a questo punto basta prendere la media secondo Cesaro su entrambi i membri.
Ragionamento analogo si puo fare per la condizione di strong-mixing. O

Esempio 1.5.4. 11 (p, ..., pr)-shift (unilatero o bilatero) & strong-mixing. In-
fatti, se A e B sono due rettangoli misurabili allora vale

m(T~"AN B) —— m(4A)m(B) ,

n—oo

inoltre tale condizione vale per le unioni disgiunte finite di rettangoli misurabili
e quindi la tesi segue applicando il lemma precedente.

Lemma 1.5.5. Se {a,}nen € una successione limitata di numeri reali, allora
sono equivalenti:

1 —1
1033705 lad — 0
2. esiste J C N con densita

dinalita 1,...n—1
o Cardinali a(Jn{0,1,..,n—1}) —0 , tale che lim a, = 0.

n n n¢J,n—oco

1 -1 2
3. 72?:0 |a1| mo

n

Dimostrazione. Si indichi con aps(n) := cardinalitd(M N {0,1,...,n — 1}), dove
M CN.

(1 =2) Sia J, :={n €N| |a,| > 1/k} dove k > 0. Allora J; C J C ...; inoltre
ogni Ji ha densita 0 poiché

n—1
1 11
o ; |lai| > g%ah(n)

ed il primo membro tende a 0 per ipotesi (per n — o0). Quindi esistono 0 =
lp <ly < ... e Ntali che

1 1
Vn Z lk EaJ,Hl(n) < m

Ora, sia J := Upey (Jk+1 N [lk,lk+1)>§ si puo mostrare che J ha densita 0,

infatti: innanzitutto siccome J; C Jo C ..., se Iy < n < lpy1 si ha

JN0,n) = (J N [o,zk)) U (J A [l n)) c (Jk N [o,zk)) U (J,C+1 N [0,71))

e quindi
1 1 1 1 1
as(m) < 2 (s () +as ) < 2 (anm) +an, ) <+ 5

Infine 2a;(n) —, 0, ciot J ha densita 0.

Sen>lyen¢Jalloran ¢ Jyi1 e quindi |a,| < %4—17 dunque lim,,¢ ; [a,| = 0.
(2 = 1) Siccome {ay}, € una successione limitata per ipotesi, sia |a,| < K per
ogni n € N, e infine sia € > 0 fissato. Allora esiste N, € N tale che

Vn > N, (n§éJ:>\an\<5)
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ed esiste M. € N tale che

ay(n)

Vn > M, < e.

Ma allora per ogni n > max (N, M,) si ha:

n—1

1 1 K

— il = — i i — K+1)e.
o =n (N e X jal) < e e < (e

{0,...,n—=1}NJ {0,....n—1}\J

(1 & 3) Per quanto appena visto nei punti precedenti, basta notare che:

lim J|ap| =0 <= lim  |a,* =0.
n¢Jn—o0 n¢Jn—oo
O

Corollario 1.5.6. Sono equivalenti:

1. T weak-mixing;

2. Per ogni A,B € % esiste J = J(A, B) C N di densita 0 tale che:

lim m(T "ANB)=m(A)m(B)
n¢Jn—o0
, 2
3. VA, Be# Ly im(T'ANB) —m(A)m(B) —0.
n oo

Dimostrazione.
Segue dalla definizione e dal lemma precedente. O

Teorema 1.5.7. Sia (X, %, m) uno spazio di probabilita e sia T : X — X una
trasformazione che preserva la misura, con operatore associato U : L? — L2.
Allora valgono:

1. T ergodica <+= Vf,g€ L? %Z?;J(Uif,g) —— (f,1)(1,9)
n

— 00

= Vel (YUY — (LD

2. T weak-mizing <= Vf,g € L? %Z?;Ol|<Uif,g>f<f,1><1,g>\70

3. T strong-mizing <= Vf,g€ L? (U"f,g)m(f,l}(l,g)
= Vfel® (U"f,f) —— (L)1)

n—oo
Dimostrazione. Per semplicita, si puo verificare solo il terzo enunciato in quanto
le dimostrazioni sono tutte simili.
Si supponga valida la prima condizione dell’enunciato, cioe T strong-mixing; si
puo procedere per approssimazioni successive per dimostrare che da cio segue
la terza condizione:
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e siano A, B € 4, allora:
/ X(T-mAnB) dm = / xa(T"z)-xp(x)dn —— [ xa dM/ xB dm,
X X noeo Jx X

cioe m(T~"AN B) —, m(A)m(B).

e fissando B € %, per linearita si ha che per ogni h funzione semplice
(cioé combinazione lineare di funzioni indicatrici) vale (U™h,xg) —n

<ha 1><1a XB)'
e fissando h si ottiene: (U™h, h) —, (h,1)(1, h).

e sia f € L? qualsiasi e sia € > 0. Per densita delle funzioni semplici in L?
si puo scegliere h funzione semplice tale che ||f — k|2 < ¢, inoltre esiste
N = N(¢) € N tale che

Yn>N [(U"h,h) — (h,1){1,h)] < e.
Allora Vn > N si ha:

U f ) = (DN < KU f) = (U h, HL+ U h, f) = (Uh, h) |+
+ [U"h, h) = (b, (L W+ (R 1)L B) = (f, (L, h) |+
+ (DL R) = (F (L )] <
<KUMf = h), O+ U, f = W) + e+
+ (LW = £D+ LD A= F)] <
<If = Rll2llfll2 + IIf = Rll2llRll2 + & + [[Rll2]lf = Rll2 + (| fll2lh = fll2 <
<el[fll2 + llhllae + € + [|All2e + [ f]l2¢-

Quindi vale la terza condizione a partire dalla prima.

Ora, supponendo valida la seconda condizione, allora scegliendo f = x4,9 = xB
dove A, B € £ si ottiene che T' & strong-mixing, cioe la validita della prima
condizione.

Infine, supponendo valida la terza condizione, sia f € L? e si indichi con H r il
pit1 piccolo sottospazio chiuso di L? contenente f e le funzioni costanti e tale
che U(Hys) C Hy. Allora

Fypi= {9 € LQ‘ (U"f,9) ——(f, 1><1,9>}

n—oo

¢ anch’esso un sottospazio di L2 chiuso, contenente f e le costanti e U-invariante;
dunque Hy C Fy.

Se g L My (cioe g € Hy) allora per ogni n € N si ha (U™f,g) = 0 ed an-
che (1,g9) = 1 (perché 1 € Hy); quindi Hjc_ C Fy. Ma allora deve essere
necessariamente F; = L?, cosa che equivale alla seconda condizione. O

Definizione 1.5.8. Se T : (X, %,m) — (X, %, m) é una trasformazione che
preserva la misura, si definisce la trasformazione prodotto T xT : X x X —
X x X come (T x T)(z,y) := (Tx,Ty) ed é una trasformazione che preserva la
misura sullo spazio di misura prodotto (X x X, B x B, m x m).
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Teorema 1.5.9. Se T preserva la misura sullo spazio di probabilita (X, B, m),
allora sono equivalenti:

1. T weak-mizing,
2. T xT ergodica,
3. T x T weak-mixing.

Dimostrazione.
(1 = 3) Siano A, B,C, D € 4, allora (per il corollario 1.5.6) esistono Jy, Jo C N
di densita zero e tali che:

lim m(T "ANB) = m(A)m(B), lim  m(T7"CND) =m(C)m(D).
n¢Jy,n—o00 n¢ Jz,n—00
Allora:

lim  (mxm)((TxT)™(AxC)N(Bx D))=

ng¢JyUJz,n—o00

= lim m(T""ANBm(T "CND)=

ng¢J1UJa,n—00
=m(A)m(B)m(C)m(D) = (m x m)(A x C)(m x m)(B x D).

Quindi la proprieta di weak-mixing e valida sui rettangoli misurabili della forma
ExF € Bx A, quindi ¢ valida anche per unioni finite disgiunte di tali rettangoli,
ma questi ultimi formano un’algebra % che genera la o-algebra 4.

Allora per il corollario 1.5.6 si ha:

n—00

n—1
1 > |m(TT'ANB) —m(A)m(B)| —— 0  VA,B€.Z,
n

=0

quindi si ha la tesi.
(3 = 2) Ovvio.
(2 =1) Siano A, B € &, allora (usando che m(X) = 1):

n—1 n—1
.1 —i .1 i
”ILIEOEiE:Om(T AﬂB)nlggoniEO(mxm)«TxT) (AXX)O(BXX)):

=(mxm)(Ax X)(mxm)(Bx X)=m(4A)m(B),

inoltre
n—1 2 n—1
Tim. % 3 (m(T—iA N B)) = lim_ % 3 (m x m)((T x T)"I(A x A)N (B x B)) -
i=0 1=0
=(mxm)(Ax A)(mxm)(Bx B) =
=m(A)*m(B)2.
Dunque
nh—{go % i (m(T_iA NB)— m(A)m(B))2 =
1=0

~ lim % S (m(T AN BY — 2m(T AN Bym(A)ym(B) +m(4)*m(B)?) =
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da cui segue la tesi per il corollario 1.5.6. O



Capitolo 2

Isomorfismi e spettro di
trasformazioni

2.1 Spettro continuo e proprieta ergodiche

Definizione 2.1.1. Si dice che una trasformazione T : (X, B, m) — (X, B, m)
ha lo spettro continuo se 1 ¢é il solo autovalore di T (cioé dell’operatore
associato definito su L*(X)) e le sole autofunzioni sono le costanti.

Osservazione 2.1.2.
1. T ha lo spettro continuo se e solo se 1 ¢ il solo autovalore e T' & ergodico.

2. Siccome 'operatore U associato a T & unitario, se A & autovalore di T,
allora || = 1, infatti:

IFII* = U AI? = UL, Uf) = MM = PP vf e L2

3. A = 1 & sempre un autovalore corrispondente a una/ogni autofunzione
costante.

Teorema 2.1.3 (spettrale per operatori unitari).
Se U ¢é un operatore unitario sullo spazio di Hilbert complesso H, allora per ogni
[ € H esiste un’unica misura di Borel finita py definita su S* C C tale che:

UL ) = /S N dug(3) n e

Corollario 2.1.4. Se T : (X,%,m) — (X, 2B, m) ¢ invertibile e preserva la
misura, allora l'operatore associato Ur : L*(X) — L?(X) ¢ unitario e se T ha
lo spettro continuo allora per ogni f € L*(X) tale che (f,1) = 0 la misura piy
non é atomica.

Teorema 2.1.5. Se T e una trasformazione che preserva la misura e invertibile
su uno spazio di probabilita (X, B, m), allora:

T weak-mizing <= T ha lo spettro continuo.

33



34 CAPITOLO 2. ISOMORFISMI E SPETTRO DI TRASFORMAZIONI

Dimostrazione.
(=) SiaU(f) = foT = Af (qo0.) con f € L% Se |A] =1, ma X # 1, allora
integrando si ha

[ 1@ am(@) = [ 1(T0) am@) = [ Af@) dm).

cioe [, f dm =0, cioe (f,1) = 0. Da cio segue per la proprieta di weak-mixing

che:
n—1 n—1

hv?lflbiz_:oKUifvﬁ:O, OVVEro ligliiz_;w\ifvf”:ov

ma siccome |[\| = 1, allora (f, f) = 0 e dunque f = 0 (q.0.).

Invece nel caso in cui A = 1 allora f = costante (q.0.) per lergodicita di T'.
(<) Innanzitutto si pud osservare che per il teorema 1.5.7 la tesi equivale a
mostrare che per ogni f € L?

2
‘ — 0. (2.1)

n—oo

n—1
IS |win - )
=0

Se f =c (q.0.) allora la (2.1) vale in quanto:

1n71 ) 2 1n71 ) )
EZ‘(UC,C>7<C,1>(1,C> :%;\c — &2 =0.

1=0

A questo punto, basta mostrare che:
1 n—1
_ L i 2 _
(f1)=0 = lim ~ 2_% (U f. 0P =0,

inoltre, per il teorema spettrale 2.1.3 basta mostrare che se yy ¢ una misura
continua (cio¢ non atomica) su S* allora

i’g‘/s Al duf(x)r—m. (2.2)

n—oo

Ma infatti, siccome (usando il teorema di Fubini-Tonelli)
2 n—1

— S ) [ 3 s -

=0
A [ ) [ o)

1 n—1 iy B
- ;//SWW Ay x 1)) =

o (inf(w) g % i) (0, 7)

=0

1n71
w2

=0

¥ iy

(2.3)
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allora, se (\,7) non & nella diagonale A di S* x St (cio¢ A # 7), si ha

18 11—

20D =0 [ 1—(AT)] oo ©

Ora, siccome py € una misura non atomica, allora (uy x pur)(A) = 0, quindi
l'ultimo integrando della (2.3) tende a 0 q.o. e, siccome tale integrando ha
modulo < 1, allora applicando il teorema della convergenza dominata si ottiene
quanto voluto in (2.2). O

Esempio 2.1.6. L’identita id su uno spazio di misura (X, %, m) & ergodica se
e solo se e strong-mixing se e solo se ogni elemento di % ha misura 0 oppure 1.

Esempio 2.1.7. Una rotazione T : S' — S! data da T(z) = az non & mai
weak-mixing perché se f(z) = z allora f(Tz) = az = af(z) e f # costante.

Esempio 2.1.8. Sia G un gruppo (abeliano) topologico compatto e metrico e
sia A : G — G un endomorfismo (cio¢ omomorfismo e continuo). Allora:

A ergodico <= A weak-mixing <= A strong-mixing.

Dimostrazione. Ovviamente, basta mostrare che se A ¢ ergodico allora ¢ anche
strong-mixing.
Siano 7,0 € G caratteri di G. Siccome (osservazione 1.4.12) i caratteri sono un
set ortonormale completo di L? allora (U%~,d) = 0, a meno che y =6 = 1. In
ogni caso si ha che

n—oo
Fissato 0 € G, Iinsieme Hs = {f € L2| (Um,6) —, (7,1)(5,1)} & un sot-
tospazio chiuso di L?, infatti se {fx}r C Hs con fr =i f

e per § = 1 (o una qualsiasi costante) & chiaro che Hs = L?;

e per (§,1) = 0 (cioé 0 nel sottospazio ortogonale a quello delle costanti),
fissato £ > 0 esiste k € N tale che ||f — frll2 < £/2 ed esiste N € N per
cui per ogni n > N si ha (U} fx, )| < €/2, dunque

V>N [(Uif,0)] < (ULf,0) — (Ui fr,0)| + [(ULfr,0)| <
<|f = fell2ll0]l2 + (U4 fr, 0)| =
=f = frlla + {UAfx, 6)| < e

Ora, siccome G C Hs, allora anche in questo caso Hs = L.

Ora, presa f € L? e posto Ly := {g € L?| (UL f,g) —n (f,1)(g,1)}, allora L &

~

un sottospazio chiuso di L? contenente G, quindi £; = L? e dunque:

Vf,g€L2 <sz,g>—><f;]-><g,1>,

n—00

cioe A e strong-mixing. O
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2.2 Trasformazioni isomorfe e coniugate

Alcuni dei problemi in teoria della misura sorgono a causa degli insiemi di misura
nulla. Si consideri uno spazio di probabilita (X, %, m) e si consideri I'insieme
quoziente € costituito dalle classi di equivalenza secondo la relazione:

VYA,Be %A A~B << m(AAB)=0.

Si puo verificare che € ¢ un’algebra booleana con le operazioni di intersezione,
unione (anche numerabili) e complemento ereditate da Z. Inoltre, siccome da
m(A A B) = 0 segue m(A) = m(B), allora si pud considerare m come definita
su € e la struttura (¢, m) € una o-algebra booleana.

Ora, presa T trasformazione che preserva la misura su X, essa passa al quoziente
se si definisce la mappa € in sé [E] ~ [T"!E] (che sard indicata con T~1);
inoltre anch’essa preserva la misura e le operazioni booleane.

A questo punto, un problema fondamentale diventa quando (e in quale senso)
considerare equivalenti due trasformazioni tra spazi di misura.

Definizione 2.2.1. Siano (X1, B1,m1) e (Xa, B2, m2) due spazi di probabilita
e siano 11 : X1 — X5 e Ty : Xo — Xo trasformazioni che preservano la misura.
Si dice che Ty ¢ isomorfa a Ty (T ~ T5) se esistono My € %, e My € By tali
che:
[ m(Ml) =1= m(Mg),
o T1 My C My, ToMy C Mo
e csiste ¢ : My — My invertibile e che preserva la misura tale che ¢ 0T} =
T2 o (b
Osservazione 2.2.2.
1. La relazione ~ di isomorfismo ¢ una relazione di equivalenza.
2 Th~eTy, = 1TP~T¢ Vn.
3. Se Ty, Ty sono invertibili, allora si possono prendere M7, Ms in modo che
T;M; = M; (per i = 1,2), infatti basta scegliere M; = (), o4, TikMZ-.
Definizione 2.2.3. Sia (X, %, m) uno spazio di misura.

1. St definisca la relazione d’equivalenza
A~B << m(AAB)=0,

con (A, B € #B) e si denoti linsieme quoziente con B = B/ ~, che é
una o-algebra booleana con le operazioni indotte da #; inoltre m induce
un’applicazione m : B — [0,1] definita da m(B) = m(B), dove la classe
d’equivalenza ¢ [B] = B € A.

Questa struttura (@, m) viene definita algebra di misura.

2. Sia T : X — X ¢& una trasformazione che preserva la misura. Se A ~ B
allora T"'A ~ T71B, quindi ¢ ben definita lapplicazione T~ : B — A
come T™Y(B) = T-Y(B) ed ¢ una trasformazione che preserva unioni,
intersezioni, complementi ed ¢ tale che m(T~(B)) = m(B).
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Definizione 2.2.4. Una mappa ® : (Bo, ) — (By, 1) tra algebre di misura
¢ detta isomorfismo di algebre di misura se ¢ bigettiva, preserva comple-
mento e unione numerabile ed & tale che m1(®(B)) = ma(B) per ogni B €

Bs.

Dalla definizione 2.2.3 segue che data T : (X, %,m) — (X, %, m) si puod
considerare T~ : (2, m) — (%, m). Sinoti che se B € 2 ¢ un rappresentante
della classe di equivalenza Be @, allora anche y g ¢ un elemento ben definito
di L2(X, B, m).

Qual ¢ il rapporto tra T le I'applicazione indotta definita da x5 — Xffl(g)?
E nel caso in cui 7! sia un isomorfismo di algebre di misura?

Proposizione 2.2.5. Un operatore unitario U : L*(X, %, m) — L*(X, %, m)
¢ indotto da un isomorfismo di algebre di misura T=' : (B,m) — (B, W) se e
soltanto se U e U~ mandano funzioni limitate in funzioni limitate e se vale
U(f-9)=U(f)-Ulg) per f,g funzioni limitate.

Dimostrazione. _
(=) Se U ¢ indotto dall’isomorfismo T~ (cio¢ dalla trasformazione invertibile
e che preserva la misura T': X — X) allora vale che:

f limitata =— Uf = foT limitata

Ulf-9)=(f-g)oT=(foT) (goT)=Uf-Ug.

(<) Se f = xp con B € % ¢ una funzione indicatrice, allora f? = f e quindi
(Uf)2 =(foT)?> = foT = Uf, quindi anche Uf & una funzione indicatrice
(proprio perché assume come valori solo 0 o 1) corrispondente ad un opportuno
GeZ. B

Prendendo TB = G la mappa T : B +— TB = G & definita da £ in sé; inoltre T'
¢ surgettiva, in quanto U lo &, e siccome U & iniettiva, cioé KerU = {0}, allora
vale che TB =0 = B =0 (dove 0 indica 'clemento nullo in ).

Resta da verificare che T' € una trasformazione che preserva la misura ed e
o-omomorfismo. Ma infatti:

e U unitario = U preserva la norma = T preserva la misura poiché m(B) =
2
Ixsll?

e T preserva le intersezioni perché U e moltiplicativo e vale x anp = X4 XB-
Inoltre, T preserva le unioni perché vale che xaup = X4 + XB — XA - XB
e quindi usando un argomento induttivo e la continuita di U si dimostra
che T preserva le unioni numerabili.

O

Definizione 2.2.6. Si dice che Th : (X1,%1,m1) — (X1,%1,m1) e Ty :
(Xa, Ba,ma) — (Xa, P2, m2) sono trasformazioni coniugate se esiste un
isomorfismo di algebre di misure ® : (Ba,ma) — (%1, M) tale che P o T2_1 =
T o d.

Osservazione 2.2.7.
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1. 1l coniugio € una relazione d’equivalenza.

2. Ty ~ Ty isomorfe = T3, 75 coniugate. _
Infatti, siccome esiste ¢ tale che poT; = Thoo, allora basta porre & = ¢!
(e si noti che & ben definita anche se ¢ non ¢ definita su tutto Xi).)

2.3 Isomorfismi spettrali e invarianti spettrali

Definizione 2.3.1. Si dice che Ty : (X1,%1,m1) — (X1,%1,my) e Ty :
(X2, Bo,ma) — (Xao, Ba,ms) sono spettralmente isomorfe se esiste un ope-
ratore lineare W : L*(X1, %1, m1) — L*(Xo, %o, m3) tale che:

1. W é invertibile;

2. (Wf,Wg)o = (f,g)2 per ogni f,g € L*(X2, %2, ma);

3. Uy oW =W oUs,, dove U; & l’operatore associato a T;.
(Le sole condizioni (1) e (2) definiscono un isomorfismo di spazi di Hilbert).
Osservazione 2.3.2.

1. L’isomorfismo spettrale & una relazione d’equivalenza.

2. Se @ : (By,my) — (%y,7y) & un isomorfismo di algebre di misura, al-
lora esso induce una mappa invertibile lineare V : L?(Xo, B, msy) —
L?(X1, %1, m) con le proprieta:

o (Vf,Vg)=(f g) per ogni f,g € L*(X2, B, m2)
e V, V! mappano funzioni limitate in funzioni limitate

e V' & moltiplicativo sulle funzioni limitate, cioe: V(fg) = V(f)V(g)
per ogni f, g funzioni limitate.

Dimostrazione. Definita da V(xg) = Xo(B) sulle funzioni indicatrici, si

estende per linearita e continuita prima alle funzioni semplici e poi a tutto
L?(X3, P2, ms). (Si veda anche la proposizione 2.2.5). O

3. Ty, T, coniugate = T, T spettralmente isomorfe.

Dimostrazione. Per ipotesi esiste ® : (Ba,ms) — (%1, 1), isomorfismo
di algebre di misura, tale che ® o f{ = ffl o ®. Sia V definita come al
punto precedente V(xz) = Xo(B)-

Resta da verificare che V oU, = Uy o V. Innanzitutto, cio vale per funzioni
indicatrici

UroVixn) = Uilxas) = Xaw) © 10 = Xrr (a(8)) = X7 (a(5)) =
= Xo(T; () = Xay'(m) = V(Xry1() = Vixp o T2) =
=V oUx(xn),

poi per linearita e continuita si estende alle funzioni semplici e a tutto
L2, O
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Proposizione 2.3.3. Un isomorfismo (di spazi di Hilbert) V : L*(Xo, Bo,ms) —
L2(X1,%1,m1) ¢ indotto da un isomorfismo di algebre di misura se entrambi
V, V=1 mandano funzioni limitate in funzioni limitate e se V & moltiplicativo
sulle funzioni limitate.

Dimostrazione. Si veda la dimostrazione della proposizione 2.2.5. O

Corollario 2.3.4. Se T : (Xh%’l,ml) — (Xl,e@l,ml) els: (XQ,«%Q,mQ) —
(Xa, Bo, ma) sono trasformazioni che preservano la misura e se UyoV =V oUs
con Vi1 L*(Xa, Ba,ma) — L*(X1,%1,m1) isomorfismo di spazi di Hilbert,
allora Ty e Ty sono coniugate.

Una volta definite le classi di equivalenza tra trasformazioni, & naturale
chiedersi se vi siano delle proprietd (e/o quantitd) che sono invarianti all’in-
terno di queste classi; ovvero, si cercano delle proprieta P tali che se 77 gode
della proprieta P e se T, ¢ nella stessa classe di equivalenza di 17, allora anche
T5 gode della P.

Teorema 2.3.5. Le sequenti proprieta sono invarianti spettrali (e quindi anche
invarianti per coniugio e isomorfismo):

1. ergodicita,
2. weak-mizing,
3. strong-mixing.
Dimostrazione.
1. T ergodica <= {f € L?| Uf = f} ¢ un sottospazio 1-dimensionale.
2. T weak-mixing <= 1 e 'unico autovalore e T" & ergodica.

3. Sia T trasformazione strong-mixing e sia 75 una trasformazione spettral-
mente isomorfa a 77. Quindi per ipotesi esiste W tale che WoUy = U;oW.
La tesi equivale a mostrare che

(U3 f,9) — (fLi1)(1,9)  Vf,g€ L*(Xa,B2,m2). (2.4)
La (2.4) & valida se f (oppure g) & costante.
Quindi si puo assumere che (f,1) =0 = (g, 1), cosi che la 2.4 diventa:

<U2nfvg> —=0 Vf,g€L2(X27e@2,m2)-
n—oo

Siccome Tj ¢ ergodica, allora anche T5 ¢ ergodica (per il punto (1) ap-
pena dimostrato); inoltre, siccome W manda le funzioni Ts-invarianti
surgettivamente in quelle Tj-invarianti allora W manda le costanti di
L?(Xo, P2, ms) nelle costanti di L?(X1, By, my) surgettivamente. Da cio
segue che (Wf 1) =0= (Wg,1).
Infine, siccome W preserva il prodotto scalare, T} € strong-mixing e W o
U; = Uy o W, allora si ha:

n— oo

Dunque 75 ¢ strong-mixing.
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O

Esempio 2.3.6. Siano 71,75 : St — S! rotazioni della forma T1(z) = a1z e
T5(z) = asz, con a; che & radice dell’unita ma ag che non lo &. Allora, T} non
¢ ergodica mentre T5 lo €, quindi non possono essere spettralmente isomorfe.

Definizione 2.3.7. Una trasformazione invertibile e che preserva la misura
T : X — X ha uno spettro numerabile di Lebesgue se esiste una base
ortonormale di L*(X) della forma: fo =1, {U" fi}ien+ nez. Ovvero:

fo=1

RN U71f17 f17 Uf17 U2f15"'
tey U71f27 f27 Uf27 U2f23"'

Proposizione 2.3.8. Due trasformazioni con lo spettro numerabile di Lebesgue
sono sempre spettralmente isomorfe.

Dimostrazione. Siano T : X —+ X e S : Y — Y le due trasformazioni, con basi
ortonormali rispettivamente date da
fo=1, {Ulfitient nez € g0 =1, {Uggitien+ nez-
A questo punto si definisca W : L?(Y) — L?(X) ponendo
go—fo » Usgi—=Urfi

ed estesa per linearita a tutto L?(Y).
Allora, W oUg = Ur oW e S, T sono spettralmente isomorfe. O

Teorema 2.3.9. Se T ha lo spettro numerabile di Lebesgue allora é strong-
mizing.

Dimostrazione. Per ipotesi esiste una base ortonormale fo = 1, {U" fi}ien+ nez-
Allora

<(UP © Un)f’ﬂla kaq> T> <Unfma 1><1) kaq> Vkvn 6 Z7vm7q 6 N
P oo
Fissati k, ¢ si definisca 4, , := {f € L2 (UPf,U*f,) =, (f, 1)(1,U*f,)}, che &
un sottospazio chiuso di L? e contenente la base { fo, {Unfi}iEN+,nEZ}u quindi
Hq = L.
Ora, fissata f € L? e posto &5 := {g € L?| (UPf,g) —, (f,1)(1,g)}, anch’esso

¢ un sottospazio chiuso di L? contenente la base ortonormale come sopra, quindi
% = L% Dunque

Uf,9) —— (£, 1)(1,9)  Vf,gel?

p—0o0

cioe T e strong-mixing. O
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Esempio 2.3.10. Si considerino il (py, ..., pn)-shift (bilatero) e il (¢1, ..., Gm)-
shift (bilatero) nell’ipotesi in cui almeno due tra i numeri p; siano non nulli e
lo stesso valga per g;. Allora questi shifts sono spettralmente isomorfi ma non
necessariamente coniugati (con l'introduzione del concetto di entropia vedremo
che essi non possono essere coniugati).

Si consideri, ad esempio, il caso particolare dello (%, %)—shift T sullo spazio
X = [[*2{~1,1}. Una base di L? ({—1,1}) ¢ data dalla funzione costante 1
e dall’identita id. Inoltre, L?(X) ¢ il prodotto degli spazi L? ({—1,1}) e quindi
una base ortonormale per L?(X) & costituita dalle funzioni da X in C della
forma:

go ({zn}) =1

Gnvomy {Zn}) = Tny ~Tpy - o Ty, YR <o <My

Si noti che (detto U I'operatore associato a T')

U(9ni,...on.) {Zn}) = (Gny,on, 0 T) ({20 }) =
= Tni+1 " - " Lnp+1l = Gng+1,.n0+1 ({In}) ,
cioe
U (gnl,...,nT) =9ni+1,...,n.+1 -
Dunque T ha lo spettro numerabile di Lebesgue e quindi ¢ strong-mixing (e
analogamente si puo verificare per ogni generico (pi,...,pn)-shift). Inoltre,

sempre dai risultati precedenti segue che i due shifts considerati sopra sono
spettralmente isomorfi.
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Capitolo 3

Entropia

3.1 Nozioni preliminari

Definizione 3.1.1. Una partizione di uno spazio di probabilita (X, B, m) é
una collezione di elementi disgiunti di # la cui unione da X.

Se & ¢ una partizione finita di (X, %, m) allora la collezione degli insiemi formati
da unioni di elementi di £ ¢ detta sotto-c-algebra ed ¢ indicata con o7 (§).
Viceversa, se € = {C;| i = 1,...,n} & una sotto-o-algebra (finita) di A, allora
gli insiemi (non vuoti) della forma B1N...N By, dove B; = C; oppure B; = C¥,
sono una partizione finita di X che é indicata con (6.

Dunque vi € una corrispondenza binivoca tra partizioni finite e sotto-o-algebre

(finite).

Definizione 3.1.2. Se £,n sono partizioni finite, allora si dice che n € un
raffinamento di £, indicato con £ < n, se ogni elemento di & é unione di
elementi di n. Si noti che:

§<n <= () CI(n)
dCEC <= {(A) D).
Osservazione 3.1.3.

1. Siano £ = {A44,..., A}, n = {C1, ..., Cx} partizioni di X, e si indichi con
f\/n::{AiﬂCﬂ 1§Z§n,1§j§k‘}
Siano o7, € sotto-c-algebre finite di £ e si indichi con &7V % la piu piccola
sotto-o-algebra di % contenente &7 e €.
Si noti che

(A VE)=E(A)VED)
A(EVn) =)V A (n).

2. Siano T : X — X una trasformazione che preserva la misura, £ =

{Ay, ..., A, } una partizione di X e si definiscano T-"¢ := {T""Ay,....,T""A,,}

eT (o) :={T"Al A€ o/} (con n € N). Sinoti che:

o (I (o)) =T7"E()
o A(T77E) =T "(#(¢)))

43
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o T7M(¢Vn) =
e {<n =
e A CEC = T ()T "(F).

Definizione 3.1.4. Se 2,& sono sotto-o-algebre (non necessariamente finite)
di X allora si definiscono le relazioni:

9CE — VDe2, dEe & :m(DAE)=0

D=8 = 9CE e ECYD.
Si noti che se 9,8 sono finite e 2CE con £(2) = {Dx, ..., Dy, Dpt1, ..., Dy},
dove m(D;) >0 per1 <i<pem(D;)=0perp+1<i<g, allora
&&)={E1,...Ep, Epya, ..., Es}

conm(D; AE;)=0perl<i<pem(E;)=0perp+1<i<s.

3.2 Entropia

Definizione 3.2.1. Sia &7 una sotto-o-algebra finita di B e sia §(f) = {Aq, ..., Ax}
la partizione associata. Si definisce l’entropia di o/ (o di £(</)) come

k
H(o/)=H(E()) == m(A;)logy m(4;).

i=1
(In seguito si adotterd la convenzione che 0 -log, 0 =0)
Osservazione 3.2.2.

1. Se o = {0, X} allora H(«) = 0.

2. Se &(&) = {Ay,..., A} con m(4;) = 1/k Vi, allora

k
H(ol) == =log, k .
i=1

log,

El e
| =

3. H(o/)>0 Ve .
4. Se o/ =€ allora H(</) = H(F).

Definizione 3.2.3. Sia T : X — X trasformazione che preserva la misura e
sia & sotto-o-algebra finita di $B. Si definisce I'entropia di T rispetto a <
come:

n—oo | n n—oo [N

WT, ) = lim {1 H(MVTl,afv...vTWlwﬂ = lim llﬂ(n\_/lTw) ]
1=0

Osservazione 3.2.4.

1. WT, o) >0
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2. Gli elementi di &\, T '«/) = \/,&(T~"</) sono tutti gli insiemi della
forma (; T-1A;, dove &() = {Aq, ..., Ay}

Definizione 3.2.5. Si definisce ’entropia di T come
h(T) = sup {h(T, o) ‘ o C B sotto-a-algebm} .

Osservazione 3.2.6.
1. h(T) > 0 e puo assumere valore 400

2. h(idx) = 0, infatti per ogni o7 sotto-c-algebra finita si ha

1 o
Widx, o) = lim —H(o/ Vidg e/ v ..V id" V) =

n—o0o MN

zlimlH(d\/...\/;zf):hmlH(.szf)zo.

n n n n

Teorema 3.2.7. L’entropia é invariante per coniugio (e quindi per isomorfi-
$Mo).

Dimostrazione. Siano T; : X; — X; con i = 1,2 due trasformazioni che preser-
vano la misura e sia ® : (%o, ma) — (%1, m1) un isomorfismo di algebre di
misura tale che ® o T{l = i—l o®. Sia ah C % sotto-o-algebra finita con
E(eh) = {Ay,..., A} e si scelgano B; € % tali che B; = @(ﬁl) in modo che
n := {Bi,..., B;} sia una partizione di (X1, %;,m1); si ponga & = & (n).
Siccome per ogni ¢; € {1,...,r}

@(nﬂl Ty A,) = <1>(nﬂ1 Ty4,) = nﬁl Ty id(A,,) = nﬁl B, ,
i=0 i=0 i=0 i=0

allora

w( 178, =m( 754,
i=0 i=0

Quindi
n—1 n—1
H( \V Tl_iszfl) = H( \/ T;i%) ,
=0 =0

da cui segue che h(Ty, ) = h(Ts, o4), il che implica h(T1) > h(T3).
Con un ragionamento simmetrico, si deduce la disuguaglianza opposta e quindi
si ottiene la tesi h(Ty) = h(T2). O

Corollario 3.2.8. Se & = {44, ..., Ax} ¢é una partizione, allora H(§) < log, k.

Dimostrazione. Presi a; = 1/k e ; = m(4;) con i = 1,...,k si ottiene la tesi
sfruttando la convessita della funzione ¢ : [0,400) — R definita da

¢($):{0, sex =0

xlogox , sex >0.
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In accordo col concetto “fisico-statistico” dell’entropia, dal corollario prece-
dente e dall’osservazione 3.2.2 si ottiene che ’entropia &€ massima nel caso in cui
si abbia una partizione con insiemi di eguale misura. Ovvero, in una situazione
in cui le diverse “configurazioni possibili” sono tutte equiprobabili e quindi, in
definitiva, c’e difficolta nel cercare di stabilire delle configurazioni piu probabili
di un sistema.

3.3 Entropia condizionale

Definizione 3.3.1. Siano &7 ,€¢ C AB sotto-o-algebre finite con £() = {Aq, ..., Ar}
e &(¢) ={Ch,...,Cp}. Si definisce 'entropia di o/ data € come:

p k . . m(A; j
H( €)== lm(cj) > [m(,;‘;gf“ log, (nfzgfj)]
i=1 J !

j=1
m(Az n C])
=— A;NCj)l 7} )
2 [mainGon =)
dove si intendono omessi i termini per cui m(C;) = 0.

Dalla definizione di entropia condizionale segue che per calcolare H (<7 |€) si
considera ogni C; come spazio di misura con la misura normalizzata m(-) /m(C})
e poi si calcola l'entropia della partizione di C; indotta da £(<7) ed infine si
pondera il tutto con m(Cj).

Osservazione 3.3.2.
1. Se A = {0, X} allora H(|.AN) = H().
2. H(«|¥) > 0.
3. Se & = @ allora H(A|€) = H(P|F).
4. Se € = 2 allora H(|6) = H(|P).
Proposizione 3.3.3. Siano o7,€,2 C A sotto-o-algebre finite. Allora:
1. HANVEC|2)=H(A\PD)+ H(C|A NV D).
. HWNVE)=H(A)+ H(E|).

. H() > H(|9).
. H(o/ VE|2) < H(|2) + H(E|2).
. H(o/V€) < H() + H(E).

© N DY L ™ W e
X
n o
N
g
]
)

. Se T preserva la misura, allora:

HT '\ T ') =H(A|¢) , HT 'o)=H().
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Dimostrazione. Siano (&) = {A;} , £(€) = {C;} e &(2) = {Dy}. Si puo
supporre, senza perdita di generalita, che tutti questi insiemi abbiano misura
positiva (poiché se fosse, ad esempio, m(4;) = 0 per r + 1 < i < k allora si
potrebbe sostituire £(7) con {A1, ..., Ar_1, A U...U A}).

1. Innanzitutto

m(Ai N Cj n Dk)
m(Dy,) 7

H(o/ NV E|2) ==Y _ m(AiNC;NDy)log,
i7.k
ma siccome

m(AZ N Cj N Dk) . ’rTL(A2 N Cj n Dk) m(AZ N Dk)
m(Dy) m(A; N Dy) m(Dy)

eccetto quando m(A; N Dy) = 0, ma in tal caso il membro sinistro ¢ nullo
e non @ considerato in H(&/ V €|2), allora da cid segue la tesi:

A;ND
H(JZ%\/%L@) =— Zm(AZ ﬂCj ﬂDk)IOg W—
m(A; 0 C; A Dy)
m(AiﬁDk)

44,k
- Z m(Al n Cj n Dk) log
04,k
=— Z m(A; N D) log
i4.k

= H(|2) + H(E|A V D).

7’71(14z n Dk)

Dy T H @S V) =

[\V]

. Segue dalla (1) prendendo Z = {0, X} e dall’osservazione precedente.

3. Segue dalla (1): H(¥|2) = HA V€|2) = H(A|2)+ H(E|o V D) >

4. Segue dalla precedente, prendendo 2 = {0, X }.

5. Fissati 4,5 e posto ap = %, T = %, per la convessita
; .

della funzione definita su [0, +00)

¢(x) := xlog T - X(0,400)(T)

si ha:

¢<Z m(DkﬂCj)m(AiﬂDk)> Szm(DkﬂCj)¢<m(AiﬁDk)) |

m(Cj) m(Dy,) m(Cj) m(Dy,)

k k

ma siccome per ipotesi € C 2, allora il primo membro & uguale a

m(Az ﬂCj) . m(Az ij) m(Az ﬂOj)
o) = e e e
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allora moltiplicando per m(C;) e sommando sugli 4, j si ottiene:

E m(A; N C;)log ————2= <
- ’ m(Cj)
Z TTL(Az N Dk) TTL(Az N Dk)
=2, mbenty) m(Dy) og m(Dy)
1,9,k

B m m(AiﬁDk) o m(AiﬁDk)
—;; (Dk) m(Dr) log m(Dy)

ovvero —H (o |€¢) < —H(|2), quindi H(|2) < H(H|F).
Segue dalla precedente prendendo 4 = {(), X }.

Segue dalla (1) e dalla (5).

Segue dalla precedente prendendo 7 = {), X }.

© o N o

Segue dalla definizione, dato che T preserva la misura.

O

Lemma 3.3.4. Se {a,} C R ¢ una successione che soddisfa a, > 0 € apim >
ap + y, allora esiste lim 2= e coincide con inf &=

Dimostrazione. Fissato m > 0, per ogni j > 0 si consideri j = km + n dove
0 <n < m. Allora vale:

aj  OGnikm < an Akm < Qn k-ap an Am

i n+km~ km  km ~ km km km  m

Ma siccome se j — oo allora anche k — oo, si ottiene che

. a; _a . a; . .a
limsup <% < == ¢ dunque limsup - < inf =,
j Ji m j j m m

Ma siccome inf a,, /m < liminf a;/j allora esiste

lim a—_j e coincide con inf a—]
J ] J ]
O
Corollario 3.3.5. Se & C A allora esiste sempre
1 n—1
lim —H (\/ TW) = (T, ) .
n—oo N i~
Dimostrazione. Basta prendere a, := H (\/?:_01 T lof ) e mostrare che si puo

applicare il lemma precedente, ed infatti (usando le proprieta mostrate sopra):

n+m—1 n—1 ntm—1
Ontm =H< \/ T‘%zf) <H <\/ T_l;%) +H< \/ T‘%af) _

=0 =0

m—1
:an—l—H(\/ T_1JZ%> =a, + am.

=0
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3.4 Alcune proprieta di h(T,o/) e di h(T)

Proposizione 3.4.1. Se &7, % sono sottoalgebre di & e se T & una trasfor-
mazione che preserva la misura, allora valgono:

1. WT, o) < H(s).

2. WT, o V€) < h(T, )+ h(T, ).

3. o €€ = h(T, o) < h(T,%).

4. WT, o) < h(T,€) + H(A|F).

5. Se T & invertibile e m > 1 allora h(T, o) = h(T, Vi Tw).
Dimostrazione.

1. Dalla (8) e (9) della proposizione 3.3.3 segue che:

7{LH(L\_/ T—w> ZH T=ie7) i H(o) = H()
=0 1:0

quindi la tesi si ottiene passando al limite su n.

2. Per le proprieta di H si ha che
n—1
(\/T dv%) (\/Tte%V\/T“K)
i=0
n—1 n—1
<H (\/ T‘Qz%) +H <\/ T‘“ﬁ) .
i=0 i=0

3. Se &/ C ¢ allora per ognin > 1siha \/[_; T '« C\/!_; T~'¢. Quindi
per ottenere la tesi basta usare la (4) della proposizione 3 3 3.

4. Usando la (4) e la (2) della proposizione 3.3.3 si ottiene

n—1 n—1 n—1
H(\/ TW) gH(\/ T v \/ T“ﬁ) =
1=0 =0 =0

n—1 n—1
_H<\/ T‘“€> +H<\/ T | \/ T‘“ﬁ) :
=0 =0 =0

ma per il secondo addendo, usando la (5) e la (9) della proposizione 3.3.3,
si ottiene la disuguaglianza

n—1 n—1 n—1
H(\/T ' ‘i%><ZH T—WK\/T-J'%) <
i=0 i=0 j=0
1

1=

- n (T—W‘T—i%) =n- H(A|E) .

=0
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Dunque si ottiene
H (\/ T—w) <H (\/ T‘“ﬁ) - H(A|E)
e la tesi segue dalla definizione.

5. Usando la (3) e la (9) della proposizione 3.3.3 si ottiene

m k—1 m
h (T,i_\/mTw> = lim E H J\/OT J(i_\/mTw> -
. 1 m+k—1 m+k—1
:hin% (_\/ thf)_hm (_\/Tuzfv \/ TW)

(U ) )
= lim [ <\/T—w>+H<\/T w’mYIT—wﬂ.

Resta da mostrare che
lim 1~H<\/T w‘mv 1T L%) =0,
k—oo k
ma questo, usando la (6) della proposizione 3.3.3, segue dal fatto che
m . m+k—1 1 m .
H (\éTtaf’ \/ 1 uzf) < (\T/n TW) :

O

Proposizione 3.4.2. Se o/ ¢ una sottoalgebra finita di B e se T & una trasfor-
mazione che preserva la misura, allora:
42%) |

Dimostrazione. Innanzitutto, il limite esite perché la successione considerata e
debolmente decrescente (dalla (5) della proposizione 3.3.3). Per terminare la
dimostrazione, si dimostra per induzione su n > 2 che (usando anche la (2) e la
(9) della proposizione 3.3.3):

w) .

H (n\_/1 TW) = H()+ ni H <;z{
i=0 j=1 =

Infine, dividendo per n e passando al limite si ottiene la tesi perché il limite
secondo Cesaro di una successione convergente coincide col limite ordinario. [

WT, o) = lim H (@7

n— oo

Proposizione 3.4.3. Valgono le proprieta sequenti per h(T):
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1. Per ognim € N, h(T™) =m - h(T).
2. Se T ¢ invertibile allora, per ogni m € Z, h(T™) = |m| - h(T).
Dimostrazione.
1. Innanzitutto si mostra che
m—1 )
h <Tm, \/ T—w> =m-h(T, ) .
i=0

Questo segue dal fatto che
m—1
— mj —i —
klgilok H \/T (\_/OT %)

km—1
fhm— H< \/ T%af) =m-h(T,o) .

Inoltre, indicando con &/ una generica sotto-o-algebra finita

m—1
m-h(T)=m- suph(T ;2/)—5uph<Tm \/ T l%)
i=0
<suph(T™,€)=h(T™) .
%

Per ottenere la tesi resta da mostrare la disuguaglianza opposta, ed infatti

m—1
hT™, o) < h (Tm, \V T‘Qz%) =m-h(T, o).

=0

2. Per ottenere la tesi, basta dimostrare che h(T~1) = h(T); quindi, in defini-
tiva, basta dimostrare che per ogni & finita vale h(T~!, o) = h(T, o).
Ed infatti (per la (9) della proposizione 3.3.3)

(\/TZ ) (T (n= 1)1\/0TZ ) H j\/:Tj,caf

O

Lemma 3.4.4. Sia (X, %, m) uno spazio di probabilitd e sia By un’algebra tale
che la o-algebra generata da By soddisfi o0(HBy) = B. Se € ¢ una sottoalgebra
finita di B, allora per ogni € > 0 esiste un’algebra finita 2 C Ay tale che

H(9|¢)+H(¥|2)<e
Dimostrazione. Si veda [1]. O

Corollario 3.4.5. Se {,}, & una successione crescente di algebre finite e se
€C(V,, %), allora
lim H (€| ,) =
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Dimostrazione. Posto By = U, @m, allora questa ¢ un’algebra e verifica che

¢ Co(PBy). Ma allora dal lemma precedente segue che per ogni € > 0 esiste
un’algebra finita 2. C %, tale che H(%|Z:) < e. Ma siccome Z. ¢ finita, allora
per un opportuno mg € N deve valere che 7, C 7, e quindi

Ym > myg H(C\|y) < H(C|%m,) < H(C|9:) < e,
da cui segue la tesi. O
Il seguente teorema risulta molto utile per il calcolo dell’entropia.

Teorema 3.4.6 (Kolmogorov-Sinai).
Sia T : (X, %, m) — (X, %, m) una trasformazione invertibile che preserva la
misura e sia &/ una sottoalgebra finita di A tale che (VnGZ T”,ng) = %. Allora

h(T) = W(T, o) .

Dimostrazione. Siccome per definizione h(T) = sup h(T, 2), dove I'estremo su-
periore e fatto al variare delle sottoalgebre finite 2 C £, allora per ottenere la
tesi basta dimostrare che data una qualsiasi sottoalgebra finita % di £ si ha che

WT,€) < h(T, o) .
Ma infatti per le proprieta di h(T,-) si ha che

T, %)< h (T, \7 TW) +H (%

i=—m

\7 TW) =

{7 TW)

i=—m

— (T, o)+ H (%

A questo punto la disuguaglianza voluta si ottiene ponendo <7, = \/"', T'o e
applicando il corollario precedente, da cui si ottiene che

H(€| ) —— 0 .

m——+oo
O

Proposizione 3.4.7. Se T : X — X ¢ una trasformazione che preserva la
misura (non necessariamente invertibile) e se of ¢é un’algebra finita contenuta

i A tale che ) - = A, allora = , o).
B tale ch (\/ZZOTW> B, allora h(T) = h(T, o)

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ analoga a quella del teorema precedente;
basta sostituire \/" ;' T~".e7 al posto di \/™, T "</ e usare la formula

h(T,o/)=h <TWV TW)
=0

che si dimostra in modo analogo alla (5) della proposizione 3.4.1. O

Alcuni risultati che risultano molto utili per il calcolo dell’entropia sono i
seguenti.
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Proposizione 3.4.8.
1. Se T ¢ invertibile e (vizo T‘ﬁef) = % per qualche o/ finita, allora
h(T) =0.

2. Se By é un’algebra tale che o(%By) = A allora indicando con &/ una
generica sotto-o-algebra finita di By

hT) = S;l{p WT, o) .

3. Sia {<,}n una successione crescente di sottoalgebre finite di B tali che
(V,, “n) = AB. Allora: h(T) = lim, h(T, <,,).

4. Se Ty : (X;, Bi,mi) — (Xi, Bi,m;) per i = 1,2, allora vale la relazione:
h(Tl X T2) = h(Tl) -+ h(TQ)

Dimostrazione.

1. Per la proposizione precedente e per la proposizione 3.4.2 si ha
\/T‘Qz/) .

i=1

Ma siccome (\/i>1 T’%af) =T~ 1% = % alloraposto 7, := (\/|_, T ')

si puo applicare a tale successione il corollario 3.4.5 e si ottiene che
H(d|aty,) — 0 e quindi h(T) = 0.

W(T) = W(T, /) = lim H <4zi

2. Fissato € > 0 e data ¥ C &, per il lemma 3.4.4 esiste un’algebra finita
PD. C Py tale che H(¥|Z.) < e. Inoltre, per la (4) della proposizione
3.4.1 si ha che

WT,€) < W(T, 2.) + H(€|2.) < h(T,2.) + ¢ .

Quindi
WMT,¢)< sup h(T,2)+e¢ e infine: h(T) < sup h(T,2) .
_@g‘%g Qgggo
2 finita 2 finita

La disuguaglianza opposta ¢ ovvia per la definizione di h(T).

3. Innanzitutto, il limite esiste perché h(T, .o%,) & una successione crescente;
inoltre Ay := J,,>, #, ¢ un’algebra e vale che o(%,) = 4. Per quanto
dimostrato al punto precedente, si ha che

hT)= sup h(T,¥) .
€CBo
€ finita

A questo punto, se ¥ C % e finita, allora esiste un opportuno ng per cui
€ C oy, e quindi (T, €) < h(T, %, ), da cui segue

h(T) < lim h(T, <) , e la tesi: hT)= lim h(T,,) .

n—oo n—00
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4. Se of; C P, (con i = 1,2) sono finite, allora anche & x % & un’algebra
finita e la partizione associata

E(h x h) = {A1 x Ay | A; € ()}

Ora, si consideri 'algebra 7 formata dalle unioni finite di rettangoli mi-
surabili; per definizione di o-algebra prodotto si ha o(7) = $B; X Hs.
Inoltre, dal punto (2) precedente segue che

h(Tl X Tg) = sup h(Tl X TQ,%) .
€CT finita

Se € C 7 ¢ finita, allora esistono delle opportune algebre finite @) C %
e oy C P tali che € C o X /5, quindi:

h(Tl X TQ) = sup h(Tl X T27=,Q{1 X 52{2) .
o) C B, > C B
oy ,905 finite

A questo punto, un rapido conto mostra che

H <n\/1(T1 x Tp) (et x %)> _ g ((’L\/l Tl_ig/1> ) <n\/1 T{i%>>

1=0 =0 =0

_Z [(m1 x ma)(Ck x Dj) -log(my x ma)(C x Dj):| -

n—1 n—1
H (\/ Tﬁ%l) +H (\/ Tﬂaé) ,

i=0 =0

dove i Cy, D; sono rispettivamente elementi di £ (\/;:01 T, i,fz%h)
per h = 1,2. Dunque h(Ty x Ty, 4 X afs) = h(Ty, 91) + h(Ts, 9%) da cui
segue la tesi: h(Ty x Tz) = h(Th) + h(Ts).

O

3.5 Calcolo dell’entropia

Con i risultati ottenuti nella sezione precedente, possiamo procedere al calcolo
effettivo dell’entropia in vari casi significativi.

Esempio 3.5.1. L’entropia dell’identita id : (X, %, m) — (X, %, m) & sempre
nulla, perché h(id, &) = lim,, L H(#/) = 0.

Inoltre, se per qualche p € Nt si ha TP = id allora 0 = h(T?) = p- h(T), da cui
h(T)=0.

Esempio 3.5.2. Se T': S' — S! ¢ la rotazione T'(z) = az, con a € C, allora T
ha entropia nulla. (In effetti, si pud dimostrare che tale risultato vale in generale
per ogni rotazione di un gruppo topologico compatto, abeliano e metrico). Ci
sono due casi:

e Se a ¢ una radice dell’unitd, allora per un opportuno p € N* si ha a? =1
e quindi T?(z) = aPz = z, cioe T = id. Quindi per ’esempio precedente
h(T) = 0.
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e Se a non ¢ una radice dell’'unitd, allora {a"|n € Z} ¢ denso in S* e anche
{a"|n < 0} lo &. A questo punto, si prendano i due semicerchi:

A =8'n{zeCl¥(2) >0 U{l}, Ay =S'N{z € C|3(z) <0}U{-1}.

e si definisca la partizione £ = {A;, Ao}. Allora per n > 0 si ha che
T"¢ = {T ™A, T ™Ay} consiste dei semicerchi che “iniziano” in a™"
oppure in —a~"™. Ma siccome {a"|n > 0} & denso, allora ogni semicer-
chio deve appartenere a \/, -, 7 "</(£). Dunque, ogni arco di S ap-
partiene a \/, ., T "< (§), ciot quest’ultima coincide con la o-algebra 2

dei boreliani di S*. Ma allora per la (1) della proposizione 3.4.8 si ha
h(T) = 0.

Esempio 3.5.3. 1l (py, ..., pg)-shift T ha entropia h(T) = — Zlepi -log p;.

In particolare, gli shift con vettori dei “pesi” dati da ( %, %) (%, %, %) hanno
entropia rispettivamente data da log2 e da log3 e non possono essere trasfor-

magzioni coniugate.

Dimostrazione. (Nel caso di shift unilatero la dimostrazione ¢ analoga). Sia
X = th{l,...,k} e per i = 1,...,k si definisca A; = {{xn} € X‘xo = z}

Infine, si ponga £ = {A1, ..., Ax} e & = &/ (§). A questo punto, per definizione
della o-algebra % su X si ha

VTd:%.

i€

Per il teorema di Kolmogorov-Sinai 3.4.6 si ha
1 n—1 .
hﬂU:Mﬂd%ﬂm_~H<VTld>.
non i=0

Si osservi, ora, che un elemento generico della partizione & (\/::01 T el ) ¢ della

forma
AN T Ay nnT= 704 =
= {{xn} € X‘CUO =10, T1 =11, ..., Tp_1 = inﬂ}
ed ha misura p;, - p;, - ... - pi,,_,. Dunque
n—1 .
H (\/ T_Z;af) = —Z (pl-0 —_— ~pin71) - log (pio . ‘Pinfl) =
i=0
k
=— Z (Pig * - Pin_y) - [l0g Dig + ... +10gpi, .| =
io=...=in_1=1
k

=—n-> (pi-logpi)
=1

quindi si ottiene la tesi dalla definizione di h(T, «7). O
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Abbiamo osservato che nella definizione di entropia non € escluso il caso in
cui essa assuma valore +00, a questo proposito si guardi I’esempio seguente.

Esempio 3.5.4. Sia I = (0,1] dotato della o-algebra dei Boreliani e della
misura di Lebesgue e sia X = Hfz I dotato della misura prodotto sulla o-
algebra prodotto. Se T' & lo shift su X, allora h(T) = +o0.

Per vedere cio, si consideri

1 .
Anﬂ':{{x]—}eX’z<wo<l}, dove n>0,1<i<n
n n

e si definisca una partizione di X come &, = {A,1,..., A, n}. Allora si ha
che m(A,;) = 1/n e con un argomento analogo a quello usato nell’esem-
pio precedente (e usando l'indipendenza di &,,T7'¢,...,T7%¢,) si ottiene che
h(T,&,) = logn. Dunque, per ogni n si ha h(T) > logn, cioé h(T) = +oo.

3.6 [-espansioni

Introduzione

Sia 8 > 1 un numero reale e si consideri la trasformazione T : [0,1) — [0,1)
definita da
Ts(x) := Pz (mod1).

Dato z € [0,1) si puo considerare dy = di(x) := |Bz] e in generale
dp = dp(x) := dl(Tg_lx) =" Tg_lmj .

Dal fatto che
Tgx = B —dy, Tgx = fTgx — da,

segue che
d1 Tgll? d1 d2
r=—+—=—+ =+
g B g B
e quindi si possono definire le cifre della S-espansione di x come sopra d,, =
L/J’Tgflxj (con n > 1) e chiaramente d,, € {0,1, ..., |8]}.
La trasformazione T, definita sopra, genera lo sviluppo in serie

k:l'Bk

dove di, = di(x) = |8 - Tg_lxj, per k > 1. Tale 3-espansione verra indicata da
0.dyds... per sottolineare ’analogia con ’espansione decimale.

Osservazione 3.6.1. Si osservi che nel caso in cui g = 10, allora lo sviluppo
decimale usuale coincide con la 10-espansione. Infatti in tal caso Tipz = 10x
(mod 1) e se x € [0,1) ha uno sviluppo in cifre decimali dato da = = 0.a;as...
allora si ha:

ap = |10-0.a1az...] = [10z] = d1(z)
as = I_lO . O.CLQ...J = LlO . TloxJ = dg(ﬂ?)
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Se si considera la misura di Lebesgue A su [0, 1) allora T non preserva tale
misura se 5 ¢ N.
Infatti, presi a,b € [0,1) tali che 3 — |8] < a < b < 1, allora

7=0
e dunque
Bl-1
. B b—a _ 18], “
ATy (a,b)) = ];) 5 "5 (b—a)

Ma a questo punto, siccome § ¢ N allora |8|/5 < 1 e quindi A(Tgl(a7b)) <
A(a, b).

Un problema naturale allora e il seguente: esiste un’opportuna misura vg per
cui Ty sia vg-invariante e della forma vg(A) = [, gs(x) d\(z), dove gz é una
funzione che soddisfa 0 < gz < co? Si noti che se tale misura v esiste, allora
¢ una misura equivalente a quella di Lebesgue, ovvero v e A hanno gli stessi
insiemi di misura nulla.

Una risposta a tale problema & stata data da A.O.Gelfond nel 1959 e precisa-
mente

vs(A) = /A g5(x) dA(z) |

dove gg e una funzione A-misurabile che verifica

1 1
1—B§9ﬂ($)§ 1_% .
definita da ) )
gs(r) = == > =, xz€[0,1),
F(B) eN:z<T? (1)

con costante di normalizzazione

1
1
F(8) = / O RUCR

0 n€Niz<Tg (1)
Proprieta ergodiche ed entropia

Lemma 3.6.2 (Knopp).
Sia B C [0,1) un insieme Lebesgue-misurabile e sia € una famiglia di sotto-
intervalli di [0,1) tale che:

1. ogni sotto-intervallo aperto di [0,1) é unione al pit numerabile di elementi
disgiunti di € ;

2. esiste v > 0 tale che per ogni A € € si ha che A(AN B) > yA(A).
Allora A\(B) = 1.

Dimostrazione. Si veda [3]. O
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Definizione 3.6.3. L’insieme definito da
A (i, eenyin) = {z € [0,1)|d1(x) = i1, ..., dn(x) =1in},

dove x = 21?;1 d’“ﬁ—(,f) e la B-espansione di x, e detto intervallo fondamentale
(o cilindro) di ordine n. Un tale A (i1,...,0n) & detto intervallo pieno di
ordine n se

AMTE (A (i1, -rin))) =1,

altrimenti é detto non-pieno.

Si pud vedere che ogni intervallo pieno di ordine n ha misura 1/8™. Inoltre,
si noti che gli intervalli non-pieni di ordine n sono esattamente quelli per cui
I'ultima cifra i,, ¢ uguale a 1 e hanno misura uguale a 1/37*1.

Lemma 3.6.4.

1. Daton > 1, si puo ricoprire [0,1) con intervalli pieni disgiunti di ordine
non+1.

2. (Corollario di 1) Ogni intervallo é unione al pit numerabile di intervalli
pLens.

Dimostrazione. Si veda [3]. O

Proposizione 3.6.5. Se 8 > 1, allora la mappa Ta(x) = Bx (mod 1) é ergo-
dica.

Dimostrazione. Sia B C [0,1) un insieme A-misurabile e Tg-invariante con
misura positiva, allora & sufficiente dimostrare che A\(B) = 1. Sia € la famiglia
di tutti gli intervalli pieni, allora essa verifica 'ipotesi (1) del lemma di Knopp
3.6.2. Ora, sia F € %€ un intervallo pieno di ordine n, allora per ogni insieme
Lebesgue-misurabile C si ha A (T~"BC N E) = 7"A(C) e quindi

MBNE) AT ™BBNE) B "A(B)
N R R e e

da cui segue che per ogni intervallo pieno F di ordine n vale A\(BNE) = A(B)A(E).
Infine, applicando il lemma di Knopp con v = A(B) si ottiene che A(B) = 1. O

Proposizione 3.6.6. Per ogni 8 > 1, h(T) = log 3.

Dimostrazione. Si veda [3]. O
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