Equivalenza “destra-sinistra”
dmV =n, dmW = m.
Definiamo la relazione su Hom(V, W):

g ~ps [ se esite (h,k) € GL(V) x GL(W) tale
che

g=kofoh

Verifichiamo che & una relazione di equivalenza:
f=1Idy o foidy

g=kofohallora f=klogoh?
g=kofoh, c=k'ogoh/, allora

c=(k'ok)ofo(hoh)



In effetti, stiamo considerando GL(V)xGL(W)
come un gruppo di trasformazioni di Hom(V, V),
identificando (h, k) con la trasformazione

Thi - HOm(V, W) — Hom(V, W), f — ko foh

e, quindi, la relazione di equivalenza associata.



Versione matriciale
A,Be M(m,n,K),

B ~pg Aseesiste (P,Q) € GL(n,K)xGL(m,K)
tale che

B = QAP



Caratterizzazioni equivalenti della DS- equiv-
alenza

f,g € Hom(V,W). I seguenti fatti sono tra loro
equivalenti:

(1) g ~ps f

(2) Per ogni coppia di basi B, D di V e W
rispettivamente, M5(g) ~ps MB(f).

(3) Esiste una coppia di basi B, D di' V e W
rispettivamente, M5(g) ~ps MB(f).

(4) Esistono due coppie di basi B, D e B, D'
di'V e W rispettivamente, tali che

ME(g) = ME (£).



(1) = (2): g=ko foh, allora

ME(g) = Mp(K)ME(f)ME (h).

(2) = (3): Ovvio.

(3) = (1): MB(9) = QME(f)P;

allora esistono unici h € GL(V), k € GL(W)
tali che ME(h) = P, M5(k) = Q. Ne segue
che g =ko foh.

(3) = (4): MB(g9) = QME(f)P;

esistono uniche basi B’ di V e D’ di W tali che
/
P = ME1dy), Q = M5 (Idy). Quindi

MB(g) = ME(f).
(4) = (3): MB(9) = MB/(f); allora

ME(g) = ME,(Idy)ME(F)ME (1dy).



Un invariante.

dimIm(x) é invariante per la DS-equivalenza,
cioé se g ~pg f, allora dimIm(g) = dimIm(f).

Dim. g =ko foh,
Im(f) =Im(foh) perché h & un isomorfismo.

Im(g) = kAM(f))

dimIm(f) = dimk(Im(f)) perché k£ & un iso-
morfismo.



Nel caso matriciale, data A € M(m,n, K),
X — AX,

la dimensione dell'immagine di A € chiamata il
rango di A.

rankA = dimspan{Al ... A"}

perché le colonne di A generano I'immagine di
A.

Quindi se B ~pg A, allora rankA = rankB.



dimIm(x) & un invariante completo per la DS-
equivalenza. Cioé

g~pg [ se e solo se dimIm(g) = dimIm(f)
Equivalentemente e in termini matriciali:
data la funzione rango

rank : M (m,n,K) — N, allora

B ~pg A se e solo se B ~5hk A.



Dim. Siar =dimIm(f) < m. Ripercorriamo la
dimostrazione della formula sulle dimensioni.

B ={v1,...,vr,21,...2} base di V tale che gli
z; formano una base di ker(f).

D ={f(v1),... f(vr),wq,...,w} basedi W, dove
i primi r vettori sono una base di Im(f) poi
completata ad una base di W. Allora la ma-
trice

ME(f) = (ﬁ 8)

€ una matrice m x n a blocchi, la cui forma
particolare dipende solo dalla dimensione r dell’
immagine di f che determina la taglia r x r del
blocco “matrice identita’ .



Se g ha la stessa dimensione dell'immagine,
e rappresentata dalla stessa matrice in forma
normale rispetto ad opportune basi B, D'. Ap-
plicando (1) <= (4) della proposizione sulle
diverse caratterizzazioni della DS-equivalenza,
si conclude che g ~pg f.

10



In termini di matrici,
se rankA = r, allora esiste

(P,Q) € GL(n,K) x GL(m,K) tale che

I, 0
QAP = <o o)
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Proposizione. Per ogni matrice m x n A,
rank(A) = rank(A?)

Dim.

Proprieta della trasposta:

(MN)t = NtM?;

se M quadrata & invertibile, allora anche M? &
invertibile e (MY)~1 = (M~ 1)t

1. o\’
0 0

e la matrice in “forma normale” nxm di rango
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Sappiamo che
__(I» O
o= (5 9
(QAP)! = PlAlQt = [T 2
O 0
uindi Al ~ Iy 0 t
d DS{g o

rank(A!) = r = rank(A)

per l'invarianza del rango.

>t
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