Strutture algebriche - qualche definizione

Dato un insieme non vuoto X, un’'operazione
su X e una applicazione x: X x X — X.

(X,*) € un gruppo se l'operazione é:
associativa
Per ogni a,b,c€ X, ax(bxc) = (a*xb) *xc

ammette un (necessariamente unico) elemento
neutro u, cioe tale che, per ogni z € X,

UXT =T *xU = T,

per ogni x € X esiste un (necessariamente
unico) inverso y, cioeé tale che

TxY =1Y*xT = U.



Ad esempio (Z,+), (Q,+), (Z/mZ,+), (S(X),0)
SONO gruppi.

Se |I'operazione € anche commutativa,
axb=0>bxa, per ogni a,b € X

allora si dice che si tratta di un gruppo com-
mutativo o, equivalentemente, abeliano.

Se X ha almeno tre elementi distinti, allora
(5(X),0) non & abeliano. (N,4+) e (Z*,-) non
SONO gruppi.



Genericamente per una operazione si usa la no-
tazione moltiplicativa, z «xy = zy, u = 1, z—1
per indicare l'inverso di . Facendo questo
si sottintende che pud non essere commuta-
tiva. Se é commutativa e vogliamo sottolin-
eare questo fatto, si usa la notazione additiva,
rxy=x—+vy, u=0, —x per l'inverso.



Consideriamo un insieme munito di due op-
erazioni (A,+,:). E un anello se valgono le
seguenti proprieta:

(A,+) € un gruppo abeliano;

(A, -) € associativa ed ammette I'elemento neu-
tro 1 # 0;

Per ogni z,y,z € A,

x(y+z2)=a2y+ 2z, (y+ 2)r = yxr + zx.

Se il prodotto € anche commutativo, allora si
tratta di un anello commutativo.

Ad esempio

(Z,+,-), (Z/mZ,~+,-), (Q,+,-), (R, +,")

sono anelli commutativi. Vedremo poi impor-
tanti esempi di anelli non commutativi.



Per ogni anello A, poniamo
A':={ac A;FbE Ajba =ab=1}

A’ munito della restrizione del prodotto & il
gruppo degli elementi invertibili di A.

Oss: 0 non pud essere invertibile: per ogni
xr€ A Oxr=(0+0)r =0x 4 Ox, Ox =0 # 1.

“Non si puo dividere per 0.”

7/ = {+1}, Q' = Q* = Q\ {0}.



Un anello commutativo A € un campo se

A/:A*

Z non € un campo; Z/m7Z & un campo (finito)
se e solo se m e primo; Q, R sono campi.



Per ogni campo K, abbiamo associato |I'anello
commutativo dei polinomi in una indeter-
minata a coefficienti in K, indicato con KJ¢].

Ogni polinomio & della forma
p(t) = ag + a1t + - - - + axth

per qualche k € N, a; € K, ap # 0;
k := grado(p(t)).

K si include in K[t] come il sottoanello dei poli-
nomi di grado O.

Su KJt] vale una versione della divisione con il
resto:

Per ogni p(t),a(t) € KJt], a(t) %= 0, esistono
unici q(t) e r(t) tali che

p(t) = a(t)q(t) + r(t)
0 < grado(r(t)) < grado(a(t))



La costruzione di Q@ a partire da Z puO essere
ripetuta parola per parola partendo dall'anello
K|[t] e produce il campo delle funzioni razion-
ali in una indeterminata a coefficienti in K,

indicato con K(%).



La costruzione di Z/mZ come anello quoziente
di Z, puO essere ripetuta parola per parola sos-
tituendo Z con KJt], m con m(t) #= 0 € KJ¢],
mZ con m(t)K][t]. La costruzione produce I’
anello quoziente KJt]/(m(t)).

Come per Z, abbiamo la funzione “resto per la
divisione per m(t)"

r: K[t] — {p(t) € K[t]; grado(p(t)) < grado(m(t))}
a(t) ~ b(t) se e solo se r(a(t)) = r(b(t)).

K si identifica con il sottoanello formato dalle
classi dei polinomi di grado uguale a zero. Per
ogni z € K, scriveremo z = [z],,,4).

KJ[t]/(m(t)) € un campo se e solo se m(t) &
irriducibile. In tal caso K[t]/(m(t)) € un campo
che estende K.



Esempio importante.

t2 4+ 1 € R[¢] non ha radici reali e quindi & ir-
riducibile.

C:=R[t]/(t* + 1) & un campo.

Ogni [p(t)] = [a+bt] = a—+b[t], a,b € R in modo
unico.

0=["+1]=[t]*+1,[]° = -1
per cui [t] € C & una radice del polinomio
2+ 1 € C[t]
che quindi & riducibile in C[¢].

(a4 b[t]) + (c +d[t]) = (a+¢) + (b + d)[¢]

(a + b[t])(c + d[t]) = (ac —bd) + (bc + ad)[t]

Se a+b[t] # 0+ 0[t] =0, a? + b2 # 0,

1

(a+b[t) ™ = — (et (=0
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Se z = a + b[t],
zZ:=a—+ (=b)[t] := a — b[t]
2z = a® + b

_ z
21:—_
ZZ

R={zeC,z=7%}

In questo modo abbiamo ottenuto un modello
per il campo dei numeri complessi. Di solito
si pone i := [t], per cui i2 = —1, e si scrive
z = a + 1b.
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Sia X un insieme non vuoto, K un campo. Sia

K* :={f: X 5K}

Possiamo munire in modo naturale KX di una
operazione di somma: per ogni z € X,

(f +9)(z) = f(z) + g(x)

(K-, +) & un gruppo abeliano: lo 0 coincide
con l'applicazione nulla 0(x) = 0 € K per ogni

zeX. (=f)(z)=—f(z)

Consideriamo anche I'applicazione
K x KX S KX (O f) = A\ f
dove per ogni x € X, (Af)(x) = Af(x).
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Elenchiamo altre proprieta di (K, +,-), oltre
il fatto gia osservato che (KX, +) & un gruppo
abeliano.

A+ w)f =X +uf
AMf+g)=Af+Ag
(M) f = A(uf)

1f=/f0f=0
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Astraiamo queste proprieta e diamo la definizione
assiomatica si K-spazio vettoriale.

Dato un campo K, un insieme non vuoto V
ha una struttura di K-spazio vettoriale se ¢
munito di una operazione (V,+) che lo rende
un gruppo abeliano, e di una “operazione”

T KxV =V

tali (V,+,-) soddisfi formalmente tutte le pro-
prieta prima elencate per (K%, +,").

K é anche detto il campo degli scalari dello
Spazio vettoriale.

Esempio di conseguenza degli assiomi:
—1v = —w

O=0v=(1—-1Dv=v+4+ (—1v)
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Esempi.

e Se X = N, KN 2 1o Spazio vettoriale delle
successioni a valori in K:

a = {an € K}nEN

le operazioni si effettuano indice per indice:

a+b={an+ bn}t, Aa= {lan}.

o X :Xm,n: {('L,]) ENXN,'L: 1,...,m,j —
1,...n}. Ogni f € KX pud essere codificata da
una tabella (matrice)

A=A = (af@',j)i:l,,,,m,j:l,...n

con m righe e n colonne, assegnando alla po-
sizione (i,j) intersezione della i-esima riga e
della j-esima colonna, il valore

f(Gi,j) ==a;; € K.
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e operazioni vengono eseguite “posto-per-posto’.

Con queste convenzioni abbiamo definito lo
Spazio vettoriale

M(m,n,K)

delle matrici di taglia (formato) m x n a coef-
ficienti in K. In particolare poniamo

K'= M(n,1,K).
Se m = n le matrici sono quadrate e scriviamo

M(n,K) ;= M(n,n,K).



Se KJ[¢] & I'anello dei polinomi, restringendo il
prodotto definito su KJ[¢] x K[t] sul sottoinsieme
K x K[t] otteniamo una struttura di K-spazio
vettoriale.
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Applicazioni lineari.

Se V e W sono K-spazi vettoriali, f:V - W e
lineare (equivalentemente, un omomorfismo di
K-spazi vettoriali) se per ogni v,v' e V, A € K

flo+") = f(v) + f(v)

fQw) = Af(v).
Hom(V,W) :={f:V = W, f lineare}
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Esempi.
fK[t] - KN

flapgtaqt+. .. aktk) = (ag, a1, ..

e lineare e iniettiva.
L' applicazione trasposta
M(m,n,K) - M(n,m, K)

t ,t —
A—)A,ai = Qj 4

'7a’k70707o7”’7)

e lineare e bigettiva; coincide con l|la sua in-

versa: (AH) = A.
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Quando K = R, lo spazio R" (R?, R3, ...) &
Il supporto analitico della geometria ordinaria.
Per esempio la somma su R2,

(a,0)' + (¢, ) = (a+ ¢, b+ d)?

esprime la regola del parallelogramma per la
somma delle forze applicate in un punto.

X = (a,b)t € R?, a2 4+ b2 = d(0, X)? (teorema
di Pitagora).
Per ogni 6 € R,

rg 1 R2 = R? ry((a,b)?) =

(cos(8)a + sin(8)b, —sin(08)a + cos(0)b)!

e lineare e rappresenta analiticamente la ro-
tazione di angolo 6.
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Torniamo al campo C dei numeri complessi che
estende R. Come insieme C pu0O essere identi-
ficato con R2:

a4+ ib < (a,b)’.

Le operazioni di campo (C,+,-) estendono le
operazioni della struttura di R-spazio vettoriale
(R2,+,.). Precisamente il prodotto

- CxC—C,

estende

iR x R? — R?

dove consideriamo R x R2 ¢ C x C.

Grazie a queste identificazioni, la rotazione
rg : R2 — R?

puod essere espressa nella forma

rg: C — C,rg(2) = €z, e := cos(0) + isin(0)
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Hom(V,W) & munito a sua volta di una strut-
tura naturale di K-spazio vettoriale. Si definis-
cono le operazioni analogamente a quanto fatto
per KX

(f+9)(w) = f(v) +g(v)

(Af)(v) = Af(v)

Si verifica prima che tali operazioni sono ben
definite, cioe che (f+g), (Af) sono lineari. Poi

che tutte le proprieta che definiscono un K-
spazio sono soddisfatte da (Hom(V, W), 4+, ).
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Se f: VW, g.: W — Z sono lineari, allora la
composizione

gof:V — Z e lineare:
g(f(v+v)) = g(f(v) + f(v)) =

g(f(v)) 4+ g(f ("))
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f .V —- W eun isomorfismo di K-spazi se e lin-
eare, € bigettiva e anche |'applicazione inversa
insiemistica f~1 & lineare.

L 'ultima richiesta € una conseguenza delle prime
due.

w = f(v),w = f(), w+w' = flv)+ f() =
flv+")

FFllw+w) =v+o = 1 (w) + F 1)

LLa composizione di isomorfismi & un isomor-
fismo.
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Sottospazi vettoriali.

Dato un K-spazio V = (V,+,:), un sottoin-
sieme W C V & un sottospazio se:

OeWw
W €& chiuso per le operazioni di V:
perogniw,w' e W, Ae K, w+w' e W, \w e W.

Quindi W munito della restrizione delle oper-
azioni di V & a sua volta un K-spazio vettoriale.
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Esempi.

S(n,K) = {A € M(n,K);A = A'} & il sot-
tospazio delle matrici simmetrice. Analoga-
mente A(n,K) = {A = —A'} & il sottospazio
delle matrici anti-simmetriche.

Il sottoinsieme W di KN formato dalle succes-
sioni definitivamente nulle € un sottospazio,
isomorfo a KJ¢].

c: M(m,n,K) — K™ che riordina in una sola
colonna c(A) i coefficienti di ogni matrice A
secondo I’ ordinamento lessicografico degli in-
dici, € un isomorfismo.

Poiché la composizione di isomorfismi € un
isomorfismo, se mn = m/n/, allora gli spazi
M(m,n,K) e M(m/,n',K) sono isomorfi.
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Tralasciando |la questione sottile se la classe
di tutti i K-spazi sia 0 no un insieme, la re-
lazione di ‘“isomorfismo” €& formalmente una
relazione di equivalenza ed e interessante stu-
diarne il quoziente.
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Nucleo e immagine di un’applicazione lin-
eare.

Sia f:V — W lineare.
L' immagine di f &

Im(f) :={weW;Jv eV, f(v) =w}.
Il nucleo di f &

ker(f) := {v e V; f(v) = 0}

Il nucleo é un sottospazio di V, I'immagine é
un sottospazio di W'.

27



Verifiche.

Nucleo: f(0) = f(0+0) = f(0)+ f(0), quindi
f(0) =0, cioe 0 € ker(f);

Se f(v) =0, f(v') =0, allora f(v+v') = f(v)+
F(W)=040=0

Immagine: f(0) =0 € Im(f);

w = f(v),w = f(), allora w+ v = f(v) +
f') = flv+")
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f V. — W lineare, é& iniettiva se e solo se

ker(f) ={0}.

Dim. Se f & iniettiva, se f(v) =0 allora v =0
perché f(0) = 0.

Se ker(f) = {0} e f(v) = f(v"), allora
f) = f(') = flv—-2")=0

quindi v—2v' € ker(f), v—v' = 0, v = v'. Dunque
f e iniettiva.
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f V. — W lineare, Z C V sottospazio, allora
f(Z) e un sottospazio di W.

Infatti la restrizione f|Z : Z — W & lineare,
surgettiva e

f(Z) =1Im(f|2);
ker(f|Z) = ker(f) N Z.

Se f € iniettiva, allora f|Z : Z — f(Z) € un
isomorfismo.

Se T e un sottospazio di W, allora I' immag-

ine inversa f~X(T) = {v € V; f(v) € T} & un
sottospazio di V.
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Data una composizione go f di applicazioni lin-
eari

Im(go f) =1Im(g[Im(f))

ker(go f) = f~1(ker(g) NIm(f))
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Endomorfismi.
End(V) .= Hom(V, V)

e |lo spazio degli endomorfismi di V. Oltre che
alle solite operazioni 4, -, esso € munito dell’
operazione di composizione. In particolare

(End(V),+,0)

e un anello che in generale non € commuta-
tivo. Il suo gruppo degli elementi invertibili
viene indicato con GL(V') e detto il gruppo lin-
eare di V. E un sottogruppo di S(V), cioe &
un gruppo di trasformazioni di V.
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Costruzioni di (sotto) spazi vettoriali.

Dati due K-spazi V e W, l'insieme prodotto
V x W eredita una struttura di K-spazio:

(v,w) + (', W) = (w+,w+w)
A(v,w) = (v, Aw).

Questo si estende al prodotto di una famiglia
arbitraria di K-spazi.

Se f:V — W e lineare, allora il grafico di f
G(f) =A{(v, f(v)) € VxW} & un sottospazio di
V xW.

V - G(f),v — (v, f(v)) & un isomorfismo.
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Dato un K-spazio V e un sottospazio W,

v~ v sev—veWw "

€ una relazione di equivalenza:; le operazioni
passano al quoziente definendo lo spazio quoziente
V/W.

La proiezione 7 :V — V/W & una applicazione
lineare surgettiva.
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Data una famiglia non-vuota arbitraria F di
sottospazi di V, I' intersezione

= NwerW

€ un sottospazio di V.
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Dato un sottoinsieme non-vuoto X di V, sia

F(X)
la famiglia dei sottospazi W di V tali che

X CW.

Tale famiglia non & vuota perché V ¢ F(X).
La corrispondente intersezione viene indicata
con

span(X)

Questo sottospazio appartiene a F(X) ed &
contenuto in ogni W € F(X). Quindi span(X)

e il piu piccolo sottospazio (rispetto all’ordinamento
C) che contenga X. Per questo & detto il sot-
tospazio generato dall’insieme X.
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Sia X C V come sopra. Il supporto di una
applicazione

a. X —>K,x— ay

e l'insieme supp(a) = {z € X;a; # 0}. Se
supp(a) & finito, ha senso considerare

UZZCL:U:UI= Z arr €V
reX xesupp(a)
dove conveniamo che v = 0 se supp(a) = 0. Si
dice che in questo modo il vettore v e espresso
come una combinazione lineare di elementi
di X. Ogni a a supporto finito porta una com-
binazione lineare di elementi di X; al variare di
a, | supporti, benché finiti, possono avere un
numero arbitrariamente grande di elementi.

Poniamo Comb(X) il sottoinsieme di V for-
mato dai vettori che si possono esprimere come
combinazione lineare di elementi di X. Abbi-
amo

Comb(X) = span(X)
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Dimostriamo intanto che Comb(X) € F(X).
x € X, x =1z, quindi X C Comb(X)
Comb(X) & un sottospazio di V:

siax € X # 0, allora 0 =0z € Comb(X);
v=> azx,v =3, al.x,

allora v+ v =3 (az + al)x

supp(a + a’) = supp(a) Usupp(a’) che & finita.

Vediamo ora che per ogni W € F(X),
Comb(X) C W.

Infatti poiché X C W e W e chiuso per le op-
erazioni di V, ogni combinazione lineare di el-
ementi di X appartiene a W.
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Se Wy, Wr sono sottospazi di V, in generale
I"'unione W1 U W>s non & un sottospazio (non &
chiuso per la somma). Poniamo allora

W1+ Ws = span(W1 U W>)

Equivalentemente, € il sottospazio formato dai
vettori v di V che si possono esprimere nella
forma

v=w1—|-w2,wj€Wj
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W1NWs = {0} se e solo se per ogniv € W1+W>
I” espressione della forma v = w1 + wo € unica.

Dim. Se l'intersezione & nulla e
wl—l—wzzw’l—l—w’Q,

allora wy —w) = wh) —wp € W1 NWyp = {0}, da

. o /
Cul wj = wj.

Viceversa, sia ze Wi NWs,, 0O =2 —2=0+40,
da cui per I'unicita della scrittura, z = 0.
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Se WinNnWs = {0}, diciamo che la somma & di-
retta e scriviamo W1 & W-. In tal caso esistono
due proiezioni sugli addendi

pj -V = W pj(wy +wp) = w;

che sono lineari e surgettive.

Dato un sottospazio W, Z & un sottospazio
complementare di W in V, se V. = W ¢ Z.
Attenzione: la proiezione py : V — W dipende
dalla scelta di Z.
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Uno spazio vettoriale V si dice finitamente
generato se esiste X C V finito tale che

V = span(X)

Esempi. M(m,n,K) & finitamente generato.
Possiamo prendere come insieme finito di gen-
eratori I'insieme formato dalle mn matrici

E(i,7) € M(m,n,K)

che hanno coefficiente 1 nel posto (4, j), coeffi-
ciente O in tutti gli altri posti. Per ogni matrice
mXxXn A,

A= (a; ;) =20 ;E(,7)

Nel caso particolare di K"® = M(n,1,K), poni-
amo E(i,1) := E".
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K|[t] non & finitamente generato. Infatti, sup-
poniamo per assurdo che sia generato da un
insieme finito di polinomi {p1,...,pr}. Sia d
il massimo dei gradi dei pj- Ogni polinomio
che sia combinazione lineare di essi ha grado
< d. Quindi per esempio t4t1 non pud essere
ottenuto.

(D/

L'insieme dei monomi {9 ¢!, ... t™, ...}
insieme numerabile che genera K|[t].

un
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Vogliamo esplicitare Hom (K", K™).

Sia f: K" — K™ lineare. Per ogni X € K"
X =(x1,...,2p)t =2x1E1 + -+ 2, E"

F(X) =z1 AL+ + 2 A7 AT = f(ET) € K™
Organizziamo gli A7 nella matrice
A=A;= (AL, .. A") € M(m,n,K)

Allora |'applicazione f e codificata dalla ma-
trice A= Ay

f(X)=AX ::ale1—|-..._|_ann

Viceversa, data A = (AL, ..., A™) € M(m,n,K),
poniamo

f=fa(X) = AX

si verifica che f4 e lineare, Ay, = A, fAf = f.
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In questo modo, almeno come insieme, pPOSSi-
amo dire senza ambiguita che

Hom(K", K™) = M(m,n, K)

Questa identificazione € anche compatibile con
le operazioni della struttura di apazio vettori-
ale.

Ay X =(f+9)(X) =
21(f+ ) (EY) + -+ zn(f + g)(E") =

z1(f(ED+g(ED) +-- +an(f(E™) +g(E™)) =
ApX + AgX
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Quindi lo spazio vettoriale

(Hom(K", K™),+, ) = (M(m,n,K),+,-)
Trattiamo ora la composizione:
f=f4: K" K" g=gp: K" — K*
h=gof=hc.

Come & fatta la matrice C € M(s,n,K)?
C' = h(E") = g(f(E")) = B(AE") = BA’
quindi

C = BA := (BAl, ..., BA"™)
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(End(Kn)7+7 '70) — (M(na K)a_l_) '7*)
dove A x B = AB definito prima.

GL(K") := GL(n,K)

e il gruppo lineare (matriciale) classico formato
dalle matrici A n x n invertibili cioe tali che
esiste (unica) A~1 tale che

AA T =A"1a=1],

Sen>1, GL(n,K) non & commutativo.
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Vari modi di esprimere C = BA.
Ck,j — BkAJ

dove B € la k-esima riga di B, mentre, al

~

solito, AJ & la j-esima colonna di A. A volte
il prodotto di matrici e detto “prodotto righe
per colonne’ .

Se A = (ai,j)izl,,,,,m;jzl,...n

B — (bl{;,z)kzl,,s,z:]-))m

allora

Ck.j = 2.i b ;05 j
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Data f = f, : K" - K" X — AX, allora
ker f4 = ker A & dato dai vettori X € K" tali
che

AX =0 K™

quindi ker A & lo spazio delle soluzioni di un
sistema lineare omogeneo di m equazioni in n
incognite.

Decidere se D € K™, D # 0, appartenga o
no all'limmagine Im(f4) = Im(A), corrisponde
a studiare l'esistenza di soluzioni per il sis-
tema lineare non omogeneo di m equazioni in
n incognite

AX = D.
Im(A) = span{Al,... A"}

il sottospazio di K™ generato dalle colonne di
A.
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