Prodotti scalare 4



Notazione: Dato (V,®) non degenere, W;
sottospazi

Wy LWy L. LW,

indica una somma diretta/ortogonale. Significa
che € una somma diretta ed inoltre se v e w
appartengono ad addendi diversi allora sono or-
togonali, ®(v,w) = 0.



Il teorema spettrale reale pud essere riformu-
lato nel modo seguente

(V,®) reale definito positivo, f = f* endomor-
fismo autoaggiunto. Allora Spec(f) é reale e

V=V>\1L---LVM
Il fatto che due autovettori relativi ad autoval-

ori distinti siano ortogonali si pud dimostrare
direttamente

f(v1) = Mvp, f(v2) = Agwo

AMP(v1,v2) = P(f(v1),v2) = P(v1, f(v2)) =
Ao®(v1,v2), (A1 — A2)P(v1,v2) = 0.



Un’altra dimostrazione che una matrice sim-
metrica reale ammette almeno un autoval-
ore reale

Considero R™ munito di &y,

Ae M(n,R), A=Al fi(X) = AX.

In R™ consideriamo la sfera unitaria

S ={X e R"; Xtha;%-|—-..—|-g;7%: 1}
Consideriamo la funzione

f:S =R, f(v) =vtAv

(qui A & associato al prodotto scalare 4 e
considero la restrizione su S della sua forma
quadratica).



f e continua, S € un ‘compatto’, quindi esiste
su S un punto di massimo v. Voglio mostrare
che v € un autovettore di f,4. Per fare questo
basta dimostrare che posto W = Span{v}, per
ogni w € W, (Av)tw = 0, cioe Av € W. Non
e restrittivo supporre che w € S.



Si consideri il piano Z generato da {v,w} e la
circonferenza SN Z. Questa € parametrizzata
dalla funzione

C:R— S, C(x) =cos(x)v+sin(x)w

C(0) = v, C'(t) = w. Consideriamo la funzione
composta

foC(z) =C(x)tAC(x)

Essa €& derivabile e O € un punto di massimo,
quindi (f o C)'(0) = 0.

Calcolando si ottiene
(foC)(z) =2(AC(2))IC'(z) da cui
2(AC(O)IC'(0) = 2(Av)tw = 0

come voluto.



Alcune (dis)uguaglianze euclidee

V R-spazio munito di ® def > 0 & detto uno
spazio euclideo. Il passaggio alle coordinate
rispetto ad una base ortonormale € una isome-
tria con R™ munito del prodotto euclideo stan-
dard

P;(X,Y) = XY

|v|| := /P(v,v) € la norma di v. Per ogni

scalare ¢, ||cv|| = ||||v]]
d(v, w) := ||v — w|| = d(w,v)

e la distanza dello spazio euclideo.



Pitagora: Se ©(v,w) = 0,
o+ w||? = v][? + |Jw]|?
Parallelogramma: Per ogni v, w,

v+ wl[]* + [Jv — w|[* = 2[[v]]* + 2||w]|?



Disuguaglianza di Schwarz:
[P (v, w)] < |[v]|[|w]]

Dim. E vera se w = 0. Supponiamo ||w|| = 1.
Sia A\w la proiezione ortogonale di v lungo w,
z = v—Aw la proiezione sullo spazio ortogonale
a w. Per Pitagora

|v]|2 = ||2]|2 4+ A2 da cui |A\| < ||v]|| che & la dis-
uguaglianza voluta in questo caso. In generale,
se w #* 0, si normalizza lavorando come prima
usando w/||wl|.



Disuguaglianza triangolare. Fa parte della
verifica che d € una distanza.

v+ w|| < ]| + [|w]]
Dim. Entrambi i termini della disuguaglianza

sono > 0. Quindi possiamo passare ai quadrati.
Verifichiamo che

(v + w,v+w) < (JJv]| + [Jw]])?

Infatti

®(v+w,v +w) = |[v|[* + 2® (v, w) + |Jw]|?
< ||v][2 4 2[v[|[|Jw]] 4 [|w||* =

(ol| + [Jw]])?

come voluto.



Sia W un sottospazio di V. ®|W >0 e V =
W L Wi, Sia {v1,...v;} una base ortogonale
di W. Dato v € V, sia ¢; il coefficiente di
Fourier di v lungo v;. Allora

Y=1¢5Y;

e la proiezione ortogonale di v su W,
z:=wv— Y%_;¢cju; la proiezione su W+.
Per ogni w € W

2] < ||v — wl]|

Dim. [lv —wl|[* =[]z + (v —w — 2)|?
poiché v—-—w—ze W, &(z,v—w—2) =0,
per Pitagora

v —wl[* = |2]|* + [|[v — w — 2]

da cui ||lv — w|| > ||z|| come voluto.
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Disuguaglianza di Bessel. Nella stessa situ-
azione supponiamo di piu che {vq,...v;} sia
una base ortonormale di W. Allora

sy e2 < o2

Dim. 0 < ®(z,z) =

|v]]% — > j2¢iP(v,v;) + 3¢5 = |v]]? — >j C?'
Un'altra dimostrazione: estendiamo {v1,...v}
ad una base B di V. Applicando l'algoritmo di

ortogonalizzazione otteniamo una base ortonor-
male di V che estende quella data di W,

{vl, v o Uk V41 - - ,’Un}.

Allora

Yk 12 <y 2= [jol|2

11



Isom(V,d) Lo spazio euclideo (V,®d) & munito
della distanza d definita prima. Diciamo che
f 'V — V preserva la distanza se per ogni
v,w eV,

d(f(v), f(w)) = d(v,w).

Notiamo che non si richiede che f sia lineare.
Indichiamo com Isom(V,d) I'insieme di queste
applicazioni.

O(d) C Isom(V,d).

Anche le traslazioniry, .V — V, 7p(v) := v4+w
stanno in Isom(V,d): ||[(v +w) — (z + w)|| =
|lv — z||. Se w #* 0, la traslazioni 7, non &
lineare.

f elsom(V,d) se e solo se esiste g € O(P) tale
che f(v) = f(0) + g(v) = 740y 0 g(v).
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Dim. Poniamo g(v) := 7_ygyo f = f(v) — f(0),
g € Isom(V,d) e g(0) = 0. Dimostriamo che
ge Oo(P).

g preserva la norma:.

[lg(v)|| = d(0, g(v)) = d(g(0), g(v)) =

d(0,v) = [[v|

g preserva il prodotto scalare:

d(v,w) = |jv — w|| = d(g(v),g(w)) = ||lg(v) —
g(w)l|

o —w||* = []|[* = 2 (v,w) + ||w]]?
1g(v) — g(w)||* =

1g()|[* = 2®(g(v), g(w)) + |lg(w)]]?
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poiché g preserva la norma, sottraendo si ot-
tiene ®(v,w) = P(g(v), g(w)).

Resta da dimostrare che g é lineare.

Fissiamo una base ortonormale {v1,...,vn} per
®. Poiché g preserva il prodotto scalare, anche
{g(v1),...,9(vn)} € una base ortonormale

g(v = ajvi+---Fanvn) = b1g(vi)=+---+bng(uvn).

Resta da dimostrare che ay = bq,...,an = by.

a; = P(v,v;) = P(g9(v),g(v;)) = b;

come voluto.



Teorema spettrale Hermitiano

V' C-spazio vettoriale. Un prodotto Hermitiano
$ su V €& una applicazione

P :V xV — C tale che
P(v+z,w) = P(v,w) + P(z,w)
d(v,w+ 2) = P(v,w) + (v, 2)
b (v, w) = AP (v, w)

P (v, \w) = P (v, w)

d(v,w) = P(w,v)
Ne segue che per ogni v, ®(v,v) € R.
Caso matriciale

C? »(Z, W)=, (Z, W) =ZtMW, M = M?.
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Lo studio dei prodotti Hermitiani ricalca parola
per parola quello dei prodotti scalare reali.

E definita la segnatura e questa & un invari-
ante completo e abbiamo le stesse forme nor-
mali matriciali, realizzate da basi ortogonali
normalizzate. In particolare ®;(Z, W) = Z'W
e il prodotto Hermitiano definito positivo stan-
dard.

Nel caso definito > 0O le basi ortonormali ven-
gono dette unitarie. Il gruppo ortogonale e
chiamato unitario. Il gruppo unitario matri-
ciale classico e

U(n) = {P € GL(n,C); P~1 = pt}.

Le matrici di cambiamento di base tra basi uni-
tarie appartengono a U(n)

O(n,R) CcU(n)



Andando verso la versione Hermitiana del teo-
rema spettrale, da ora in pol supponiamo
che V sia munito di ¢ Hermitiano definito
positivo

Per ogni f € End(V), I'aggiunto f* & caratter-
izzato dalla proprieta che per ogni v, w,

P (v, f(w)) = P(f*(v),w).

Nel caso di C"* e &, A* = AL,
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Si tratta di caratterizzare gli endomorfismi
f di V che siano diagonalizzabili per mezzo
di qualche base unitaria.

Diciamo che un endomorfismo f € normale se
fof* = f*of (commuta con il suo aggiunto).

Condizione necessaria affinché f sia unitaria-
mente diagonalizzabile &€ che f sia normale.

Dim. Passando in coordinate rispetto ad una
base unitaria diagonalizzante, f € rappresen-
tato da una matrice D diagonale.

D* =Dt =D

ed & chiaro allora che D commuta con D*.

17



Alcune classi di endomorfismi normali:
Autoagdgiunti: f* = f (A = AY).
Anti-autoaggiunti: f* = —f (A = —AY).

Unitari: f* = f~1 (41 = AY).
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Teorema TSH. f é unitariamente diagonaliz-
zabile se e solo se f € normale.

Corollario. (Caratterizzazione spettrale) Sia
f normale, Allora

f é autoaggiunto se e solo se ha spettro reale
(tutti gli autovalori sono reali).

f é anti-autoaggiunto se e solo se ha spettro
immaginario puro.

f €& unitario se e solo se ha spettro unitario
(per ogni autovalore |\| = 1)
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Dimostrazione del corollario: Essendo normale,
e unitariamente diagonalizzabile. In un base
unitaria € rappresentato da una matrice diag-
onale D, D*= D

D =D se e solo se D & reale.

D = —D se e solo se D & immaginaria pura.

DD =1 se e solo se D & unitaria.
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Dimostrzione del TSH:

I punto chiave € mostrare che A € un auto-
valore di f se e solo se A & un autovalore di
f*, e i rispettivi autospazi coincidono. Poiché
(f*)* = f, basta dimostrare solo una delle due
implicazioni. Supponiamo f(v) = Av, v #= 0.
Poiché & & definito positivo, f*(v) = v se e
solo se

S(f*(v) — Av, f*(v) —Av) =0 .

Poiché f e f* commutano, allora V,(f) & f*-
invariante. Quindi f*(v) — Av € V), (f). D’altra
parte, per ogni w € V,(f), abbiamo
S(f*(v),w) = P(v, f(w)) = P(v, \w) =

AP (v, w) = P(Av, w)

da cui ®(f*(v) — M, w) = 0 come volevamo.
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A questo punto, la dimostrazione si conclude
per induzione sulla dimensione, analogamente
alla dimostrazione del caso reale. Si fissa un
autovalore A con autovettore v e si mostra che
le restrizioni a Span{v}+ di ® e di f verificano
le ipotesi del teorema ...
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Operatori normali reali.

Sia V reale munito di & definito positivo. La
nozione di f normale & definita ugualmente e
Si hanno esempi di endomorfismi normali reali
oltre quelli autoaggiunti.

Se consideriamo |la complessificazione Her-
mitiana di ¢

De(X +iY, Z +iW) = (P(X, Z) — d(Y,W)) +
(DY, Z) —P(X,W))

essa risulta definita positiva e una base reale
ortonormale per & & unitaria per ¢. Se f €
normale reale, allora la sua complessificazione
fc € normale.

Versione matriciale: La complessificazione
Hermitiana di &; su R* ¢ &; su C". Se A
e reale,

A% = Al = At = A%,
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L'idea € quella di adattare il meccanismo della
complessificazione, gia usato per la forma di
Jordan reale, per ottenere forme matriciali nor-
mali a meno di cambiamenti di base ortonor-
mali, per gli endomorfismi normali reali, oltre

il caso di quelli autoaggiunti gia coperto da
TSR.
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Sia f normale reale, fc il suo complessificato.

Se tutti gli autovalori sono reali siamo nel caso

autoaggiunto, per ogni autospazio Vi, (f), \(fc)
e il suo complessificato, una base ortonormale

che diagonalizza f € una base unitaria reale di

Ve che diagonalizza f¢.
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Se o € @ sono una coppia di autovalori comp-
lessi non reali, Vo(fe) @ Va(fe) € il complessi-
ficato di kerqgqo(f). Il punto chiave & che se B
e una base unitaria di Vo(fc), allora B & una
base unitaria di Vz(fc) e {B,B} & una base uni-
taria di Vo (fe) @ Va(fc). Br formata dalle parti
reali € immaginarie normalizzate, € una base
ortonormale per kergo(f). La matrice Mgﬁ(f)
é la forma matriciale normale cercata.
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Per esempio, se f & anti-autoaggiunto (in ter-
mini matriciali, A = —A! & antisimmetrica), al-
lora gli autovalori sono tutti immaginari puri,
b, e la forma normale & diagonale a blocchi,
con lungo la diagonale blocchi 2 x2 della forma

(59

in numero uguale alla molteplicita degli auto-
valori.
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Se f € O(®), con autovalori unitari, reali £1,
O non reali ew, allora la forma normale & diag-
onale a blocchi con lungo la diagonale +1, e
dei blocchi 2 x 2 della forma

cos(6) sin(0)
(—sin(@) cos(@))

ancora una volta in numero uguale alla molteplicita
degli autovalori.

In altre parole, V si decompone in somma di-
retta/ortogonale di sottospazi f-invarianti di
dimensione 1 o 2. Su quelli di dimensione 1,
f e l'identita oppure la riflessione x — —x. Su
quelli di dimensione 2, f € geometricamente
una rotazione. La restrizione di f ad ogni
sottospazio della decomposizione si estende su
tutto V ponendola uguale all’identita sugli al-
tri sottospazi. GIli endomorfismi cosi ottenuti
commutano tra loro e f € la composizione di
questi endomorfismi, in un ordine arbitrario.
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In generale, la forma normale ‘ortogonale’ di un
endomorfismo normale reale f € uguale alla sua
forma di Jordan reale in quanto endomorfismo
con complessificato f¢ diagonalizzabile; di piu
essa puoO essere realizzata per mezzo di basi
ortonormali.
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Sul gruppo ortogonale.

K di caratteristica # 2 arbitrario. (V,®) non
degenere, dimV = n, O(®) il gruppo ortogo-
nale.

Dato v € V non isotropo, posto W = Span{v},
V=W.L1LWL Ogniw=>MN+z e W in
modo unico. Poniamo

vV =V, pp(w) = -+ =z

essa e chiamata la riflessione parallela a v.
W+ e il luogo dei punti fissi di py;

p2 =id, py € O(P).

In una base ortonormale adattata alla decom-
posizione in somma diretta/ortogonale, p, &
rappresentata dalla matrice

-1 O
0 In-1
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Le riflessioni generano O(®). Cioe

(1) Ogni f € O(dP), & composizione di un nu-
mero finito di riflessioni:

f=propz0o---0pg.
(2) Esiste una minima costante C(n) € N tale

che ogni f € O(P) pud essere espresso come
composizione di k < C(n) riflessioni.
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Dim. (1) Per ogni riflessione p, id = p2. Quindi
supponiamo f # id.

Per induzione su n =dimV.

Per n =1, v base, f(v) = \v,
d(v,v) = AP (v,v), quindi A = +1.
dimV = n.

Supponiamo esista v non isotropo tale che f(v) =
v. V. =W 1L WL come sopra. Wt e f-
invariante. Allora, per induzione, f|lW & com-
posizione di riflessioni j; per ®|W+. Se W; C
W e il luogo dei punti fissi di p;, allora W; 1=
Span({v} U W) @ il luogo di una riflessione
pj € O(d) e f & composizione di queste pj-

In generale, sia v non isotropo, f(v) # v.
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Supponiamo che w := f(v)—wv sia non isotropo.
Allora pyw(f(v)) = v. Infatti,

f(0) = (F(0) = v)/2 + (f(v) +v)/2

S (v + f(v), f(0) —v) =

(v, f(v)) — (v, v)+

S(f(0), F(v)) = D(f(),v) = O.

Quindi,

pu(f(©)) = —(f(v) —v)/2 + (f () +v)/2 = 0.

Per il caso precedente pyo f € composizione di
riflessioni e quindi anche f = pyopwo f lO €.



Se f(v) — v é isotropo, allora f(v) +v non &
isotropo.

Infatti (indichiamo con ¢ = ¢4 la forma quadrat-
ica associata) se fossero entrambi isotropi,

a(f(v) —v) = q(f () — 20(v, f(v)) + q(v) = O
a(F () +v) = q(F () + 20(v, f(v)) + g(v) = 0

seguirebbe 4qg(v) = 0, mentre g(v) % 0 perché
per ipotesi v € non isotropo. Se w = f(v) + v
€ non isotropo, con calcoli simili a quelli di
prima, abbiamo pu(f(v)) = —v. Cioé

—ido pywo f(v) =wv

quindi —id o py o f &€ composizione di rifles-
sioni. Per concludere basta dimostrare che
—id & composizione di riflessioni. Infatti, se
{vi,...,vn} € una base ortogonale per $, con
rispettive riflessioni Pj = Pu;, allora

—id = p10---0 pn.
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(2) Basta ripercorrere la dimostrazione per in-
duzione. C(1)=1. Supponendo di avere deter-
minato C(n — 1), nel caso peggiore (quello in
Cui interviene —id) otteniamo la stima C(n) <

(n+1)4+C(n-1).
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Osservazioni su C(n)

In generale C(n) > n. Infatti —id non pud es-
sere realizzata con meno di n riflessioni. Infatti
Fix(—id) = {0}, mentre il luogo di punti fissi
della composizione di &k < n riflessioni ha di-
mensione > n — k.

Se ci restringiamo ai prodotti anisotropi, al-
lora C'(n) = n. Nel caso dei prodotti scalare re-
ali definiti positivi questo si puo ottenere anche
usando la forma normale matriciale degli ele-
menti di O(n,R) ottenuta in precedenza. Tutto
e ridotto a dimostrare che una rotazione Ry di
R2 & composizione di due riflessioni (esercizio).

Si pud dimostrare (non & ovvio) che vale sem-
pre C(n) =n.
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Estensione delle isometrie e completamento
non degenere.

(V,®) non degenere come al solito. Due sot-
tospazi W1 W» di V si dicono congruenti se
esiste f € O(®) tale che f(W1) = Who.

Una condizione necessaria affinché siamo con-
gruenti & che (W1, ®|W7) (W5, ®|W>5) siano (as-
trattamente) isometrici (infatti f|W7 € una isome-
tria).

Diremo semplicemente che W71 € W5 sono iso-
metrici, la restrizione di ¢ essendo sottintesa.
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Teorema di estensione delle isometrie as-
tratte

W1 e Wo sono congruenti se e solo se esite una
isometria (astratta) g : W1 — Wo. Infatti, in

tal caso, esiste f € O(®) tale che fiIW1 =g, f
estende g.
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La dimostrazione completa sara piuttosto la-
boriosa. Cominciamo con il caso particolare in
cui ®|W; siano non degenetri.

Estensione delle isometrie nel caso non de-
genere. Per induzione su m = dimW,. Se
m =0, ogni f € O(®P) e tale che f(0) = 0. Sia
dimW; = m. Fissiamo una base ortogonale di
W1, {w1,...,wm}. Poiché Wi & non degenere,
ogni w; € non isotropo. Dato che g € una
iIsometria, le stesse considerazioni valgono per
la base

{’LL]_ — g(wl),---,um — g(wm)} di WQ'

Poniamo Wi = Span{wi,...,wy_1} € W5 =
Span{ui,...,um—_1}-

Possiamo applicare I’ ipotesi induttiva all’ isome-
tria ¢’ := g| : Wi — WJ5. Estendiamo ¢’ per
mezzo di h € O(P).
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Se vale anche che h(wm) = um, allora h es-
tende g e abbiamo finito.

Se invece h(wm) 7 um, ragionando come nella
dimostrazione del Teorema sulle riflessioni che
generano, i vettori h(wm) — um € h(wm) + um
sono tra loro ortogonali € non possono es-
sere entrambi isotropi. Se u = h(wm) — um
& non isotropo, allora py(h(wm)) = um, mMen-
tre py o h|W{ = h|W{ = ¢’. Quindi pyoh & una
estensione voluta di g. Se u = h(wm) + um
€& non isotropo, allora py o h(wm) = —um, € Si
conclude in modo analogo.



Per ricondurre il caso generale a quello non
degenere, studiamo preliminarmente in modo
sistematico come si possa estendere un sot-
tospazio W di V ad un sottospazio non de-
genere.

W Cc W C V si dice una estensione non de-
genere se W & non degenere. Diciamo che
W C W & un completamento non degenere
sSe € una estensione non degenere di dimensione
minima. Poiché W C V & una estensione non
degenere, sicuramente esistono completamenti
non degeneri di WW. Vogliamo capire come sono
fatti.
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Un sottospazio H C V e detto un piano iper-
bolico se dimH = 2, € non degenere € non &
anisotropo.

Ogni piano iperbolico ammette basi iperboliche
cioé tali che ®|H é rappresentato dalla matrice

01
10
Dim. Sia {v,w} una base tale che v sia isotropo.

Poiché & & non degenere, (v, w) = 0. Cer-
chiamo una base iperbolica della forma

{v, zv + yw}.

Imponiamo

d(v, 20 + yw) = yP(v,w) =1, y = P(v,w) 1
d(zv + yw,zv + yw) = 2z + y2P(w,w) = 0O,

= —(1/2)y?d(w,w).
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Se W C V & gia non degenere poniamo
W=Ww.

Altrimenti possiamo scrivere W nella forma
W =U & Rad(W)

Sappiamo che U & non degenere e univoca-
mente determinato a meno di isometria (canon-
ica).

Fissiamo una base ortogonale D di W adattata
alla decomposizione

{ui,...,um,21,-..2;}, dimRad(W) = k.

Estendiamo D ad una base di V, e rappresen-
tiamo la sua base duale per mezzo di b. In
particolare sia dq il vettore che rappresenta zf.
Allora Hqy = Span{z1,d1} € un piano iperbolico

. . O 1
con matrice rappresentativa 1 b
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Possiamo modificare d; ottenendo tq tale che
{z1,t1} sia una base iperbolica di H;y.

Ui =U L Hy € una decomposizione in somma
diretta/ortogonale, U1 & non degenere.

42



Iteriamo la costruzione partendo da
W1 :=U; L Span{zo,..., 2.}

Chiaramente W C Wj. Iterando k-volte otte-
niamo alla fine

WCcULHy L1 H,

che e una estensione non degenere di W. In
effetti € un completamento non degenere, cioe
e di dimensione minima. Infatti se W c W
€ una estensione non degenere, possSiamo im-
plementare la costruzione dentro W ottenendo
una copia di

W:=WcULHy L ---1LH.,CW,

dimW > dimW. Se W & un completamento
allora W = W. Abbiamo cosi ottenuto
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I completamenti non degeneri W di W hanno
dimensione

dimW =dimW 4 dim Rad(WW)
e sono tutti della forma

W=ULH;l- -1 H;.



Possiamo dire di piu.

Unicita a meno di congruenza di W. Siano
UlHy Ll -1 H,

U' LH, L1 H],

due tali completamenti. Essi sono astratta-
mente isometrici, mediante una isometria g tale
che g(U) = U’, g(H;) = H;.. Per il teorema
di estensione gia dimostrato nel caso non de-
genere, possiamo concludere che essi sono con-
gruenti tramite un f € O(®) che estende g.
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Il caso generale del teorema di estensione.
Sia g : W1 — W5 una isometria astratta. Se
W1 = U; L Rad(W4), allora

Wo = g(U1) L g(Rad(W7)) := Uz L Rad(W>s).

Se D1 é una base ortogonale adattata di Wy,
allora D> = g(Dq) lo & di W». Siano Wy e Wo
rispettivi completamenti non degeneri ottenuti
applicando la costruzione a D1 e D>. E allora
chiaro che g pu0O essere intanto estesa ad una
isometria g : W1 — Wo. Applichiamo infine il
teorema di estensione nel caso non degenere a
g, ottenendo f € O(®) che estende g e quindi

g.
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Decomposizioni di Witt.

(V,®d), ® non degenere, come al solito.

L" indice di Witt

w=w(P) =max{dimW,; W CV, &|W = 0}.

w = 0 se e solo se ® e anisotropo. w €& chiara-
mente invariante per isometrie. Si noti che
w(P) = w(—P).

Sia W, dimW = w(®), ¢|W = 0. Allora ogni
suo completamento non degenere € la somma
diretta/ortogonale di w piani iperbolici.

W=H; Ll -1 Hy

poniamo A = W-: allora

V=ALlH; L - L1 Hy,
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dove A €& anisotropo: infatti, se v Z# 0 in A
fosse isotropo, ®|(Span{v} L W) = 0 contro
la definizione di w(P).

Una decomposizione in somma diretta/ortogonale
di V con queste proprieta € detta una decom-
posizione di Witt di (V,®). Abbiamo appena
dimostrato che esistono decomposizioni di Witt
con w = w(P) piani iperbolici.



Unicita della decomposizione di Witt a meno
di congruenza.

Siano
V=A1lH{ L1l ---1 Hy
V:A’J_H’lL--.LHg

due decomposizione di Witt. Allora s = w ed
esse sono congruenti, cioé esiste f € O(P) tale
che f(A) = A!, f(H;) = H}.
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Dim. s < w perché la somma diretta/ortogonale
di s piani iperbolici contiene un sottospazio di

dimensione s su cui & si annulla. Supponiamo

per assurdo che s < w.

Hyl---1HseH, 1l .. 1H!

Sono astrattamente isometrici, quindi sono con-
gruenti mediante un f € O(®). Ma allora

f(ALHS_l_l 1oL Hy) = A,
e questo & impossibile perché A’ @ anisotropo.
Quindi s = w. Lo stesso argomento mostra

infine che le due decomposizioni sono congru-
enti.

48



L’indice e la decomposizione di Witt (che
valgono su un campo K arbitrario, car K #
2) riducono lo studio dei prodotti scalare
non degeneri a meno di isometria al caso
dei prodotti anisotropi. La struttura di
quest’ultimi dipende fortemente dalle pro-
prieta algebriche del campo.

Nel caso di R e di C abbiamo gia caratterizzato
gli anisotropi, quindi possiamo completare la
classificazione usando questi nuovi invarianti.
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Su R i prodotti anisotropi sono quelli definiti
(positivi o0 negativi).

Poniamo o(®) il segno della parte anisotropa
nella decomposizione di Witt. Allora la coppia

(w(®),o(P))

e un invariante completo. In particolare, pos-
siamo esprimere |la segnatura di ¢ per mezzo
di (w(®P),c(P)). Osservando che ogni piano
iperbolica reale ha segnatura (1,1), se, per es-
empio, o(®) > 0, allora

i =dimV —w(P), i = w(P).
Analogamente se o(®P) < 0.

Viceversa, possiamo ricavare segno e indice di
Witt dalla segnatura.

iq—i
i —i ]

w=min{iy,i_}, o=
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Su C ritroviamo che l'unico invariante per i
prodotti non degeneri € la dimensione n dello
spazio. Per0O la teoria di Witt permette di dis-
tinguere in modo intrinseco il caso n pari dal
caso n dispari, nel senso che nella dicompo-
sizione di Witt compaiono solo i piani iper-
boloci oppure una parte anisotropa che sap-
piamo essere necessariamente 1-dimensionale.
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