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CAPITOLO 1

Gruppi e algebre di Lie

I.1. Nozioni fondamentali

Dermizione I.1.1. Un’algebra di LieEI g su un campo k ¢ uno spazio vettoriale
su k su cui ¢ assegnato un prodotto bilineare g X g 3 (X, Y) — [X, Y] € g tale che

() [X,X]=0, VX € g, (antisimmetria),
Q) X, ILZI1+[YI(Z X]1+[Z,[X,Y]]=0, VX,Y,Z e g (identita di Jacobi).

Dermizione 1.1.2. Un gruppo di Lie & un gruppo G su cui ¢ fissata una struttura
di varieta differenziabile per cui I’operazione di gruppo GXG > (a,b) — ab™! € G
sia differenziabile.

Poiché G & localmente connesso, la componente connessa dell’identita G di
G ¢ connessa per archi ed ¢ un sottogruppo normale aperto e chiuso in G.

G & numerabile all’infinito e quindi condizione necessaria e sufficiente af-
finché lo sia anche G & che il quoziente G /G sia al pill numerabile.

Per ogni elemento a di G, le

le traslazioni a sinistra : L, :G>g—ageg,
le traslazioni a destra : R,:G>g—> ga€egG,
gli automorfismi interni : ad(a) :G > g — aga”' € G,

sono diffeomorfismi di G in sé.
A volte scriveremo per semplicita

aX per L, (X) ed Xa per R, (X), se acG, XeXG).

Dermizione 1.1.3. Un campo di vettori X € X(G) si dice invariante a sinistra
se aX = L,.(X) = X, perogni a € G.

Proposizione 1.1.4. I campi di vettori invarianti a sinistra formano una sot-
toalgebra di Lie reale &(G) di X(M). L’applicazione

(1.1.1) T.G > X, - {X, = La.(Xe) |a € G} € L(G)
e un isomorfismo lineare. O

Dermizione 1.1.5. Indichiamo con g, e chiamiamo algebra di Lie di G, lo spa-
zio vettoriale T,G, con la struttura di algebra di Lie reale che rende (I.I.1) un
isomorfismo di algebre di Lie.

1Vedi il Capitolo [XXVIII]
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Nortazione 1.1.6. Denoteremo con X* € £(G) il campo di vettori invariante a
sinistra corrispondente all’elemento X di g.

Proposizione 1.1.7. Il campo X* € L(G) genera un gruppo a un parametro
ox(t) di diffeomorfismi di G.

DimostrAZIONE. Sia X € g. Se vy € €, G) ¢ una curva integrale di X",
abbiamo y =y - X. Il flusso ¢x(a, t) di X* soddisfa quindi la
¢x(a.1) = ab”'px(b.1)  Va,beG,

ed, a priori, per [f sufficientemente piccolo. Questa formula ci permette di esten-
dere la definizione di ¢x(a, f) per ogni t € R. Se infatti ¢x(e, r) ¢ definita per [f] < €,
dalla

dx(a,t + 5) = px(¢x(a, 1), s) = ¢x(a, Hpx(e, s)
ricaviamo che la ¢x(a, t) definita su un intervallo (¢;,#,) C R, si pud estendere
all’intervallo (#; — €, 1, + €) ponendo

dx(a,t) = ¢px(a,t)px(e,t’”), se ' €(t,n), [{'|<e t=1+1". m
Dermizione 1.1.8. L’applicazione
(1.1.2) g3 X — exp(X) = ¢x(e,1) € G
sidice I” applicazione esponenziale di G.
Poiché
(1.1.3) exp((#] + 12)X) = exp(#1 X) exp(t2X) Vi, €R,
I’insieme {exp(X) | € R} ¢ un sottogruppo abeliano di G.

Dermizione 1.1.9. {exp(zX) |t € R} si dice il sottogruppo a un parametro di G
generato da X € g.

Proposizione 1.1.10. 1l gruppo a un parametro di diffeomorfismi di G generato
dal campo di vettori invariante a sinistra X* € g associato ad X € g ¢ descritto
dalla

(1.1.4) G xR 5 (a,f) — ¢x(a, 1) = a-exp(tX) € G. O

ProposizionE 1.1.11 (coordinate di prima specie). L’applicazione esponenziale
definisce un diffeomorfismo di un intorno aperto di 0 in g su un intorno aperto di e
in G.

DimostrazIONE. Infatti, il differenziale in O dell’applicazione esponenziale &
I’identita e quindi la tesi & conseguenza del teorema dell’applicazione inversa. O

Esemprio 1.1.12. 11 gruppo delle matrici reali nxn invertibili GL,(R) & un gruppo
di Lie, di dimensione n2. La sua algebra di Lie gl(n, R) ¢ I’algebra di Lie di tutte le
matrici reali n X n e I’esponenziale coincide con quello definito per le matrici :

1

(1.1.5) exp(X) = Z Exh .
h=0 '
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Il suo sottogruppo SL,,(R) delle matrici con determinante 1 € anch’esso un gruppo
di Lie. Ha dimensione (n*> — 1) e la sua algebra di Lie sl,(R) & formata dalle matrici
reali con traccia nulla.

Esempio 1.1.13. 1l gruppo delle matrici complesse n X n invertibili GL,(C) &
un gruppo di Lie di dimensione 21n2. La sua algebra di Lie gl,(C) consiste di tutte
le matrici complesse n X n. L’esponenziale anche in questo caso coincide con
I’esponenziale di matrici.

1l suo sottogruppo normale

(1.1.6) SL,(C) = {a € GL,(C) | deta = 1}
& un gruppo di Lie di dimensione 2n* — 1, con algebra di Lie
(1.1.7) sl,(C) = {A € gL,(C) | tr(A) = 0}.

Esempio 1.1.14. 11 gruppo ortogonale

(1.1.8) O(n) = {a € GL,(R) |'a=a'}

¢ un gruppo di Lie compatto di dimensione "("2_ D Lasua algebra di Lie

(1.1.9) o(n) = {A € gl,(R) | A +'A = 0}

consiste delle matrici reali antisimmetriche.
1l suo sottogruppo normale

(1.1.10) SO(n) = {a € O(n) | deta = 1)

ha indice due in O(n) ed O(n) ed SO(n) hanno la stessa algebra di Lie o(n).

Se n > 3, il gruppo fondamentale di SO(n) ¢ isomorfo a Z,. 1l suo rivestimento
fondamentale, a due fogli, € un gruppo di Lie compatto, che si indica con Spin(n)
e si dice gruppo di spin.

Esempio 1.1.15. 11 gruppo unitario ¢ il gruppo

(1.1.11) U(n) ={a € GL,(C) |a* =a'}

& un gruppo di Lie compatto di dimensione n2, con algebra di Lie

(1.1.12) u(n) ={A e gl,(C)| A+ A" = 0}.

1l gruppo speciale unitario

(1.1.13) SUn) = {a € U(n) | deta = 1}

& un suo sottogruppo di Lie normale, di dimensione n> — 1, con algebra di Lie
(1.1.14) su(n) = {A € w(n) | trac A = 0}.

Abbiamo un isomorfismo di gruppi di Lie SU(2) ~ Spin(3).
Esempio 1.1.16. Indichiamo con J,, la matrice (2n) X (2n)
(1.1.15) To=(1 7o)

Il gruppo
(1.1.16) Sp(n) ={a € U(2n) | Jya = J,a}
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si dice il gruppo simplettico compatto, o simplettico unitario, o simplettico ortogo-
nale. Ha dimensione n(2n + 1) ed algebra di Lie
(1.1.17) sp(n) = {A € u(2n) | AJ, + J,A = 0}.
I.1.1. La rappresentazione aggiunta.

ProposizionE 1.1.17. Per ogni a € G, il differenziale nell’identita Ad(a) del-
I’automorfismo ad(a) di G definisce un automorfismo dell’algebra di Lie g.

DimostrAZIONE. Siano X € g ed a € G. Abbiamo, con le notazioni introdotte
in precedenza per i differenziali delle traslazioni a destra ed a sinistra,

[ad,].(X}) = aX*a™! = axXa ! = axa Y (aXa™') = [ad(a)(X)]:d(a)(X)'

Questo dimostra che i campi X* ed (Ad(a)(X))* sono ad(a)-correlati e percio
[(ad(@)).X", (ad(@))..Y"] = (ad(@)([X", Y"]), VX, Y €.
Qundi il diffeomorfismo ad(a) definisce un automorfismo dell’algebra di Lie £(G).
La tesi segue perché, per definizione, [X™*, Y*] = [X, Y]*. O
Indichiamo con Autg(g) il gruppo

(1.1.18) Autg(g) = {A € GLg(9) | [MX), MY)] = M[X, Y]), VX, Y € g}.
degli automorfismi dell’algebra di Lie reale g.

Si verifica immediatamente che

Proposizione 1.1.18. L’applicazione G 5 a — Ad(a) € Aut(g) é un omomorfi-
smo di gruppi. O

DeriNnizione 1.1.19. L’omomorfismo G 2 a — Ad(a) € Autg(g) si dice la
rappresentazione aggiunta di G.

1.1.2. Campi di vettori invarianti a destra. Sia G un gruppo di Lie.

Dermizione 1.1.20. Un campo di vettori X, € X(G) € invariante a destra se
dR,(X.) = X, perogni a € G.

Ad ogni elemento X dell’algebra di Lie g di G associamo 1’unico campo di
vettori invariante a destra X, che assume il valore X in e: X,, = dR(X) = Xx. In
questo modo abbiamo definito una corrispondenza lineare biunivoca

(1.1.19) g3X — X, ={x > dR,(X)} € R(G)
di g con lo spazio R(G) dei campi di vettori invarianti a destra su G. Abbiamo

ProposizionE 1.1.21. R(G) ¢ una sottoalgebra di Lie di X(G) e ’applicazione
(I.1.19) e un antiisomorfismo di algebre di Lie.

DimostrAZIONE. Poiché le traslazioni a destra sono diffeomorfismi di G, &
[Ra(X). Ra(Y)] = Ru([X. Y]), per ognia € G ed X, Y € X(G).
Da questo segue immediatamente che R(G) ¢ una sottoalgebra di Lie di X(G).
L’involuzione j : G 3 x — x~! € G di G & un diffeomorfismo che trasforma
campi di vettori invarianti a sinistra in campi di vettori invarianti a destra, con d; :



1.2. ALCUNE OSSERVAZIONI SULLAPPLICAZIONE ESPONENZIALE 15

2(G) 3 X* — —X, € R(G), se X* ed X, sono i campi di vettori, rispettivamente
invariante a sinistra e a destra, associati allo stesso elemento X € g. In particolare,
abbiamo

[X.,Y.]=-[X,Y]., VX, Yegq.

I.2. Alcune osservazioni sull’applicazione esponenziale

Sia G un gruppo di Lie con algebra di Lie g. L’immagine dell’applicazione
esponenziale exp : ¢ — G non ¢ in generale surgettiva sulla sua componente
connessa dell’identia G°.

Esemrio 1.2.1. L’immagine di exp : glh,(R) — GL»(R) non é surgettiva sulla
sua componente connessa dell’identita G? = {x € GL,(R) | det x > 0}.

Sia x € Gy. Consideriamo dapprima il caso in cui x sia diagonalizzabile. A
meno di coniugio possiamo supporre che x = diag(d;,42) con 4,4, > 0. Se
Xegh®R)e

(1.2.1) exp(X) = k1 X + kolp, conky, ky € R.

In particolare, se 11 # Ay, allora k; # 0 e la matrice X ¢ quindi diagonale.
Poiché gli autovalori dell’esponenziale di una matrice X diagonalizzabile sono gli
esponenziali degli autovalori di X, ne segue che x € exp(gl,(R) se e soltanto se
A1, 2 > 0. Analogamente, se x ha un autovalore reale con molteplicita algebrica
due e molteplicita geometrica uno, possiamo supporre a meno di coniugio che x

abbia la forma
(a1
=g )

Allora per la (I.2.T)) anche X deve essere una matrice triangolare superiore e quindi
x appartiene all’immagine dell’esponenziale se e soltanto se 4 > 0.

Resta da considerare il caso in cui x abbia due autovalori complessi coniugati
A, A, oppure sia diagonalizzabile con un autovalore A reale e negativo con molte-
plicita due. Se scriviamo A = pe®, conp > 0 e # € R, allora la x & coniugata ad
una matrice della forma

_[pcosf —psinf) -6
x_(psinO pcosH)_eXp[logp(G :
In conclusione: exp(gl,(R) ¢ I'insieme delle matrici reali 2 X 2 con determinante
positivo che non hanno un autovalore reale negativo con molteplicita geometrica
uno.

Osserviamo che da questo segue che, in generale, I’'immagine dell’applicazio-
ne esponenziale pud non essere né aperta né chiusa.

Ci sono due classi importanti di gruppi di Lie per cui I’esponenziale ¢ surget-
tivo. Abbiamo:

TeoremA 1.2.2. Se G ¢ un gruppo di Lie connesso e compatto, con algebra di
Lie g, allora exp(g) = G.
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Dermizione 1.2.3. Chiamiamo unipotente un sottogruppo di Lie G del gruppo
lineare GL,(C) i cui elementi siano tutti unipotenti. Gli elementi x di C hanno cio¢
tutti polinomio caratteristico (4 — 1)".

TeoreMA 1.2.4. Se G ¢ unipotente, allora exp : ¢ — G ¢ un diffeomorfismo.

OsservazionE 1.2.5. T gruppi unipotenti sono particolari gruppi nilpotenti. Ri-
cordiamo che un gruppo G si dice nilpotente se, per ogni a € G 1’applicazione di
commutazione 1’applicazione ¢, : G > x — [a, x] = axa~'x~! ha un’iterata banale.
Se esiste ciog un intero k tale che cX(x) = e per ogni a, x € G. Si verifica che questa
condizione equivale al fatto che G ammetta una serie di composizione

1=Gy<G;<:---<G, =G, con [G,GlcGiy, VI<k<n.

L.3. Sottogruppi di Lie

Dermizione 1.3.1. Un sottogruppo H di G € un suo sottogruppo di Lie se &
anche una sottovarieta differenziabile di G, e con tale struttura differenziabile € un
gruppo di Lie.

L’algebra di Lie §) di un sottogruppo di Lie H di G ¢ una sottoalgebra di Lie di
g. Infatti i campi di vettori invarianti a sinistra su H sono restrizioni ad H di campi
di vettori invarianti a sinsitra di G.

Viceversa, per ogni sottoalgebra di Lie f) di G il sottogruppo H di G generato
da exp(h) € un un sottogruppo di Lie connesso di G. Questo ¢ conseguenza del fatto
che i campi di vettori invarianti a sinistra corrispondenti agli elementi di f) generano
una distribuzione vettoriale di rango costante formalmente (e quindi totalmente)
integrabile in G.

Ogni omorfismo differenziabile ¢ : G; — G, di gruppi di Lie determina un
omomorfismo d¢(e) : g1 — g, delle loro algebre di Lie. Il viceversa non & sempre
vero; lo € quando G, & semplicemente connesso.

In particolare, la G 3 a — ad(a) € Aut(G) definisce un’applicazione G > a —
Ad(a) € Aut(g), che si dice la rappresentazione lineare aggiunta di G.

Vale il

TeoreMA 1.3.2. Sia G un gruppo di Lie, con algebra di Lie g.
(1) Se H ¢ un sottogruppo di Lie di G, la sua algebra di Lie ¢
(1.3.1) h={Xeg]|exp(X) e H, YVt eR}.
(2) Ogni sottogruppo chiuso H di G é un suo sottogruppo di Lie.

Esempio 1.3.3 (Gruppi lineari). Un gruppo lineare & un sottogruppo chiuso di
un gruppo GL,(C).

Per il teorema di Adﬂ ogni algebra di Lie su un campo k ¢ isomorfa ad una
sottoalgebra di Lie di gl(n, k).

2Matrix representations of Lie algebras, Usp. Mat. Nauk 2 (1947), pp. 159-173.
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Per un teorema di Djokovicﬂ ogni algebra di Lie reale ¢ I’algebra di Lie di un
gruppo lineare.

Tutti i gruppi di Lie compatti sono isomorfi a gruppi lineari.

Si pud definire sul rivestimento universale G di un gruppo di Lie connes-
so una struttura di gruppo di Lie per cui la proiezione canonica G — G sia un
omomorfismo di gruppi di Lie.

I rivestimenti universali §I:(n, R) dei gruppi di Lie SL,(R) sono gruppi di Lie
che non sono isomorfi a gruppi lineari.

1.4. La forma di Maurer-Cartan

1.4.1. Forme differenziali a valori vettoriali. Siano V uno spazio vettoria-
le reale di dimensione finita ed M una varieta differenziabile. Indichiamo con
Q"(M, V) lo spazio delle forme differenziali alternate di grado / a valori in V. Esse
sono le applicazioni € (M)-multilineari alternate :

a: X(M)x---XX(M) > E°(M,V).

h volte

Ad esse si estende im modo naturale la definizione del differenziale. Naturalmente,
se V non ha una struttura di algebra reale, non ha senso considerare il prodotto
esterno di due forme a valori in V. Nel caso in cui V sia un’algebra, possiamo
estendere la definizione del prodotto esterno in modo che, sulle forme di grado
zero, coincida puntualmente con il prodotto definito in V. In particolare, nel caso
delle algebre di Lie, possiamo dare la seguente definizione.

Dermnizione [.4.1. Se V = a ¢ un’algebra di Lie reale, il prodotto esterno di due
forme differenziali @ € QP(M, a), B € Q4(M, a), & la forma [a A B] € QPTI(M, a)
definita da:

[@ ABYX1, . Xpig) = D BNy X ) By Xery -
TEC g
I<o|<<op<ptq
ISO'er] <"'<(Tp+qsp+q

11 prodotto si estende poi per bilinearita a tutto Q*(M, a).

In particolare, se @ e 8 sono 1-forme a valori in a, abbiamo:

[ ABIX,Y) = [a(X), B(Y)] = [a(Y), BX)],

[@ A @](X, Y) = 2[a(X), a(V)], VX,Y € X(M).

1.4.2. Forme differenziali invarianti. Sia G un gruppo di Lie con algebra di
Lie g.
DerinizioNe 1.4.2. Una forma differenziale w € Q*(G) si dice invariante a

sinistra se L;,w = w per ogni a € G.

3A closure theorem for analytic subgroups of a real Lie group, Can.Math. Bull. 19 (1976), pp.
435-439.
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Per una forma w € Q'(G) di grado uno essere invariante a sinistra & equivalente
al fatto che, per ogni campo di vettori X € £(G) invariante a sinistra su G, la
funzione w(X) sia costante. Analogamente, una forma omogenea ¢ € Q9(G) &
invariante a sinistra se, e soltanto se, per ogni scelta di Xi,...,X, € £(G), la
funzione a(Xj, ..., X,) ¢ costante.

1.4.3. La forma di Maurer-Cartan.
TeoreMA 1.4.3. Sia G un gruppo di Lie con algebra di Lie . L’applicazione
(1.4.1) Gxg3(aX)—aXeTG

e un diffeomorfismo. In particolare, i gruppi di Lie sono varieta differenziabili
parallelizzabili ed X(G) ¢ il €*°(G)-modulo generato da L(G).

DimosTrAZIONE. Lapplicazione inversa della (I.4.T)) ¢ la
TG>v—> (7r(v),7r(v)_1 -v) e GXag,
ove m : TG — G ¢ la proiezione canonica del fibrato tangente sulla base. O
Proposizione 1.4.4. L’applicazione
(1.4.2) wg:TG>3v — ﬂ(v)_] -VEgQ
e una forma differenziale invariante a sinistra a valori in g. O
Essa ¢ caratterizzata dall’equazione
(1.4.3) ocg(X;))=X, VXeg, YaeG.
Dermizione 1.4.5. La wg si dice la forma di Maurerﬂ-Cartan del gruppo G.

ProposizioNE 1.4.6. La forma di Maurer-Cartan og € QY(G,q) di Lie G ¢
invariante a sinistra e soddisfa I’equazione di Maurer-Cartan

(1.4.4) dog + 1 [og A wg] =0.
DimosTrAZIONE. Siano X, Y € g. Allora:
dog(X",Y") = X' 06(Y") - Yue(X") — oc([X", Y'])
= ~[0e(X"), 06(Y")] = —3 [0g A 06l (X", Y").

Poiché £(G) genera X(M) come € *°(G)-modulo, otteniamo la tesi. O
Lemma 1.4.7. (1) La forma di Maurer-Cartan wg di G soddisfa:
(1.4.5) Riog = Ad@ o wg.

(2) Ogni forma differenziale n € Q'(G, V), invariante a sinistra su G ¢ della
forman =T o wg, per un’applicazione linerare T : g — V.

4Ludwig Maurer (1859-1927) matematico tedesco, professore all’Universita di Tiibingen, ha
contribuito allo studio dei gruppi di matrici.
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DimosTrAZIONE. Poiché le traslazioni a destra e a sinistra commutano, il trasla-
to a destra di un campo di vettori invariante a sinistra ¢ ancora invariante a sinistra.
Quindi, se X € ged a € G, il campo R,. X" ¢ ancora invariante a sinistra. Esso
¢ il campo Y* corrispondente ad L,-1,R;. X" = ad(a™1),(X*) = [Ad@HX))* =
Ad(a™) (wg(X*)). Questo dimostra la (T.4.3).

Se n € Q'(G, V) & invariante a sinistra, abbiamo n = T o wg con

T=ne):¢g=T.G—> V. O

Esempio 1.4.8. Consideriamo GL,(R) come un aperto dello spazio Euclideo
R™" delle matrici reali n X n, che possiamo ancora identificare con la sua alge-
bra di Lie gl,(R). Utilizzando la (I.4.T)), rappresentiamo il suo spazio tangente
TGL,(R) come il prodotto cartesiamo GL,(R) X gI,(R). In particolare, X(GL,(R))
si identifica allo spazio € (GL,(R), gl,,(R)). Poiché la traslazione a sinistra R, ¢ la
restrizione a GL,(R) della moltiplicazione a sinistra per la matrice a, che € un’ap-
plicazione lineare, il suo differenziale coincide in ogni punto con la moltiplicazione
a sinistra per a. In particolare, 1 campi di vettori invarianti a sinistra corrispondono
alle applicazioni

GL,(R) > x — xA € g,(R)
al variare di A in g[,(R)). In questo sistema di coordinate, la forma di Maurer-
Cartan di GL,(R) ¢ la
WGL,R) = x_ldx.

In modo analogo, i campi di vettori invarianti a destra su GL,(R) si scrivono
nella forma

GL,(R) > x —> Ax € gl,(R)

al variare di A in gl,(R).
La forma che associa ad ogni vettore v tangente in x il valore A in e del campo
di vettori invariante a destra *A con A, = v & dato da

dxox ! = ad(x) o WGL,®)-
La discussione nell’Esempiql.4.8| giustifica la

Nortazione 1.4.9. Se a. € €*(1, G) & un arco differenziabile nel gruppo di Lie
G, poniamo

a ' () = wgla), ana (@) = ada()we(al)).

Concludiamo questo paragrafo con una costruzione che generalizza 1’esponen-
ziale.

Proposizione 1.4.10. Siano G un gruppo di Lie, con algebra di Lie g.
Sia I un connesso di R, to € I, xo € G ed X € €%(1,q), con k > 0. Allora sono
univocamente determinati a,b € €**'(I, G) tali che

{a(lo) = X0,

(1.4.6) U
a\Bat) = X)) Veel,
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(1.4.7) {l.) (t0) = o,
b(b\(5) = X(1) Viel.

DiMosTRAZIONE. la soluzione delle (1.4.6)), (I.4.7) sono rispettivamente

! !
a(t) = exp ( f X(T)dT) xo € Bt =xpexp ( f X(‘r)dr).
1) fo

L.5. Applicazioni a valori in un gruppo di Lie

Siano G un gruppo di Lie, con algebra di Lie g, ed M una varieta differenziabile
di classe €, di dimensione m.

Dermvizione 1.5.1. La derivata di Darboux di f € € (M, G) ¢ il pullback o s =
f*og € Q'(M, g) della forma di Maurer-Cartan di G.

La f si dice un integrale, o una primitiva di oy, 0 mappa dei periodi associata
ad wy.

ProposizioNe 1.5.2. Se fi, o € €°(M,G) ed wy, = wy, allora esiste un
elemento a € G tale che fi(p) = af>(p) per ogni p € M.

DmvosTrAzIONE. Consideriamo 1’applicazione ¢ : M 3 p — fi(p)[a(p)]™' €
G. Poiché ¢f> = fi, abbiamo

dg = dfLA - sdAHLAIT = dLAT - ALLIT dRLATT
Quindi
wg = ¢~ 'dp = HLAT(@HIA - ALLIT @RIATT
= A(LAT'dfi = 1A' dR)A]T = ad(h) (o), — oy) = 0.
Questa relazione implica che d¢ = 0, e quindi fi[/>]~! = costante = a € G. O

La derivata di Darboux w = w; di una f € (M, G) soddisfa I’equazione di
struttura

(1.5.1) dw + 5[0 A @] = 0.
Viceversa, abbiamo

TeorEMA 1.5.3. Supponiamo che M sia connessa e semplicemente connessa.
Fissiamo un punto pyg € M ed un elemento ay di G. Se w € Ql(M, g) soddisfa
(I.5.0), allora esiste una ed una sola f € €% (M, G) tale che

(1.5.2) wr=w ed f(po) = aop.

DmostrAzIONE. Consideriamo la varieta prodotto M X G. Siano my : MXG —
M ng : M x G — G le proiezioni sui singoli fattori. Consideriamo su M X G la
forma @ = 7,0 — 7, 0. Dico che ker @ € una distribuzione di rango m totalmente
integrabile. Infatti, se p € M ed x € G, 'applicazione che fa corrispondere a
v € T,M il vettore (v, Ly,0(v)) € T(, (M X G) = T,M & TG ¢ un’applicazione
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lineare e bigettiva da T, M a ker ;). Se poi X, Y sono campi di vettori su M X G
con coefficienti in ker «, allora

o([X,Y]) = —da(X,Y) = —d(m),0 — nwe)(X,Y) = m(dwg) — my,(dw)(X, Y)
= [wg(dra (X)), wc(dra(Y))] — [o(drpy (X)), o(dry(Y))] =0

perché wg(drng(X)) = w(dnry (X)) ed wg(drg(Y)) = w(dry(Y)), in quanto X ed Y
hanno valori in ker .

Per il teorema di Frobenius vi ¢ una ed una sola varieta integrale N di ker @ che
passa per il punto (pg, ap). La restrizione ad N della 7y, ¢ un diffeomorfismo locale.
Esso & surgettivo per la Proposiziondl.4.10} infatti essa ci dice ogni cammino in M,
di punto iniziale py, si rialza ad un cammino in N di punto iniziale (pg, ag). Poiché
abbiamo supposto che M fosse connessa, la N > (p,x) — p € M ¢ surgettiva
e quindi un rivestimento. Se M ¢ anche semplicemente connessa, il rivestimento
¢ ad un solo foglio e quindi il grafico di un’applicazione f € €*(M,G). Per
costruzione abbiamo allora wy = w. O

1.6. Omomorfismi di gruppi ed algebre di Lie

Siano g; e gy due algebre di Lie sullo stesso campo k.

DEermnizione 1.6.1. Un omomorfismo @ : g; — g, ¢ un’applicazione k-lineare
tale che

O([X1, X2]) = [P(X)), D(X2)], VX1, X7 € g1
Siano G e G, due gruppi di Lie, con algebre di Lie g; e g;, rispettivamente.

DEermizionE 1.6.2. Un omomorfismo di gruppi di Lie ¢ : G; — G; & un’appli-
cazione differenziabile di classe ¢’ tale che

$(x7'x2) = [p(x)] " d(x2), Vx1, x5 € G.

Proposizione 1.6.3. (1) Se ¢ : G; — Gy é un omomorfismo di gruppi di
Lie, allora ® = d¢(eg,) : 61 — 92 € un omomorfismo di algebre di Lie
reall.

(2) Se G é connesso, due omomorfismi di gruppi di Lie ¢1,¢> : G; — G2
con dgi(eg,) = dpa(ec,) sono uguali.

(3) Se G ¢é connesso e semplicemente connesso, ad ogni omomorfismo di
algebre di Lie @ : g1 — @ corrisponde uno ed un solo omomorfismo di
gruppi di Lie ¢ : G| — Gy con dé(eg,) = ©.

DimostrazIONE. (1). Per ogni X € gy, i campi di vettori invarianti a sinistra X*
su G e [D(X)]* su G, sono ¢-correlati. Da questo segue che

[[OXD]" [PX)]] = [O([X1, X2 DI, VX1, X5 € a1,

perché [[D(X)]", [D(X2)]*] e [D([X], X2])]* sono ¢-correlati ad (X7, X;] ed [ X1, X2]7,
rispettivamente. Ne segue che @ ¢ un omomorfismo di algebre di Lie.

(2). Per (1) ¢ ¢1(exp(X)) = exp(D(X)) = ¢2(X) per ogni X € g;. In parti-
colare, ¢; e ¢ coincidono su un intorno aperto di eg, in Gi. Quindi {x € Gy |
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¢1(x) = ¢2(x)} & un sottogruppo di G; che contiene un intorno aperto di eg, €
quindi coincide con G, perché avevamo supposto che G fosse connesso.

(3). Consideriamo il gruppo di Lie prodotto diretto G = G| X G, con algebra
di Lie g = g1 ® 9. 1l sottospazio ) = {(X, D(X)) | X € g1} ¢ una sottoalgebra di
Lie di g e quindi genera un sottogruppo di Lie analitico H di G. La restrizione ad
H della proiezione canonica G — G ¢ un omomorfismo di gruppi di Lie il cui
nucleo ha algebra di Lie {0}. E quindi un rivestimento, e percio un diffeomorfismo,
in quanto avevamo supposto che G| fosse semplicemente connesso. O

L.7. Rappresentazioni lineari

Siano G un gruppo di Lie, e V uno spazio vettoriale sul campo k, con k uguale
adRoC.

Dermizione 1.7.1. Una rappresentazione lineare di G ¢ un omomorfismo di
gruppi di Lie p : G — GLg(V).
Una rappresentazione lineare (p, V) ¢ quindi un’applicazione p € €*(G, GLg(V))
tale che
p(x7'x2) = [p(xp] ™ © p(x2), Vax1, 32 € G
Sia g un’algebra di Lie su k e V uno spazio vettoriale su k.

Dermnizione 1.7.2. Una rappresentazione lineare di g su V & un omomorfismo
di algebre di Lie p. : g — gl (V).
Cio significa che p.. ¢ k-lineare e che

P+([X, Y] = [p«(X), p+ (V)] = p+(X) 0 po(Y) = p.(Y) 0 p.(X), VX, Y € g.
Dalla Proposiziond].6.3]abbiamo:
Proposizione 1.7.3. Se (p, V) é una rappresentazione lineare di dimensione fi-

nita di G, allora p. = dp(eg) : ¢ — olg(V) é una rappresentazione lineare di
a.

L.8. Spazi omogenei

Se G ¢ un gruppo ed H un suo sottogruppo, indichiamo con G/H I’insieme
delle sue classi laterali sinistre, definito dalla relazione d’equivalenza

a~be=aH=bH=a'beH
11 gruppo G agisce su G/H mediante le traslazioni a sinistra
l,: G/H— G/H, con {,(n(b))=n(ab), Va,beG.

Il nucleo d’infedelta dell’azione di G su G/H ¢ il piu grande sottogruppo normale
di G contenuto in H, ciog¢ N = (,cqaHa™'. L’azione & quindi fedele se H non con-
tiene sottogruppi normali di G diversi da {e}. Osserviamo che il gruppo quoziente
G/N agisce in modo fedele su G/H ~ (G/N)/(H/N).

Supponiamo che G sia un gruppo topologico e consideriamo su G/H la topo-
logia quoziente. Le traslazioni a sinstra definiscono allora omeomorfismi di G/H
in sé.
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Proposizione 1.8.1. Sia H e un sottogruppo di un gruppo topologico G. La
proiezione nel quoziente n : G — G/H ¢ un’applicazione aperta.

DimostrazIONE. Infatti, se U € un aperto di G, allora

ﬂ_](ﬂ(U)) - UgeUgH - UheHUh

¢ aperto perché unione di aperti. O

Teorema 1.8.2. Sia G un gruppo topologico ed H un suo sottogruppo. Il quo-
ziente G/H é uno spazio regolare se, e soltanto se, H é un sottogruppo chiuso di
G.

In particolare, G ¢ uno spazio regolare se e soltanto se é uno spazioﬂ Ty e cio
equivale al fatto che {e} sia un chiuso di G.

DmvosTrAZIONE. Se H ¢ un sottogruppo chiuso del gruppo topologico G, allora
tutte le sue classi laterali sinistre sono chiusi di G e quindi G/H & uno spazio
topologico T. Viceversa, se G/H ¢ T, allora H = 7~ (n(e)) & chiuso.

Supponiamo dunque che H sia chiuso. Siano F' un chiuso di G/H ed x¢ un
elemento di G con n(xp) ¢ F. Poiché G ¢ un gruppo topologico, 1’applicazione

1:GxG>5(x,y)—x'yeG

& continua. Il chiuso 7~ '(F) di G non contiene xy = A(e, xp). Possiamo percio
trovare intorni aperti U, di e ed Uy di x¢ in G tali che

xl_lxz ¢ ﬂ_l(F) perogni x; € U,, x3 € Uy.

Consideriamo gli insiemi:

Mo 1 _ & _ -1
Up =n "(n(Uyp)) = Ueron, e V= UH(X)GFUex = Ueren (xF).

Sia U che V sono aperti saturi. Il primo & un intorno di xo, il secondo di 7~!(F).
Dimostriamo che Uy N V = 0. Se cosi non fosse, potremmo trovare x; € Uy,
x € H, x3 € U, x4 € n7'(F) tali che x;x» = x3x4. Da questa relazione troviamo
x;lxl = X4X, e n71(F), che contraddice la scelta di U, ed U.
Cio dimostra che G/H soddisfa 1’assioma 7’3 e quindi ¢ regolare. O

Consideriamo ora la situazione in cui G sia un gruppo di Lie.

Teorema 1.8.3. Sia G un gruppo di Lie ed H un suo sottogruppo chiuso. Vi
e allora sul quoziente M = G/H un’unica struttura di varieta differenziabile per
cui § = (G N M), ove &t ¢ la proiezione sul quoziente, sia un fibrato differen-
ziabile localmente banale, con fibra tipica H. Inoltre, G opera su M mediante
diffeomorfismi.

SUno spazio topologico X soddisfa I’assioma di separazione 7 se tutti i suoi sottoinsiemi finiti
sono chiusi; soddisfa I’assioma di separazione 75 se dati un punto a di X ed un chiuso A di X che
non contenga a, esistono aperti disgiunti U e V cona € U ed A C V; ¢ regolare se soddisfa entrambi
gli assiomi Ty e T5.
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DmvosTrAzIONE. Per il Teorema[[.8.2] M & uno spazio di Hausdorff e la proie-
zione  : G — M aperta.

Per il Teoremal[l.3.2] H & un sottogruppo di Lie di G. Siano g I’algebra di Lie
di Gedb c g quelladi H.

Scegliamo un complemento lineare m di f) in g, di modo che

g=hom

L applicazione
fmxH> X, x) > expX)-xeG

¢ differenziabile di classe €“. Lo spazio tangente di m X Hin (0,eg) e m@&h =g
e df(0,ep) ¢ I’identita su g.

Per il teorema delle funzioni implicite esistono allora intorni aperti N di 0 in
m, V' di eg in H, ed U’ di eg in G tali che la restrizione di f ad Nj X V’ sia un
diffeomorfismo su un intorno aperto U’ di eg in G.

Poiché H ¢ chiuso, possiamo scegliere gli intorni U’, V', N sufficientemente
piccoli in modo che risulti

V' =U NH, exp(N)) NH = f(N) x{en}) N H = {eg}.

A questo punto scegliamo intorni No € Nj diOinmee V C V' di e in H in modo
che,con U = f(Ng x V), siaU>UU % c U’ esiaW =n(U) c M.
Dico che allora

Jo: NoxH>3 (X, x) — f(X,x) =exp(X)x € n_l(W) ¢ un diffeomorfismo.

Infatti, poiché le traslazioni a destra mediante elementi di H sono diffeomorfismi,
e la fy commuta con le traslazioni a destra mediante elementi di H, essendo per
costruzione un diffeomorfismo locale su Ny x V, lo ¢ anche in tutti i punti di Ng xH.

Basta quindi verificare che sia bigettiva. Poiché 7~ '(W) = |J,cqUx, la f & sen-
z’altro surgettiva. Mostriamo che ¢ anche iniettiva. Siano X, X, € Np ed x1, xp €
H tali che exp(Xj)x; = exp(X2)x,. Abbiamo allora exp(—Xz) exp(Xi) = xjx; 1
Poiché abbiamo supposto che U?UU 2 ¢ U’, abbiamo xle‘l = exp(—Xp) exp(X;) €
U' NnH = V', perché exp(X)),exp(X2) € U ed xlxgl € H. Quindi exp(X)) =
exp(Xz)(xzxfl) con X1,X> € Ny, xle‘l € V'. Poiché f : Ny x V' — U’ ¢un
diffeomorfismo, ricaviamo che X; = X, ed x2x1‘1 = ey, CIO€ X| = X.

Per ogni a € G I’applicazione

Ya : Ng 2 X — n(aexp(X)) € a(W) =W,

& un omeomorfismo di Ny su un aperto W, di M. Le £, = y;' sono le carte locali

a
di un atlante di clase €“ su M. Infatti
a0 8y (X) = Laoyp(X) = pr,, 0 fy ' (a” bexp(X)),
VX € L(W, N Wp) = (X |a'bexp(X) € U}.
Osserviamo infine che le

W, xH 53 (p,y) = aexplu(p))y e (W,),  a€G,
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definiscono un atlante di trivializzazioni locali per il fibrato differenziabile G — M.
O

DermNizione 1.8.4. Con la struttura differenziale descritta dal Teoremdl.8.3]
chiamiamo G/H lo spazio omogeneo del gruppo di Lie G con stabilizzatore H.

L.9. Gruppi di Lie di trasformazioni

Per generalita sulle azioni di gruppo insiemistiche e topologiche rimandiamo
al In questo paragrafo ci occuperemo soltanto di azioni differenziabili di
gruppi di Lie.

Siano G un gruppo di Lie ed M una varieta differenziabile.

Dermizione 1.9.1. Un’azione differenziabile a sinistra di G su M € un’applica-
zione differenziabile

eGP = PD:
19.1) GXxXM>(x,p) — xpe M taleche {xi(xp) = (x1x2)p,
Vx1,x €G, Vpe M.
Gli elementi a di G definiscono diffeomorfismi di M in sé
€y M>p— ap €M (TRASLAZIONI A SINISTRA).

Dermvizione 1.9.2. L'azione (1.9.1) si dice
o c¢ffettivase {, =idy & a = eg;
o libera se le {, con a # eg non hanno punti fissi;
e transitiva se per ogni coppia di punti pi, p» di M esiste un a € G tale che

apy = p2.

Dermizione 1.9.3. Sia pg € M.
11 sottogruppo G, = {x € G | xpo = po} si dice lo stabilizzatore di py in G.
11 sottoinsieme G(pg) = {xpo | x € G} si dice I’orbita di G in M per py.

Lo stabilizzatore G, ¢ un sottogruppo chiuso e quindi un sottogruppo di Lie
di G. Indicheremo con g,, la sua algebra di Lie.
Ad ogni elemento X dell’algebra di Lie g di G associamo il gruppo a un
parametro
RXM>(t,p) — exp(tX)pe M
di diffeomorfismi di M. Indichiamo con X, il suo generatore infinitesimale. La
curva y(t) = exp(tX)p ¢ la soluzione del problema di Cauchy

Y0 = Xy
¥(0) = p.
LemMa 1.9.4. E X.«p = 0 se e soltanto se X appartiene all’algebra di Lie g,
dello stabilizzatore G, di p in G.

DmvosTrAZIONE. Infatti X, , = O se e soltanto se exp(tX) € G, perognit € Re
I’affermazione ¢ quindi conseguenza della caratterizzazione dell’algebra di Lie di
un sottogruppo di Lie del Teorema]l.3.2] O
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Proposizione 1.9.5. I campi di vettori X, formano una sottoalgebra di Lie di
X(M). L’applicazione g > X — X, € X(M) ¢ un anti-omomorfismo di algebre di
Lie. Abbiamo cioe

[X, Y]* = _[X*3 Y*]’ VX’ Y € g.
Per ogni pg € M, il differenziale nell’identita dell’applicazione
Apo :G3x— xpp €M

associa ad X € g il valore in py del campo Xy. Il campo X é hy,-correlato al
campo di vettori invariante a destra X, associato all’elemento X di g.
L’algebra di Lie gy, di G, é il nucleo del differenziale d\,,(eg) : g = T M.

DimosTtrAZIONE. L’applicazione A, trasforma il semigruppo a un parametro
R X G 3 (t,x) — exp(tX)x nel semigruppo a un parametro R x M > (¢, p) —
exp(tX)p e quindi il generatore infinitesimale X, del primo, nel generatore infinite-
simale X, del secondo. In particolare, i campi di vettori X, ed X, sono A, correlati.
Da questa osservazione seguono tutte le affermazioni della proposizione. O

Osservazione 1.9.6. Se M = G ed (1.9.1) & 1a moltiplicazione del gruppo, allora
X, = X, ¢ il campo di vettori invariante a destra associato ad X € g.

CororLario 1.9.7. Se (1.9.1)) é effettiva, allora I’applicazione g > X — X, € X(M)
e iniettiva.

Se (I.9.1)) é libera, allora I’applicazione § > X — Xy, € T,M ¢ iniettiva per
ogni p € M.

DermNizione 1.9.8. T campi X, si dicono trasformazioni G-infinitesime di M.

Teorema 1.9.9. Sia (I.9.1) un’azione differenziabile a sinistra di G su M. Fis-
siamo un punto po di M e siano G, lo stabilizzatore di py in G e G(po) ’orbita di
G per il punto pg. Allora G(pg) una sottovarieta analitica di M, e I’applicazione
[, definita dal diagramma commutativo

.
G G(po)
ﬂl /
G/Gy,

un diffeomorfismo G-equivariante (commuta cioé con le traslazioni a sinistra per
elementi di G) di classe € dello spazio omogeneo G/Gp, su G(po).

DivosTrAZIONE. Dalla Proposiziond].9.5]e dalla descrizione della struttura dif-
ferenziale di G/G, data dal Teoremdl.8.3] segue che il quoziente iniettivo di ),
¢ un’immersione differenziabile G-equivariante di classe ¥“. Da questo fatto,
seguono le affermazioni del Teorema. O

CororLario 1.9.10. Se I’azione (1.9.1) ¢ transitiva, M ¢ diffeomorfa, in modo
G-equivariante, a uno spazio omogeneo di G. O
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Esempio 1.9.11. Lapplicazione 7 : SO(n + 1) 3 a — aep € S", ove ¢y &
un vettore di lunghezza unitaria in R+, definisce un diffeomorfismo SO(n + 1)-
equivariante tra la sfera S” e lo spazio omogeneo SO(n + 1)/SO(n).

Esempio 1.9.12. Sia n un intero positivo. Il gruppo T*(n,R) delle matrici
diagonali superiori con determinante diverso da zero ¢ un sottogruppo chiuso di
GL,(R). Lo spazio omogeneo F = GL,(R)/T*(n,R) & una varieta differenziabi-
le compatta di dimensione n(n—1)/2, che si dice varieta bandiera reale completa
e che ¢ diffeomorfo al sottospazio di G, (R) X -+ X G, ;,n(R) X --- Gy 4-1(R) che
consiste delle (n — 1)-uple (¢1,...,€n,...,€,—1) di sottospazi vettoriali di R" con
ochc---Cly S-Sl SR

OsservazionE 1.9.13. In generale, se un gruppo di Lie G opera transitivamente
su un insieme M, possiamo definire su M un’unica struttura di varieta € per cui
I’azione di G su M sia differenziabile.

Esempio 1.9.14. Fissiamo una forma bilineare alternata non degenere o su C>"
e sia M il sottoinsieme della Grassmanniana Gy, ,(C) formato dai sottospazi La-
grangiani di C?", cio¢ dai p € Gy,,(C) tali che w(z, w) = 0 per ogni z,w € p. Dico
che p ¢ una varieta connessa e compatta.

Identifichiamo C?" con lo spazio H" delle n-uple di quaternioni, facendo cor-

rispondere ad (i) I’elemento x + jy. Ricordiamo che ¢ x + jy = X — jy. Possiamo

scegliere le coordinate in modo che il prodotto scalare standard su H" sia definito
da

(qilg)m = (5 = jyD(x + 1) = x5x1 + Y5y + j(xbyr = yixn)
= (qilg2)cr + jo(q1, q2),
ove g1 = X1 + jy1,q2 = X2 + iy2, X1, %2,¥1,¥2 € C".
Ragionando come nell’esempio precedente, possiamo identificare gli n-piani La-
grangiani agli n-piani complessi generati da una base ortonormale di H". Quindi il
gruppo Sp(n) opera transitivamente su M. Lo stabilizzatore di pg = {e1, ..., e,)c in
Sp(n) ¢ il gruppo unitario U(n). Quindi M =~ Sp(n)/U(n) ¢ una varieta connessa e
compatta di dimensione n(2n+ 1)—n? = n(n+1). Osserviamo che M ha dimensione
pari ed in effetti ¢ una varieta complessa compatta di dimensione n(n + 1)/2.

In modo del tutto analogo possiamo definire e discutere il concetto di azione
differenziabile a destra. Siano P ¢ una varieta differenziabile e G un gruppo di Lie.

Dermvizione 1.9.15. Un’azione differenziabile a destra di G su P ¢ un’applica-
zione differenziabile
oeg = 0,
(1.9.2) PxG>3(0,x) — oxe P taleche {(ox1)xy = o(x1x2),
Vx1,x €G, Yo eP.

Osservazione 1.9.16. Se (1.9.1) € un’azione differenziabile a sinistra, la M X
G >3 (px) — x! p € M ¢ un’azione differenziabile a destra su M e, viceversa,
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se (T.9.2) & un’azione differenziabile a destra, la G x P > (x,0) — ox~' € P&
un’azione differenziabile a sinistra su P.

Sara comunque conveniente nel seguito considerare i due tipi di azione in mo-
do distinto. L’azione a sinistra sara spesso transitiva ed effettiva e coincidera con le
traslazioni a sinistra su uno spazio omogeneo. L’azione a destra sara di solito libera
ed effettiva, ed agira tipicamente in modo transitivo sulle fibre di un fibrato diffe-
renziabile. L’ esempio tipico ¢ quello degli spazi omogenei M = G/H e dell’azione
a sinistra di G come gruppo di traslazioni sulla base M del fibrato & = (7 : G —» M)
e di H a destra su G, pensato come spazio totale di &.

Fissata un’azione a destra (I.9.2), ad ogni elemento X dell’algebra di Lie
g di G associamo il generatore infinitesimale X* del gruppo a un parametro di
trasformazioni

(1.9.3) PxR>(0,t) — ogexp(tX) € P.

La curva y(r) = o exp(¢X) ¢ la soluzione del problema di Cauchy

q — *
{’Y(t) - X’y(t)’ t € R’

¥(0) = o.

In particolare, X* si annulla in un punto oo € P se e soltanto se X appartiene
all’algebra di Lie dello stabilizzatore G, di o in G.

(1.9.4)

Osservazione 1.9.17. Se P = G e (1.9.2) la moltiplicazione del gruppo, allora
X* = X* & il campo di vettori invariane a destra associato ad X € g.

Fissata o € P, consideriamo ’applicazione differenziabile
(1.9.5) lr:Gox— 0ox€eP
Come nel caso delle azioni a sinistra, abbiamo
ProposizionEe 1.9.18. Sia (I.9.2) un’azione differenziabile a destra. Allora
1) X, =dts(e)X), Vo e P, VX €g;
(2) kerdty(e) e 'algebra di Lie dello stabilizzatore di o in G. O
Gli elementi a di G definiscono diffeomorfismi di M in sé
I,:P>0 — 0a € P (TRASLAZIONI A DESTRA).
DEermizione 1.9.19. L'azione (1.9.2) si dice
o effettivaser, = idp & a = eg;
e libera se le r, con a # eg non hanno punti fissi;

e transitiva se per ogni coppia di punti o1, 0 di P esiste un a € G tale che
oa=oy.

Dalla Proposiziong]l.9.18| otteniamo immediatamente

CoroLrario 1.9.20. Se I’azione (1.9.2) é libera, allora, per ogni o € P, I’ap-
plicazione ¢ 3 X — X € T, P ¢ iniettiva. O



CAPITOLO 1II

Strutture differenziali su alcuni gruppi e spazi omogenei

I1.1. T quaternioni e la struttura differenziale di SU(2), SO(3), SO(4)

Indichiamo con H il corpol] (non commutativo) dei quaternioni. Ricordiamo la
rappresentazione matriciale

~ (e B
2.1.1) H—{(_B a)

in cui la base canonica dei quaternioni puramente immaginarii ¢ data da

(i 0y (0 1y (o i
"o =) I7\=1 o) *Tli o)

con le regole di prodotto

a/,ﬁGC},

ij=—ji=k, jk=-Kj=1i, ki=-ik =j.

)

¢ I’identita in H. Gli elementi 1, i, j, k formano una base di H come spazio vettoriale
reale. I numeri complessi si possono identificare al sottocorpo

La matrice

C={a+ib|a,beR}

di H, ed H ¢ uno spazio vettoriale complesso, per la moltiplicazione a sinistra per
gli elementi di C, con base 1, j.
Utilizzando la (2.1.1), il piano complesso C corrisponde al sottoinsieme delle

matrici diagonali
z 0
(O Z)’ z€C,

di H. In questo modo, I’isomorfismo di C? su H fa corrispondere a (z1,z2) € C2il

. . . 71 2
quaternione di matrice ( 1 _2).
-2 2
Nella rappresentazione matriciale (2.1.T)), il coniugato di un quaternione corri-
sponde all’aggiunta (coniugata trasposta) della matrice associata.

I quaternioni si caratterizzano come 1’unica algebra di divisione reale associativa e normata
non commutativa.

29
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Hamilton identificava lo spazio Euclideo R? a quello dei quaternioni puramente
immaginari. L’opposto della parte reale del prodotto di due quaternioni immagi-
nari ¢ il prodotto scalare e la parte immaginaria il prodotto vettore dei due vettori
corrispondenti.

1l prodotto di quaternioni ci permette di definire una struttura di gruppo sulla
sfera S*: essa si identifica al gruppo moltiplicativo dei quaternioni g con ¢g = 1.
Osserviamo ancora che ¢g ¢ il determinante della matrice che rappresenta ¢ nella
EI).

Un’applicazione R-lineare A : H — H & C-lineare se commuta con la mol-
tilpicazione a sinistra per numeri complessi. A questo scopo basta verificare che
Ao (i) =i-A. Se A & C-lineare, allora la corrispondenza tra C? ed H ci permet-
te di definire un’applicazione C-lineare Ac di C? in sé, che rende commutativo il
diagramma

H —2, H

zl l:

c? — 2
Ac
In questo caso, det(A) = | det(Ac)|?.

Dati due quaternioni a, b € H, definiamo I’applicazione
(2.1.2) Pap : H> x — pap(x) = axb € H.

Lemma I1.1.1. Per ogni scelta di a,b € H I’applicazione p,, definita da (2.1.2)
e R-lineare. La p,p e C-lineare se e soltanto se a € C.

DmosTtrAZIONE. La prima affermazione segue dal fatto che H & un’algebra rea-
le e quindi la moltiplicazione per un quaternione, sia a destra che a sinistra, ¢
R-lineare. La moltiplicazione a destra & sempre C-lineare. La moltiplicazione a
sinistra per il quaternione a lo ¢ se e solo se a commuta con i, cio¢ se la matri-
ce che lo rappresenta commuta con (i i ), e quindi ¢ diagonale. Poiché i numeri
complessi sono i quaternioni rappresentati da matrici diagonali, questo conclude la
dimostrazione. O

Utilizziamo le p, per descrivere le relazioni tra i quaternioni ed i gruppi
SO@3), SO4), SU2), U(2) e le loro estensioni conformi.

Proposizione I1.1.2. Siano pgy le trasformazioni definite da 2.1.2). Allora

(1) Sea € Hl’applicazione p, g trasforma quaternioni puramente immagina-
ri in quaternioni puramente immaginari e definisce quindi una trasforma-
zione lineare R, : R — R3. Se a # 0, la R, é un’applicazione conforme
con determinante positivo, di ragione |a|. Le corrispondenze

2.1.3) 354> R,eSO(3) ed H\{0}>a— R, e CSOQ)

sono omomorfismi di gruppi continui e surgettivi con nucleo %1, ed in
particolare rivestimenti a due fogli.
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(2) Per ogni a € S3 la trasformazione
(2.1.4) g H3x— —pgqa(X) = —axac H

¢ la simmetria ortogonale di R* ~ H di vettore a.
(3) Per ognia,b € H\ {0} 'applicazione p,p, come applicazione di R* in sé,
e conforme e a determinante positivo, di ragione |ab|. Le applicazioni

(2.1.5) $’°xS’3a,b—p,;€S04) ed S’xH>3a,b— p,;<cCSO4)

sono omomorfismi di gruppi continui e surgettivi con nucleo +(1,1) ed in
particolare rivestimenti a due fogli.

(4) Perognit€ S' c Ceda e S3 applicazione p., ¢ C-lineare e definisce
una trasformazione unitaria di C2. L’applicazione

(2.1.6) S'x 833 (1,0) = prer € UQR)

e un omomorfismo continuo e surgettivo, con nucleo {+(1,1)} ed un rive-
stimento a due fogli.

(5) Per ogni a € §3 'applicazione P1.a(X) = xa é un’isometria di C? con
determinante 1. L’applicazione

(2.1.7) $33a— pra€SUQR)
e un isomorfismo di gruppi ed un omeomorfismo.

DivosTRAZIONE. Verifichiamola (2). Sea € S3, & |—aXa| = |al*|x| = |x| per ogni
x € H, e quindi la o, & un’isometria di R*. Il prodotto scalare in R* di due elementi
x,a € He (x|la) = Re (Xa). Quindi x L a se e soltanto se Xa € un immaginario puro,
cioé se ax = Xa = —Xa. Abbiamo quindi

o4a) = —aaa =—-a, e o0u,x)=-aXa=aax=1x, sex L a.

Quindi o, ¢ la simmetria vettoriale di vettore a.

Poiché ogni elemento di SO(4) ¢ prodotto di un numero pari di simmetrie
vettoriali, dalla (2) segue che il primo degli omomorfismi ¢ surgettivo. Se
a,beS3e Pap € I'identita, da p, ;(1) = 1 ricaviamo che ab =1, cioe a = b. Da
P4.5(X) = x per ogni x € H ricaviamo allora che ax = xa per ogni x € H, e quindi a
¢ reale e percio uguale a 1. Se b € H\ {0}, scriviamo p,;, = |b|pa,%| e quindi anche

le affermazioni fatte per il gruppo conforme seguono immediatamente. Questo
completa la dimostrazione di (3).

Le trasformazioni di SO(3) si identificano alle trasformazioni di SO(4) che
lasciano fisso 1. Sono cioe del tipo p, = p,a €, con le ovvie osservazioni per il
caso delle trasformazioni conformi, ne segue quindi (1).

Le (4) e (5) seguono dal fatto che la p,;, ¢ C-lineare se e soltanto se a € C e, in
questo caso det([pgplc) = az. O

CoroLLARIO 11.1.3. Abbiamo i seguenti diffeomorfismi di classe €*:
SO(3) =~ RP?, SO4) = §3 x RP?,
SUQ2) = S°, UQR) =S xs3.
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I1.2. La trasformata di Cayley

Sia C™ lo spazio delle matrici complesse n X n. Indichiamo con
(2.2.1) U, = {X € C™" | det(I + X) # 0}
I’aperto di C"™" ~ € delle matrici complesse che non hanno autovalore —1.
Dermizione I1.2.1. La trasformata di Cayley di una matrice X € U, ¢ la matrice
(2.2.2) cX) = +X)7'1-X).
Vale il

TeoreMA 11.2.2. La trasformata di Cayley [2.2.2) definisce un’involuzione dif-
ferenziabile di classe € di U, in sé. La trasformata di Cayley di una matrice
X € U, ¢ reale se e soltanto se X ¢ reale.

DimosTrAZIONE. La ¢ ¢ una funzione razionale, e quindi differenziabile di clas-
se €, sul suo dominio di definizione. Verifichiamo che I’immagine di ¢ & ancora
contenuta in U,. Abbiamoﬂ infatti, se v € C",

vieXpv=0= [+Xw+({U-Xv=2v=0v=0.
Possiamo quindi definire I’iterata ¢ di ¢, ed abbiamo
CX)=I+T+X)'T-X)"' T -T+ X7 - X))
=((I+X)+T-X))NU+X)-UT-X) =X, VX e U,.
Chiaramente c¢ si restringe ad un’involuzione di U, N R™", O

Come vedremo nel seguito, la trasformata di Cayley ¢ uno strumento molto
utile nello studio della struttura dei gruppi di matrici, perché ci permette, in molti
casi, di definire atlanti razionali.

Definiamo alcuni gruppi di matrici.
Sia H una matrice complessa n X n non singolare. Poniamo
Oy(C)={aeC™ |a'Ha=H), oxg(C)={XeC™ |X H+HX =0},
OyR) ={a e R™ |d'"Ha=H}, og[R)={XecR™ |X'H+HX =0},
Uy ={a e C™ | a*Ha = H}, g ={XeC™ | X*H+ HX =0).
Essendo sottogruppi chiusi del gruppo lineare GL,,(C), i gruppi Og(C), Og(R) ed
Uy sono gruppi di Lie e si verifica facilmente che ogy(C), og(R) ed ugy sono le

corrispondenti algebre di Lie.
Abbiamo

Zpossiamo anche osservare che gli autovalori di e¢(X) sono i p = (1 +A)~'(1 — ), al variare di
M tra gli autovalori di X e (1 + A)™'(1 = X) # —1 se A & un numero complesso # —1. Osserviamo che
A ﬁ & I'involuzione di Moebius di CP' che scambia —1 ed 0.
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Proposizione 11.2.3. La trasformata di Cayley definisce omeomorfismi
U, N Ox(C) —— U, N oy(C),
U, N Ox(R) —— U, N oy (R),
U, NUp < U, Nug.
DimostrAZIONE. Se a € U, ed X = ¢(a), abbiamo
X'H+HX =0 (I-d)H(I +a)+ (I +a")H(I -a)=0
e H-adH+Ha-d Ha)+ (H+a H-Ha-d Ha)=0
e H-d'Ha=0
Da queste equivalenze ricaviamo il primo isomorfismo. Il secondo segue dal fatto
che la trasformata di Cayley trasforma matrici reali in matrici reali.
Analogamente se a € U, ed X = ¢(a), abbiamo
X'H+HX=0= (U-a"HI+a)+ (U +a")YHI-a)=0
— H-aH+Ha-a"Ha)+(H+a"H—-Ha—-a"Ha)=0
< H-a"Ha=0,
e quindi a € Uy se e soltanto se X € uy. O
Gli insiemi og(C), og(R) ed 1y sono spazi vettoriali di dimensione finita. La
trasformata di Cayley ci permette quindi di definire diffeomorfismi razionali tra

intorni dell’identita nei gruppi Oy (C), Og(R), Uy ed aperti di spazi vettoriali reali.
Abbiamo

TeoreMA I1.2.4. Sia H € C™" una matrice invertibile e sia G uno dei gruppi
0y(C), Oxg(R), Uy. Indichiamo con g la corrispondente algebra di Lie oy(C),
oy (R), ug, rispettivamente. Con la topologia di sottospazio di C™", il gruppo G
¢ una varieta topologica ed ammette un’unica struttura differenziale di classe €%
per cui:

(1) ¢: U, NG — U, Ngeuna carta locale con centro in I;

(2) per ogni a € G la traslazione a sinistra G 3 x — ax € G ¢ un diffeomor-
fismo di classe €“.

DimosTrAZIONE. Per la Proposizione [[.2.3]1’inisieme U, N G, che & un intorno
aperto di / in G per la topologia di sottospazio, ¢ omeomorfo ad un aperto dello
spazio vettoriale reale g. Poiché le traslazioni a sinistra L, : C™" 3 x — ax € C"™"
mediante gli elementi a di G sono omeomorfismi, ogni punto a di G ha un intorno
U, = a- (U, N G) omeomorfo ad un aperto di g. Consideriamo il corrispondente
atlante 7 = {(U,, X,) | a € Gy(k)}, con X,(x) = ¢(a”'x) per x € U,. Esso defini-
sce su Gy(k) una struttura differenziale di classe € per cui valgono le condizioni
(1) e (2). Infatti le funzioni di transizione

Vap 1 €UaNUp) 3 X — e(b™'a- e(X)) € e(Uy N Up)

sono analitiche reali. O
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Osservazione 11.2.5. Le ¢, sono funzioni razionali: si possono esprimere
cio¢ come rapporti di polinomi nei coefficienti delle matrici X.

Ricordiamo le definizioni di alcuni gruppi classici e delle loro algebre di Lie.
Indichiamo con I la matrice identita in C'*" e con J la matrice antisimmetrica non

degenere
J= (_01 (I)) c c2nxan.
On) ={acR™ |d'a=1 (gruppo ortogonale),
SO(n) = {a € O(n) | det(a) = 1} (gruppo speciale ortogonale),
o(n) = {X e R | X" + X = 0} (algebra delle matrici antisimmetriche reali),
On,C)={acC™ |a'a=1 (gruppo ortogonale complesso),
SO(n,C) ={a € O(n,C) | det(a) = 1} (gruppo speciale ortogonale complesso),
o(n,C) = {X € C"™"| xT+x= 0} (algebra delle matrici antisimmetriche complesse)
Un)={acC™|a*a=1) (gruppo unitario),
un) ={(XeC”" | X" +X =0} (algebra delle matrici anti-hermitiane),
SU(n) = {a € U(n) | det(a) = 1} (gruppo speciale unitario)
su(n) = {X € u(n) | traccia(X) = 0} (algebra delle matrici anti-hermitiane a traccia nulla)
Sp(n,C) = {a € C*™>* | q¥ Ja = J}, (gruppo simplettico complesso),
sp(n, C) = {X € C?™" | XTJ + JX =0}, (algebra simplettica complessa)
Sp(n,R) = {a e R*" | a" Ja = J), (gruppo simplettico reale),
sp(n,R) ={X € R2<21 | X'y+Jx = 0}, (algebra simplettica reale)
Sp(n) = Sp(n, C) N U(2n) (gruppo unitario quaternionico)
sp(n) = sp(n, C) N u(2n) (algebra anti-hermitiana quaternionica).

Il gruppo unitario quaternionico si chiama anche iper-unitario.
Dal Teorema ricaviamo immediatamente

TeoreEmA 11.2.6.
SO(n) é una varieta di classe € e dimensione n(n — 1)/2.
SO(n, C)) e una varieta di classe € e dimensione n(n — 1).
U(n) é una varieta di classe €° e dimensione n>.
Sp(n, C) ¢ una varieta di classe €“ e dimensione 2n(2n + 1).
Sp(n,R) ¢ una varieta di classe € e dimensione n(2n + 1).

Sp(n) é una varieta di classe €* e dimensione n(2n + 1).

Osservazione I1.2.7. Tutti i gruppi nel Teorema [I1.2.6|sono connessi. I gruppi
O(n) ed O(n, C) sono formati ciascuno da due componenti connesse, omeomorfe
ad SO(n) ed SO(n, C), rispettivamente. I gruppi SO(n), O(n), U(n), Sp(n) sono
compatti. I gruppi SO(n, C), O(n,C), Sp(n,C), Sp(n, R) non sono compatti.
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OsservazionE I1.2.8. Le matrici antisimmetriche reali e le matrici anti-hermitiane
hanno autovalori puramente immaginari. Quindi la trasformata di Cayley ¢ definita
su tutte le algebre di Lie o(n), u(n), sp(n).

Oltre ai gruppi di Lie reali e complessi descritti sopra, ricordiamo le definizioni
di alcuni gruppi reali non compatti. Sia

1
fpa = ( ' _Iq)’

ove abbiamo indicato con [; la matrice identita k X k. Poniamo allora
O(p, q) = fa e RP¥*P*D | o', .a=1,,} (gruppo ortogonale di segnatura (p, q)),
SO(p,q) = O(p,q) N SL,,(R) (gruppo speciale ortogonale di segnatura (p, g)),
U(p,q) ={la e GL,((C) | a*l,qa =1, (gruppo unitario di segnatura (p, q)),

SU(p, q) = U(p,q) N SL,,4(C) (gruppo speciale unitario di segnatura (p, g)).

I1.3. I gruppi SL,(C), Sp(1, C), SO(3, C), SL1(R), SO(1,2)

Sia ey, e, la base canonica di C2. Definiamo una forma alternata non degenere
su C? ponendo

(2.3.1) vAW=wl,w)- e Aes, Vv,wECZ.

11 gruppo Sp(1, C) consiste delle trasformazioni lineari di C? che lasciano invariata
la forma (2.3.1) e dunque coincide con SL;(C).

Consideriamo ora, sullo spazio C**? delle matrici complesse 2 X 2 la forma
bilineare simmetrica

N2, _fann an _ (b1 b2 2%2
(232)  wAB) =) aibj. VA—(a21 a22)’B —(,m bzz)EC :

11 sottospazio sl,(C) delle matrici di C?*2 con traccia nulla ha dimensione tre. Una
base di sl (C) consiste delle matrici

1 0 01 0 0
o -1/ \0 0)° \1 O
ed in tale base la matrice associata alla restrizione k ad sl>(C) della forma (2.3.2) &
2 00
0 0 1
010

ed ¢ quindi non degenere. Le trasformazioni lineari di sl(C) che lasciano invarian-
te la forma x formano quindi il gruppo ortogonale complesso O(3, C).
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Per ogni a € GL,(C), l’applicazioneﬂ
Ad(a) : CP? 5 X - aXa ' e C¥?

& un isomorfismo dell’anello degli endomorfismi lineari di C? che preserva le
tracce. Trasforma quindi sl;(C) in sé e preserva la forma x.
Abbiamo

Prorposizione 11.3.1. L’applicazione
(2.3.3) SL>(C) 3 a — Ad(a) € SO3,C)
e un epimorfismo di gruppi con nucleo +1.

DmosTRAZIONE. Abbiamo, per ogni a, b, c € C,

a b\ (a b)\\_. (a*+bc 0 A2 _ a b
K((C —a)’(c _a))—tr( 0 a2+bc)_2(a +bc)——2det(c —a)'

Quindi una trasformazione C-lineare T di sl;(C) che preservi la forma K preserva
sia la traccia che il determinante delle matrici di sl;(C) e quindi i loro autovalori. A
meno di comporre la T con una opportuna Ad(a), con a € SL,(C), possiamo quindi

supporre che T lasci fissa la matrice Q = ((1) _01) e quindi il suo k-ortogonale

oo

Inoltre, poiché H ¢ un piano iperbolico, la T o lascia invarianti o scambia tra loro

le sue due rette isotrope
00
aeC} e {(b O)bec}.

{9

Se T € SO(3, C) allora lascia invarianti ciascuna delle due rette isotrope ed & quindi

della forma
0 a 0 Aa
T(b O)_(ub 0), con A,u € C.
Da

0 a) (0 a 0 Aa 0 Aa
Zab_K((b 0)’(19 0))—1(((#]) 0)’(/1b 0))—2/1,uab, Ya,b e C

segue che 0 # u = A~!. Se 77 & un numero complesso con 7> = A, abbiamo allora

a,beC}.

_ag[? O
r-nd] ).
Questo dimostra che la (2.3.3) & un omomorfismo surgettivo e, considerando il caso
A =pu =1, cheil suo nucleo ¢ +/. O

3La corrispondenza che associa ad ogni a € GL,(C) la trasformazione lineare Ad(a) €
GL,,,(C) definita da Ad(a)(X) = aXa™' per X € C™" si dice la rappresentazione aggiunta di
GL,(C). Il nucleo della rappresentazione aggiunta & costituito dai multipli dell’identita in GL,,(C) e
il luogo dei punti fissi di Ad dai multipli dell’identita in C™".
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Restringendoci alle matrici a coefficienti reali, otteniamo analogamente

Proposizionk 11.3.2. L’applicazione

(2.3.4) SL;(R) 3 a — Ad(a) € SO(1,2)
definisce un omomorfismo surgettivo sulla componente connessa dell’identita di
SO, 2), con nucleo 1. O

OsservazioNe 11.3.3. Sia B € R¥3 una matrice reale simmetrica di segnatura
(1,2). Allora SO(1,2) ~ SOg(R). Gli elementi di SOg(R) trasformano in sé il
cono C = {v € R? | xBx" > 0}. Esso & formato da due componenti connesse, che
possiamo indicare con C; e C_. La componente connessa dell’identita di SOg(R)
consiste delle trasformazioni x per cui x(Cy) = Cy ed x(C-) = C_.

Le due componenti connesse si possono evidenziare anche utilizzando la de-

- . . 1 .
composizione di Cartan (Teoremdll.13.5). Infatti, posto B = ( ), il sotto-

-L
gruppo SO(1,2) N U(@3) di SO(1,2), & un suo sottogruppo compatto massimale, e
quindi un suo retratto di deformazione, e consiste delle matrici

(6 a) cone==x1,a€ OQ2) e deta=¢e.

IL4. La quadrica di CP° ed alcuni omomorfismi di gruppi

Consideriamo lo spazio vettoriale complesso A%(C*), di dimensione 6, dei due-
vettori complessi alternati. Sia ey, e2, 3, e4 la base canonica di C*. Definiamo una
forma bilineare e simmetrica su A2(C*) ponendo

(2.4.1) aAB=(alp) - e AexAesAes, Va,pe AX(CH.

Nella base canonica

2.4.2) et Ney, egt Ne3, e1 Neg, ex Ne3, e4 Ney, e3 N\ ey
di A%(C*) 1a matrice associata alla forma (- | -) &

00 0001

00 0 O0T1FPO

00 01 O0O0

001 00O

01 0 O0O0O0

1 00 0 0O

e quindi la forma ¢ non degenere.

La forma (- | -) ci permette di rappresentare 1’insieme dei piani per 1’origine
di C* come punti di una quadrica proiettiva. Ricordiamo che ogni elemento di
A*(C*) ha rango pari. L’elemento nullo & quello di rango 0, gli elementi di rango
due sono tutti e soli quelli che si possono scrivere nella forma v; A vy con vy € v,
lineramente indipendenti, quelli di rango quattro si possono scrivere nella forma
V1 A vy + V3 A v4 per una base vy, vp, v3, v3 di Cc*,

Lemma I1.4.1. Sia 0 # a € A%2(C*). Allora
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(1) a e isotropo, cioe {a. | a) = 0, se e soltanto se o ha rango due;

(2) a e anisotropo, cioe {a. | o) # 0, se e soltanto se o ha rango quattro;

3) sea=vi Avy e =wy Awy sono due elementi di rango due linearmente
indipendenti di A%(CH), allora {(a | BY = 0 se e soltanto se i due piani
(v1,v2) e (w1, wa) hanno una retta in comune. O

Un due-piano di C* si identifica, a meno di un fattore complesso, ad un elemen-
to di rango due di A%(C*). Quindi, come conseguenza del Lemmal|lL.4.1| possiamo
enunciare il

CoroLLARIO I1.4.2. La Grassmanniana Gy dei due-piani di C* si puo identifi-
care alla quadrica proiettiva complessa non degenere di CP°. O

OsservazioNE I1.4.3. G4 ¢ quindi una sottovarieta analitica compatta di CP?
di dimensione reale 8.

1l gruppo delle trasformazioni C-lineari di A*(C*) ~ C% che preservano la for-
ma bilineare simmetrica (- | -) ¢ il gruppo ortogonale complesso O(6,C). Le
trasformazioni di O(6,C) hanno determinante +1. Quelle di determinante 1 for-
mano il sottogruppo normale di indice due SO(6,C). Piu in generale, possiamo
considerare il gruppo CO(6, C) delle trasformazioni conformi per la forma (- | - ),
quelle cioe che la trasformano in un suo multiplo per uno scalare diverso da zero.

Abbiamo

ProposizionE 11.4.4. Per ogni a € GL4(C), I’applicazione C-lineare
(2.4.3) Ma) : A*(CH — A*(CY, te. Ma)(v1 Ava) = a(vy) A a(vp), Yy, v; € CH

soddisfa la condizione

(2.4.4) (Ma)@) | Ma)(B)) = det(@)a | B), Vo, p € A*(CH
ed ¢ quindi conforme per la forma (- | ).

L’applicazione
(2.4.5) A : GL4(C) — CO(6,C)

e un epimorfismo di gruppi con nucleo =I. Per restrizione otteniamo epimorfismi
di gruppi, con nucleo %I,

(2.4.6) {a € GL4(C) | deta = =1} = 0(6,C),

(2.4.7) SL4(C) 25 SO(6,C).

DimvosTrAzIONE. La (2.4.4) ed il fatto che A : GL4(C) — CO(6, C) sia un omo-
morfismo di gruppi seguono dalle proprieta del determinante. Dimostriamo ora
che tale omomorfismo ¢ surgettivo. Sia T € CO(6,C). Poiché la t trasforma ele-
menti isotropi di A%2(C*) in elementi isotropi di A%(C*), possiamo pensarla come
una trasformazione che manda piani di C* in piani di C*. Inoltre, poiché due piani
che si intersecano in una retta sono elementi isotropi non nulli distinti di A2(C*) tra
loro ortogonali rispetto alla forma (- | -), la T definisce una trasformazione dello
spazio proiettivo CP* delle rette per 1’origine di C* che preserva le collineazioni.
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Per il teorema fondamentale della geometria proiettiva 1’applicazione ¢ una omo-
grafia, che si ottiene per passaggio al quoziente da un’applicazione b € GL4(C).
Riscalando, otteniamo una a = k - b, con 0 # k € C, tale che Ma) = T. O

OsservAZIONE 11.4.5. GL4(C) e CO(6, C) sono varieta analitiche di dimensione
reale 32 e la ¢ un rivestimento differenziabile a due fogli.

SL4(C) ed SO(6, C) sono varieta analitiche di dimensione reale 30 e la (2.4.7)
¢ un rivestimento differenziabile a due fogli. Poiché SL4(C) & semplicemente con-
nessa, essa ¢ il rivestimento universale di SO(6, C), (quest’ultima varieta ha gruppo
fondamentale Z).

La restrizione della forma bilineare simmetrica (- | -) al sottospazio reale
A%(R*) ~ RO & non degenere di segnatura (3,3). Il gruppo delle trasformazioni
R-lineari che la lasciano invariante ¢ quindi il gruppo ortogonale reale di segnatura
(3, 3) ed otteniamo perciod

Proposizione 11.4.6. L’applicazione

(2.4.8) SL4(R) = SO(3.3)

e un epimorfismo di SL4(R) sulla componente connessa dell’identita di SO(3, 3),
con nucleo +1. O

OsservazionE [1.4.7. 11 gruppo SL4(R) € connesso, ma non semplicemente con-
nesso (ha gruppo fondamentale Z,). Il gruppo SO(3, 3) ha due componenti connes-
se. SL4(R) ed SO(3, 3) sono varieta analitiche di dimensione reale 15 e la (2.4.8) &
un rivestimento differenziabile a due fogli della componente connessa dell’identita
di SO(3,3).

Introduciamo su AZ(C*) un’involuzione anti-C-lineare %, definendola, sugli
elementi della base (2.4.2)), mediante

*xe1 Ney =e3 Neyg, kep Nez =eq Ney, k€1 Neg =ep Nes,
*e) Nez =e) Neq, keqg Ney =e1 Nes, xe3 Neg =e1 N er.

Sugli elementi della base canonica la matrice associata alla forma Hermitiana
simmetrica

(2.4.9) (o | B) = (a | *B), Ya, p € A>(CH
¢ la matrice identita.

Lemma I1.4.8. 11 gruppo delle trasformazioni C-lineari di A*(C*) che preser-
vano sia la forma simmetrica (- | -) che la forma Hermitiana simmetrica (- | -) e
isomorfo al gruppo ortogonale O(6).

DmosTrRAZIONE. Infatti

V ={a e AXCY | xa = a}
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¢ una forma realeﬁ] di A%(C*). Larestrizionea Vdi(- | -Yedi(- | -) coincidono
e definiscono un prodotto scalare su V. Se t ¢ una trasformazione C-lineare di
A%(C*) che preservasia (- | -) che (- | -), abbiamo
(@) | TP = (ot | *B) = (| B) = ((e) | T(B)) = (@) | *T(B)), Yau, p € A*(C).
Questo implica che *t = 1% e quindi che ©(V) = V, e la restrizione di t a V
definisce un elemento di O(6). Viceversa, una trasformazione ortogonale su V' si
estende in modo unico ad una trasformazione C-lineare su A%(C*), che preserva sia
(- | -)che(-|-). O
ProposizionNE 11.4.9. Per restrizione, la trasformazione \ in 2.4.5)), definisce
epimorfismi di gruppo

(2.4.10) {a € U@) | det(a) = +1} = O(6),
2.4.11) SU®@) 2> SO(6),

con nucleo +1.

DivosTrAzIONE. E sufficiente verificare che, se a € GL4(C) e Ma) preserva sia
(-] -Yche (- | -) alloraa € U(4) e ha determinante +1. Il fatto che det(a) = %1
segue dalla (2.4.4). Osserviamo poi che il fatto che A(a) commuti con I’operatore
* ci dice che la a trasforma due-piani ortogonali in due-piani ortogonali di C*.
Da questo ricaviamo che & una trasformazione C-lineare di C* che preserva I’or-
togonalita ed & quindi conforme per il prodotto scalare Hermitiano di C*. Avendo
determinante +1 ¢ allora unitaria. O

OsservazionE 11.4.10. SU(4) ed SO(6) sono varieta differenziabili analitiche
reali connesse e compatte di dimensione 15. Il gruppo SU(4) ¢ semplicemente
connesso e la (2.4.T1) il rivestimento universale, a due fogli, di SO(6).

Fissiamo ora una forma alternata non degenere w € A2([C*1%). Possiamo ad
esempio scegliere la forma a coeflicienti reali
(2.4.12) o =dx' Adx® +dx® A dxt,
dove abbiamo indicato con dx!,dx?,dx?,dx* la base duale della base canonica
e1,er,e3,eq4 di c,

Ricordiamo che il gruppo simplettico complesso Sp(2, C) si puo identificare al
gruppo delle trasformazioni C-lineari di C* che preservano la forma alternata w:

SP(2,C) = {a € GL4(C) | w(a(v1), a(v2)) = o(vi,v2), Yvi, vy € C*).

Possiamo considerare o come una forma lineare sullo spazio A%(C*). In parti-
colare,

(2.4.13) W = {a € A*2(CY | w(a) = 0)
& un sottospazio vettoriale complesso, di dimensione cinque, di A%2(C*), e

(2.4.14) erNey, eg1 Neq, exp Ne3, e3 Neyq, e Ne3—ex Ney

4Una forma reale V di uno spazio complesso W ¢ un suo sottospazio vettoriale reale tale che
VNniV={0leW=VaiV.



IL.4. LA QUADRICA DI CP3 ED ALCUNI OMOMORFISMI DI GRUPPI 41

¢ una base di W. La restrizione della forma (- | -) a W ha in questa base la matrice

o

—_

(=)
oo o=
N OO OO

00 0O

ed ¢ quindi non degenere. Osserviamo ancora che W ¢ I’ortogonale, rispetto alla
forma (- | -),die; Ae3+exAey.

Il gruppo delle trasformazioni C-lineari di W che preservano la forma (- | -) &
quindi il gruppo ortogonale complesso O(5, C). Ogni trasformazione t € SO(5, C)
si estende in modo unico ad una trasformazione T € SO(6, C), che coincide con
T su W e lascia fisso I’elemento e; A e3 + e> A e4. D’altra parte & chiaro che una
a € GL4(C) definisce una Ma) che lascia fisso e; A e3 + ex A e4 Se e soltanto se
appartiene al sottogruppo Sp(2, C). Otteniamo percio

Lemma I1.4.11. L’applicazione
(2.4.15) Sp2,C) 3 a — Ma)lw € SO(5,C)
e un epimorfismo con nucleo 1. O

Osservazione 11.4.12. Sp(2,C) e SO(5,C) sono varieta analitiche connesse
di dimensione reale 20; Sp(2,C) & semplicemente connesso e la (I.4.11)) ¢ un
rivestimento universale, differenziabile e a due fogli, di SO(5, C).

La restrizione della forma bilineare simmetrica (- | - ) al sottospazio reale
Wr = WNA2RY = {a e A’RY | o(a) = 0}

¢ non degenere ed ha segnatura (3,2). Poiché il gruppo delle trasformazioni che
preservano una forma bilineare simmetrica di segnatura (3,2) ¢ il gruppo ortogo-
nale O(2, 3) di segnatura (2, 3), otteniamo

Proposizione 11.4.13. La restrizione dell’applicazione ) in (2.4.5)) definisce un
omomorfismo di gruppi

(2.4.16) Sp(2,R) 3 a — Ma)lw, € SO(2,3),
surgettivo sulla componente connessa dell’identita di SO(2, 3), con nucleo +1. O

OsservazionE 11.4.14. Sp(2,R) e SO(2, 3) sono varieta analitiche di dimensione
reale 10. Sp(2,R) & connesso e semplicemente connesso, SO(2, 3) consiste di due
componenti connesse ¢ la (2.4.16)) il rivestimento universale, differenziabile e a due
fogli, della sua componente connessa dell’identita.

L’involuzione anti-C-lineare % lascia invariante il sottospazio W e trasforma
I’elemento e; A e3 + e A es nel suo opposto. In particolare, gli elementi di W che
sono lasciati fissi da % formano un sottospazio vettoriale reale Lr di dimensione
cinque su cui la (- | -) definisce un prodotto scalare Euclideo. Otteniamo percio:
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Proprosizione 11.4.15. La restrizione dell’applicazione \ in (2.4.5)) definisce un
epimorfismo di gruppi

2.4.17) Sp(2) 3 a — Ma)lr, € SO(),
con nucleo 1. O

OsservAZIONE 11.4.16. Sp(2) e SO(5) sono varieta analitiche connesse e com-
patte di dimensione reale 10. Sp(2) ¢ semplicemente connessa e la (2.4.17) ¢ il
rivestimento universale, differenziabile e a due fogli, di SO(5).

I1.5. Varieta di Stiefel reali

Dermizione 11.5.1. La varieta di Stiefel reale V, ,,(R) € I'insieme degli m-
riferimenti ortogonali di R”. T suoi punti sono cio¢ le m-uple Vv = (vi,...,v,)
di vettori ortonormali di R”.

Identificando ¥ = (vy, ..., v,,) alla matrice nXm con colonne vy, . . ., v,, ottenia-
mo un’immersione naturale di V, ,,(R) nello spazio Euclideo R™. Consideriamo
su 'V, »(R) la topologia di sottospazio.

La varieta di Stiefel V,,;(R) ¢ la sfera (n — 1)-dimensionale S =l c R" @
poi V,,-1(R) ~ SO(m), V,,(R) =~ O(n). Le varieta di Stiefel reali generaliz-
zano quindi, allo stesso tempo, le sfere, i gruppi ortogonali ed i gruppi speciali
ortogonali.

TeoremA I1.5.2. La varieta di Stiefel V,, ,,(R) e una varieta analitica compatta

. ) 2n—m—1
di dimensione %

DmosTRAZIONE. Abbiamo gia considerato i casim = 1, m = n— 1, m = n.
Supporremo quindi nella discussione che segue che 1 <m < n — 2.
Poiché
Vium(R) = {A € M(n x m,R) | ATA =1,},
ed abbiamo I’inclusione naturale

Vym@®) € S x o x 8" c R™,
m volte
il sottospazio V,,(R) di R"" & compatto perché chiuso e limitato.
Descriviamo ora un atlante di carte locali di V;, ,(R).

Definiamo in primo luogo una carta locale con centro in e = (ey, ..., e;), dove
abbiamo indicato con ey, ..., e, la base canonica di R". Sia U, I’aperto formato
dalle matrici v = (vy,...,vy) € ¥V, ,(R) tali che

1 1
vl “ e VJ

(2.5.1) det] : -, 1]|>0, perl<j<m.
v/ v,

Lo v
Vogliamo dimostrare che 1I’applicazione x, : U, — B" ! x --- x B"/ x --- x B*™™"
definita da

2 . it . . 1
xe(v):(vl,...,v’f,...,vj. ,...,v?,...,v%Jr R Vi)
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¢ un omeomorfismo. La x, ¢ senz’altro ben definita, continua ed aperta. Sara
quindi sufficiente dimostrare che la x, ¢ bigettiva. A questo scopo dimostriamo per
ricorrenzasu k = 1,...,m che

Ywi,...,wi) € B o x B"K, Aluy, ... ) € B' x -+ x B tali che
1 1
vl ---v.
Py /
(”1 u2 uk)eV,,,k e det| : . i |>Operl<j<k
N

i J
Per k = 1 abbiamo

1 n .
= \J1-D WP
V1 izzlvll

Supponiamo ora k > 1 e che valga la (P;). Abbiamo quindi gia ottenuto i vettori

V1i,..., V¢ € la condizione che la diseguaglianza in (2.5.1)) valga per j = k, ci di-
ce che vy, ..., Vi, €k+1, ..., €5 € una base di R”. Utilizzando il procedimento di

ortogonalizzazione di Grahm-Schmidt possiamo ottenere in modo unico una base
ortonormale a = (ay, ..., a,) ponendo

a; = v; sel <i<k,

a; = A; (e; - lj_:lla;aj) cond; >0,sek<i<n.

Qui ai. = (eila;) sono le componenti i-esime del vettore a;. I vettori a; coni > k
sono definti per ricorrenza, in quanto la definizione di ciascuno di essi utilizza i
vettori precedenti, e i loro coefficienti dipendono analiticamente dai coefficienti vi;
perl<h<keh<j<n.

Osserviamo ora che

1 0 0

ale Vi+l) = 0 ! 0
1o e ooy Vi+1 Ellc+] E£+] ii}

g ooy o,

k+1
k+1°

algebriche dei vil perl <h<k+1edh <k < n. Sevogliamo che la matrice v
soddisfi la diseguaglianza in (2.3.1]) per j = k + 1 occorre scegliere

k+1 _ _\" Jo2
k+1 — \/1 Zj:k+zlwk+l| :

Otteniamo allora i coefficienti di v¢,; moltiplicando a '(vi,...,Vk, Vis1)  sinistra
per a. Questo dimostra (Py+1) e quindi per ricorrenza la (Py) vale per tutti gli interi
kconl <k <m.

Otteniamo un atlante analitico reale &/ = {(Ug, x,) | a € O(n)} su V,, ,(R)
ponendo U, = a- U, ed x,(v) = xe(a~1v) perv=(vi,...,vy) € U,.

I coefficienti Eil di questa matrice, ad eccezione del coefficiente sono funzioni
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In particolare

B m(m+ 1)

dimg V,y,(R) = )" (0 =) = nm 5

h=1
O

11 gruppo speciale ortogonale SO(n) opera transitivamente sulle varieta di Stie-
fel V, »(R) per ogni 1 < m < n—1. Lo stabilizzatore di un punto ¢ isomorfo al
gruppo SO(n — m). Quindi:

Proposizione 11.5.3. Sia 1 < m < n. La varieta di Stiefel V,,,,(R) e connessa
per archi ed ¢ omeomorfa allo spazio omogeneo SO(n)/SO(n — m). Abbiamo la
successione esatta di omotopi

- — mBO0@m-m) —— m(SO0n) —— T(Vum(R))

— (80 —-m) ——
(2.5.2)
- — mSO0@n-m) —— m(S0n) —— m(Vum(R))

— 0.

Siano k,m, n interi con 1 < k < m < n. L’applicazione
(2.5.3) VimR) 3 Vi, vm) = V1, vi) € Vig(R)

¢ una fibrazione localmente banale con fibra tipica V,_¢ ,,—r(R). Otteniamo quindi
una successione esatta in omotopia

— T (Vir(R))
(254 — H(Vym—k(R)) — mp(Vym(R)) —— ma(Vik(R))
— T (Vik(R) —
Otteniamo percio la

Proprosizione I1.5.4. Se 1 < m < n, la varieta di Stiefel reale V, ,(R), &
(n—m—1)-connessa e

Z sen—mepari,om=1,

2.5.5 Tn-m(Vpm(R)) =
( ) nn(Vnm(®)) {Zg sen—médisparied m > 2.
DimostrAZIONE. Ragioniamo per ricorrenza su m > 1. Poiché, come abbiamo
osservato in precedenza, V, 1 (R) = S la tesi & verase m = 1. Supponiamo
allora che m > 1 e che la tesi sia vera per le varieta di Stiefel reali V,,x(R) con
1 < k < m. Consideriamo la successione esatta (2.5.4) conk = m—1. Seh < n—m,
allora (V41,1 (R)) = mp(S™™) = 0, e m(V, m—1(R)) = O per ’ipotesi induttiva.
Quindi anche 75 (V,, ,(R)) = 0.
Dimostriamo ora la (2.5.5). Sappiamo che essa vale per m = 1.

SPer semplicita in questa, e nelle altre successioni esatte in questo paragrafo ometteremo di
indicare il punto base.
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Esaminiamo a parte il casom = 2. Perm =2,k =1ed h = n-2,1a (2.5.4)) da:

256) 7 =m (8" —o Z= 1, 2(8"D) —— mua(V,) — O

Per calcolare I’applicazione 4. in (2.5.6), consideriamo il diagramma commutativo
di fibrazioni
SO(n-1) —— SO(n) —— S§"°!

! ! |

Vie11R) —— V,oR) —— §°L

Otteniamo allora un diagramma commutativo

a1 (5" —2s 7, (SO = 1)) ——>  1y2(SO())

(2.5.7) H lp* l

Tt (87 =2 s (Vae g (R) ——— mpa(Va(R)).

Prima di procedere nella dimostrazione della proposizione, premettiamo alcuni
risultati relativi al gruppo ortogonale.

Lemma 11.5.5. Consideriamo [’applicazione ¥ : S" x S™ — S" definita da
(2.5.8) S"xS8"3 (x,y) > ¥(x,y) =y -2(xy)x € S".

Perognixe S", laS" >y — F(x,y) € S" ha grado (-1).

Perogniy e §", laS" 3 x —» F(x,y) € S" ha grado 1 — (-1)", cioe 2 sen ¢
dispari e 0 se n ¢ pari.

DIMOSTRAZIONE. Sia e, ey, ..., e, la base canonica di R,

Fissato x = e1, lay — F(ey,y) ¢ la sospensione della

1 1
S" 3 (x0, x1) = (x0,—x1) €S,
che possiamo anche scrivere, mediante 1’inclusione S ! ¢ C, come
S'sz—z=z7"'esh

Quindi la y — F(ey,y) ha grado (—1) e percio tutte le y — f.(y) = F(x,y) hanno
grado (—1).

Per dimostrare che le x — ¢,(x) = F(x, y) hanno grado 1 — (=1)", poiché §" ¢
connesso per archi, possiamo limitarci a considerare il caso speciale in cuiy = —ey,.
Scriviamo per semplicita ¥ = _,, . Consideriamo quindi I’applicazione

S"3x= (X0 Xy) 2 Y(X) = (2xnx0,...,2xnxn_1,2xi— )=02x,) -x—e,€S".

Abbiamo ¥(x) = ¥(—x). Quindi, se a : S" > x —» —x € §" & 'applicazione
antipodale, ¥ = ¢ o a. Quindi, poiché il grado della mappa antipodale & (—1)"*!,
da

deg(y) = deg(y o a) = deg(y) - (-1)"*"

otteniamo che deg(y) = 0 se n ¢ pari.
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Consideriamo ora il caso in cui n sia dispari. Osserviamo che y(S"~") = {—eg).
Possiamo quindi definire due applicazioni

) {z,//(x) se x € S, ) {—eo sex €S,

-y sexesS", Y(x) sexeS”.

L’elemento definito da ¢ in m,(S", eg) ¢ la somma delle classi di omotopia di i, e
W_. Poiché y_ =y, o a, abbiamo deg(¥_) = deg(y;), perché la mappa antipodale
ha grado 1. Quindi deg(y) = 2degdeg(y;). Osserviamo ora che ¥, (x) # —x per
ogni x € §". Quindi

(1 =-Wi(x)+tx cgn

I(1 = D) (x) + 1 x]

¢ un’omotopia di ¢4 con I’identita. Cio dimostra che ¥, ha grado 1, e quindi ¢ ha

S"xI3(x, 1) > ¥i(x,t) =

grado 2. O
La matrice della simmetria o, rispetto al vettore x = (xp,...,X,) € S" ¢la
1- 2x(2) =2X0X1 ... —2X0Xp
—2xox1 1 - 2x% cee —2X1Xp
Ox = .
—2x0X, —2x1%, ... 1- 2xﬁ

Il determinante di o € (—1). Definiamo ¢, : §” — SO(n + 1) mediante
$n:S" x> O x 0 U,

La restrizione di ¢, alla semisfera superiore S Tl = 8" N {x, > 0} trasforma la
coppia (S”,S"~!) nella coppia (SO(n + 1), (SO(n)). Consideriamo 1’applicazione
p:SOm+1)>g — gle,) € S™. Abbiamo
P(@(x)) = p(x)(en) = 0x © T¢y(€n)
=o0x(eg) = —¢¥+(x) VYxeS.
Possiamo quindi considerare 1’estensione di p o ¢ che si ottiene mandando tutta la
semisfera S” nel punto e,. L’applicazione che si ottiene ¢ la a o ¢, ed ha quindi,
poiché ¢, ha grado 1, grado uguale a (—1)"*!. Osserviamo infine che la restrizione
di ¢, all’equatore ¢ la ¢,,_1.
Questa applicazione ci permette di descrivere, nella successione esatta

7 = 1,(S") —2 s 7, 1(SO(M)) —— 7, 1(SO( + 1)) —> 0
il nucleo della ¢.. Abbiamo infatti

Proposizione 11.5.6. Il nucleo di . ¢ il sottogruppo ciclico generato da a =
A.(idgn). L’applicazione ¢,_; : S"~' — SO(n) rappresenta I’elemento (=1)" ' a.

Utilizziamo ora il diagramma commutativo (2.5.7). Poiché I'immagine p. o 4,
della classe di idg.-1 € 0 0 2[idg.—] a seconda che » sia dispari o pari, otteniamo la

(2.5.5). o
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I1.6. Varieta di Grassmann

Indichiamo con G, ;,,(R) I’insieme dei sottospazi vettoriali di dimensione m
di R". Sia M(n x m,R) ~ R™ lo spazio vettoriale delle matrici reali n X m, ed
indichiamo con M(n X m, m,R) I’aperto delle matrici di rango m di M(n X m,R).
Abbiamo una bigezione di G, ,,(R) sul quoziente

M X m,m,R)/ ~, ove X ~Y & dae GL(m,R) tale che X = Ya.
Questo ci permette di defnire la topologia di Gy, ,,(R).

ProposizioNe 11.6.1. 1] quoziente Gy, ,,(R) e uno spazio topologico di Hausdor{f,
connesso e compatto.

DmvostrazIONE. Per verificare che G, ,,,(R) ¢ connesso e compatto, basta os-
servare che ¢ uno spazio omogeneo per I’azione transitiva del gruppo speciale or-
togonale SO(n). Lo stabilizzatore di un punto ¢ isomorfo al sottogruppo chiuso

S(O(m) x O(n — m)) e quindi G,,,,(R) ¢ di Hausforff. O
Lemma 11.6.2. Sia B ~ GL(n,R) ’insieme delle basi di R".
Se € = (€1,....€) € B, indichiamo con mz : R" — R™ la proiezione che
associa av = Z?zlvlei ’elemento (vl, VM eR™,
L’insieme

Ues=1{pe Gn,m(R) | me(p) = R™}
e aperto in G, ,,(R) e l’applicazione

¢z : M(m x (n—m),R) — Upg

che associa alla matrice (x; ;) 1<i<m, I'm-piano
m<j<n

n n
€ +Z X1.i€jy +.s € +Z X i€
< ! jeme1” LISP > m j=m17J J>

e un omeomorfismo di M(m X (n—m),R) =~ RM=m) gy U,
Abbiamo percio

Proposizione 11.6.3. 1l quoziente G, ,,(R) e una varieta topologica connessa e
compatta di dimensione m(n—m).

ProposizioNE 11.6.4. Se € € %, indichiamo con xz : Uz — M(m X (n—m),R)
Uinversa di ¢z. La famiglia of = {Ug, xg}zc € un atlante analitico di G, ,,(R), in
cui le funzioni di transizione sono razionali.

Dermizione 11.6.5. G, ,,(R), con la struttura di varieta analitica reale definita
dall’atlante {Ug, x¢}, si dice la varieta di Grassmann degli m-piani di R".

Osserviamo che G, =~ RP* e quindi le varieta di Grassmann reali costitui-
scono una classe di varieta che comprende gli spazi proiettivi reali.

OsservazIONE 11.6.6. Otteniamo un atlante di G,, ,,(R) facendo variare € tra gli
elementi della forma (e;;,...,e;)con1 < iy <---ip, <n, 1 <y <+ <iy <1,

ottenendo cosi un atlante di cardinalita finita (;’1)
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Proposizione 11.6.7. Fissato un prodotto scalare su R", I’applicazione
(2.6.1) Grm(®R) 3 p = p* € Gppm(R)

che associa ad ogni m-piano p I’(n—m)-piano ad esso ortogonale ¢ un diffeomor-
ﬁsmoﬁ

Nello studio dell’omotopia delle varieta di Grassmann potremo quindi suppor-
re nel seguito che n > 2m.
Consideriamo I’applicazione naturale

(2.6.2) VimR) = Gppm(R)

che associa ad un sistema v € V,,,(R) di m vettori ortonormali il sottospazio p €
Gpnm(R) da essi generato. La (2.6.2) ¢ una fibrazione localmente banale con fibra
omeomorfa al gruppo O(m). Abbiamo quindi la successione esatta:

— 1 (Grm(R))
(2.6.3) — mOm) —— m(VemR) —— m(Gpm(R))
— mp-1(0(m)) ——

Lemma I1.6.8. Per ogni intero non negativo h ed ogni coppia d’interi positivi
m, k, con m < k, le applicazioni v, : 1,(O(m)) = 71(Virmm(R)) hanno immagine
nulla.

DmosTrAzIONE. Rappresentiamo V., ,,(R) come lo spazio delle matrici reali
M di tipo (k+m)xm tali che ' M M = I,,. Allora’inclusione ¢ : O(m) <= Vi m(R)
identifica O(m) al sottospazio delle matrici

0
L’omotopia F : O(m) X I — V,, ,(R) definita da

g cos2(tn/2) + I, sin’(t7/2)
F(g,t) =| (g — L) sin(tn/2) cos(tr/2)

On—2m,m

M, = (g) con g€ O(m).

definisce una retrazione di deformazione di O(m) sul punto base di V,,,,(R). Da
questo segue la tesi. O

In particolare, dalla successione esatta di Serre otteniamo le successioni esatte
corte:

(264) 0 - ﬂh(Vn,m(R)) —— nll(Gn,m(R)) — 72';,_1(0(7’)’1)) - O
Abbiamo percio, tenuto conto dell’omeomorfismo (2.6.1)),
TeorEMA 11.6.9. Siano 1 < m < n e v = min{m,n—m}. Per ogni h > 1 abbiamo

(2.6.5) (G m(R)) = 7a(Vyp(R)) © 711 (O()).

Per m = 1, ’applicazione ¢ una polarita proiettiva rispetto ad una quadrica senza punti reali.
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In particolare, poiché V, ,,(R) & semplicemente connesso per n—m > 1, otte-
niamo che

(2.6.6) 711Gy mR)=Zy Y>3 e 1<m<n
ed inoltre
Th-1(SO(v)) se2<h<n-v,
(2.6.7) (G mR) =1Z & m,-,—1(SO()) seh=n—-vepariov =1,

Zy ®my_y-1(SO(v)) seh=n—vedispariev > 3.
Se n’ > n, abbiamo un’inclusione naturale
(2.6.3) Gum(R) = Gy jm(R).

ProposizionE 11.6.10. L’applicazione np(Gy m(R)) = m5(Gy mn(R)) indotta dal-
la (2.6.8) ¢ un isomorfismo per ogni h < min{m, n—m} ed ogni n’ > n.

DivmosTrAZIONE. Infatti, se h < n—m, e consideriamo la partizione cellulare di
Gy m(R) data dalle celle di Schubert, lo scheletro / + 1-dimensionale di G, ,,(R) €
contenuto in Gy, ;,(R). O

I1.7. Varieta di Stiefel e di Grassmann complesse
In modo analogo definiamo le varieta di Stiefel e di Grassmann complesse.

Dermizione I1.7.1. La varieta di Stielfel complessa V,, ,(C) € costituita dalle
m-uple di vettori ortonormali di C".

Possiamo identificare V,, ,,(C) all’iniseme delle matrici complesse Z, di tipo nX
m, che soddisfano Z*Z = I,,. Osserviamo che V,, ;(C) = §2=1 < C”, che Vpn(C) =
U(n) e che V,,_1(C) =~ SU(n). Le varieta di Stiefel complesse generalizzano quindi
le sfere di dimensione dispari e i gruppi unitari.

Abbiamo:

ProposizionE 11.7.2. Per ogni 0 < m < n, la varieta di Stiefel V,,,,(C) é una
varieta analitica di Hausdorff, di dimensione reale m(2n—m), compatta e connessa
per archi. Essa e omeomorfa allo spazio omogeneo SU(n)/SU(n — m).

DmostrAzZIONE. V), ,,(C) € uno spazio topologico di Hausdorff compatto perché
¢ un sottoinsieme chiuso e limitato di C"". Possiamo definire la sua struttura dif-
ferenziale descrivendo una carta locale con centro in un punto vV = (vi,..., V).
Completiamo v, ..., v, ad una base ortonormale (vi,...,v,) di C". Assegnamo
numeri complessi z;, j per 1 < j < h < n e numeri reali y; per j = 1,...,m, tali
che y? + Y- 1 len I* < 1per ogni j = 1,...,m. Risulteranno allora univocamen-
te determinati numeri complessi z;, ;, per 1 < h < j < m tali che Im(z;;) = y;,

Re(z; ;) > 0 e detta Z la matrice Z = (zp,j) 1<h<n » Sia Z*Z = I,,. I numeri reali y; e
1<j<m
le parti reali e immaginarie degli z;,; con 1 < j < h < n sono le coordinate di una

carta locale con centro in V. La dimensione della varieta & quindi

Z’ZI[Z(n -pD+11=m@2n+1)-mim+1) =2nm - m* = m(2n — m).
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Chiaramente il gruppo speciale unitario SU(#n) opera transitivamente su V,, ,,(C),
con isotropia SU(n —m). Quindi V,, ,,(C) ¢ omeomorfo al quoziente SU(n)/su(n—m)
e percid compatto e connesso per archi. O

Prorosizione I1.7.3. La varieta di Stiefel complessa ¥V, ,,(C) é (2n—2m)-connessa
e 7T2n—2m+1(Vn,m(C)) =Z.

DimostrAZIONE. Fissato un intero k£ con 1 < k < m, I’applicazione
(2.7.1) Voum(©C) 3 (viy.ooyvm) = (v, ..., vi) € Vi (C).

¢ una fibrazione localmente banale con fibra tipica V,_ ;,—x(C). Otteniamo quindi
una successione esatta

—> T+l (Vn,k (C))
(272) — ﬂh(Vn—k,m—k(C)) — nh(Vn,m(C)) _— ﬂh(Vn,k(C))
— T 1 (Vi (C)) ——

Ragioniamo per ricorrenza sum > 1. Per m = 1, V,,1(C) = §2"~!, e sappiamo che
la sfera di dimensione (2n — 1) ¢ (2n — 2)-connessa. Supponiamo orache m > 1 e
che, per ogni r con 1 < r < m la varieta di Stiefel complessa V,, .(C) sia (2n — 2r)-
connessa. Utilizziamo la successione esatta (2.7.2) con k = 1. Poiché per I’ipotesi
induttiva V,,_1 ,,_1(C) & (2n — 2m)-connesso e V,, 1(C) = $?"~! & (2n - 2)-connesso,
otteniamo che 75 (V,,,,(C) € (2n — 2)-connesso.

Utilizziamo ancora la successione esatta (2.7.2) conk = (m—1)ed h = 2n—2m.
Poiché V,, ,,-1(C) & (2n — 2m + 2)-connessa, otteniamo 1’isomorfismo

Ton-2me1(Vm(©)) = 72n-2me1 (Vnoms1.1(C)) = onoms1 (S22 = Z.

L’ applicazione
(2.7.3) Vam(©) 3 i, oo svm) = Vi V) € Gum(C)

¢ una fibrazione localmente banale con fibra tipica U(m). Otteniamo quindi una
successione esatta d’omotopia

— Th1(Grm(C))
274) —— mUm) —— mVeu(©) —— m(Grm(©)

— o (Um) —— 1 (Vyn(C)) ——

Con una dimostrazione analoga a quella del Lemma otteniamo

Lemma 11.7.4. Se 1 < m < 2m < n, allora Uapplicazione n;,(U(m)) —

1 (Vm(C)) in ha immagine nulla.

Questo di da, per ogni intero 4 > 1 e per 1 < m < 2m < n, le successioni esatte
corte

(2.7.5) 0 = mh(Vpm(C)) —— mn(Gpm(C)) —— mp—1(U(m)) — 0.

Otteniamo percio il
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TeoremMaA I1.7.5. Sia v = min{m,n — m}. Allora, per ogni 1 <m <nedh > 1
(2.7.6) TR(Gnm(C)) = mp(Vy,y (C)) & 71 (U(Y)).
DimosTrAZIONE. Se 2m < n, la tesi segue dalla (2.7.5). Per completare la

dimostrazione, € sufficiente utilizzare I’omeomorfismo

2.7.7) Gun(C) 3 p = p* € Gyp-m(©),
dove p* & I’(n—m)-piano ortogonale a p, rispetto ad un prodotto scalare Hermitiano
in C". O

Otteniamo in particolare

1,1 (U(v)) sel <h<2n-2v,
Z® m,_2,(U(v)) seh=2n-2v,

e quindi 711(G,,,(C)) = 0 e m2(G;, ;u(C)) = Z perogni 1 <m < n.

(2.7.8) (G () = {

I1.8. Matrici di rango assegnato

11 gruppo prodotto GL,,(R) x GL,(R) opera sullo spazio vettoriale R”*" delle
matrici reali m X n mediante diffeomorfismi di classe “:

(2.8.1) GL,,(R) X GL,(R) X R™" 3 (a,b, X) — aXb~' € R™".
Le orbite di questa azione sono i sottospazi
M@m x n,k;R) = {X e R™" | rank (X) =k}, 0 <k < min{m,n}.

Proposiziong I1.8.1. Per ogni k = 0, ..., min{m, n} il sottospazio M(m X n, k;R)
di R™" ¢ una sottovarieta di classe € e dimensione k(n + m — k).

DIMOSTRAZIONE. Scriviamo le matrici di R™ " come matrici a blocchi
x! x! x! e Rkxk x2 ¢ Rlm=k)xk
x=|"1 "2 con 1 >l ’
X x2) X} e RFX0-H X1 ¢ ROm-Rxn-h),
L’insieme
Ui, = {X € M(n x n,k;R) |det X| > 0}
N . . I, 0). .
€ un intorno aperto di Xy = o o™ M(m X n, k;R). Definiamo una carta locale
in Uy, ;. mediante

d1x1, : Uxy 2 X = (X], X5, X3) € GL; (R) x R0 5 glm=kxk

ove abbiamo indicato con GLZ(R) I’aperto delle matrici reali in R¥ che hanno
determinante positivo.
11 fatto che questa sia una carta locale si puo verificare osservando che 1’appli-
cazione | |
(X%, X7) = (?2 X2 )1(2—1 1)
1 XXX

¢ 'inversa di ¢p,, 7,
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Se (a,b) € GL,,(R) x GL,(R), la coppia che consiste dell’aperto U, =
aU;, 1 b e dell’omeomorfismo ¢, 5(X) = ¢y, 7 (a"'Xb™!) & una carta locale in
M(m x n,k;R), e & = {(Ugp, dap) | (a,b) € GL,(R) X GL,(R)} & un atlante
di classe € di M(m X n, k; R). Poiché GL;(R) ¢ un aperto di R*k 1a dimensione
di M(m x n,k;R) & k% + k(n — k) + (m — k)k = k(m + n — k). O

I1.9. Varieta dei sottospazi Lagrangiani reali

Sia V uno spazio vettoriale reale di dimensione pari 2n ed o € A*>V* una forma
bilineare alternata non degenere su V.

Dermizione I11.9.1. Un sottospazio W di V € totalmente isotropo se w(wy, wy) =
0 per ogni wy,wp € W.

Un sottospazio totalmente isotropo massimale, cio¢ di dimensione n, si dice
Lagrangiano.

Sia Wy un sottospazio Lagrangiano di V. Una base e, . .., e, di Wy si completa
ad una base ey, ..., ey, di V con

1 se j—i=n,

(2.9.1) w(ej,ej) =4 —1 sei—j=n,
0 seli—j| #n.

Un sottospazio Lagrangiano W trasversale al sottospazio Lagrangiano {e+1,. .., ep)
ammette una base g1, ..., &, con

2n .

gj=e¢;+ Zi:n+1xije,-, 1< J<n.
Nella base ey, ..., e, la matrice associata ad w ¢
0 I

2.9.2 .
292 15 o)

La condizione che W sia Lagrangiana si esprime, in termini della matrice (X) che

esprime i vettori (g1, . .., &,) nella base ey, . . ., ep,, mediante

a,xH (_01 (I)) ()I() =X-X"=0.

Quindi X & una matrice simmetrica n X n.
Indichiamo con Simm,, lo spazio vettoriale reale di dimensione @ delle
matrici simmetriche reali n X n. Le inverse delle applicazioni

Simm, 3 X = (x; )1<i,j<n

!

<ej + Ziz:n_;_]xijenﬂ’ I<j<me{WeM|W M (ens1s ..., em)},

al variare di ey, ..., ey, nell’insieme delle basi di V in cui la matrice associata ad
o abbia la forma (2.9.2), definiscono un atlante analitico e quindi una struttura di
varieta analitica di dimensione @ su M.



I1.10. VARIETA DEI SOTTOSPAZI LAGRANGIANI COMPLESSI 53

Se g ¢ un prodotto scalare su V, risulta definita un’applicazione lineare J €
GLR (V) tale che
(2.9.3) ov,w) =g(Jv,w), Yv,weV.
Un prodotto scalare g su V ¢ compatibile con o se J ¢ un’anti-involuzione di V, se
ciog J? = —1.

Ad esempio, se ey, ..., e, & una base di V per cui valga la (2.9.1)), il prodotto
scalare definito da

1 sei=j,
294 nei)=0;;=
( ) g(e; e]) i,j {0 sei# ],

¢ compatibile con .

In questo caso la J definisce su V la struttura di uno spazio vettoriale complesso
di dimensione n e la
(2.9.5) viw) = gv,w) + in(v,w)
definisce un prodotto scalare Hermitiano. Abbiamo:

Sp(n,R) = {a € GL,(R) | w(a(v), a(w)) = o(v,w), Yv,w € V},
Sp(n,R) N O2n) = {a € Sp(n,R) | gla(v),a(w)) = glv,w), Yv,w € V} ~ U(n).

Il gruppo U(n) opera transitivamente su M. In particolare M € connesso e compatto.

Lo stabilizzatore di un sottospazio Lagrangiano ¢ il gruppo ortogonale O(n) ed
abbiamo quindi una fibrazione naturale

(2.9.6) m:Um) — M ~U()/Om) con fibra O(n).
Otteniamo la successione esatta di omotopia

- — m(0m) —— mUn) —— m(M) ——

— -1 (0(n) ——
da cui si possono calcolare i gruppi di omotopia di M a partire da quelli dei gruppi
unitari e del gruppo ortogonale. In particolare, per quanto riguarda il gruppo fon-
damentale, dal momento che U(n) ed M sono connessi, ed O(7) ha due componenti
connesse, abbiamo una successione esatta
1 (0m) —— mUn) —— m((M) Zy 0,

~ 7 ~ 7,

da cui ricaviamo che (M) = Z.

I1.10. Varieta dei sottospazi Lagrangiani complessi

Fissiamo una forma bilineare alternata non degenere w su C>" e sia M il sot-
toinsieme della Grassmanniana G, ,(C) formato dai sottospazi Lagrangiani di C2n,
cioe¢ dai p € Gy, ,(C) tali che w(z, w) = 0 per ogni z, w € p. Dico che p ¢ una varieta
connessa e compatta.

Identifichiamo C?" con lo spazio H" delle n-uple di quaternioni, facendo cor-

rispondere ad (i) I’elemento x + jy. Ricordiamo che ¢ x + jy = ¥ — jy. Possiamo
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scegliere le coordinate in modo che il prodotto scalare standard su H" sia definito
da

(qilg)m = (5 = jyD(xn + jv1) = x5x1 + Y5y + j(xbyr = yixn)
= (q1lg2)cr + jw(q1,q2),
ove g1 = X1 + jy1,q2 = X2 +iy2, X1, X2, ¥1,y2 € C".

Ragionando come nell’esempio precedente, possiamo identificare gli n-piani La-
grangiani agli n-piani complessi generati da una base ortonormale di H". Quindi il
gruppo Sp(n) opera transitivamente su M. Lo stabilizzatore di py = {ey, ..., e,)c in
Sp(n) ¢ il gruppo unitario U(n). Quindi M =~ Sp(n)/U(n) ¢ una varieta connessa e
compatta di dimensione n(2n+1)—n? = n(n+1). Osserviamo che M ha dimensione
pari ed in effetti ¢ una varieta complessa compatta di dimensione n(n + 1)/2.

I1.11. Varieta di sottospazi proiettivi di una quadrica proiettiva reale

Sia b una forma bilineare simmetrica in R”, di segnatura (v,n — v), con 2v < n.
La quadrica proiettiva Q ¢ RP""!, definita dall’equazione omogenea b(x, x) = 0,
ha indice di Witt (v—1), contiene cioe sottospazi proiettivi di dimensione (v—1). Per
ogni intero i con 1 < h < v, indichiamo con M}, I’insieme dei sottospazi proiettivi
di dimensione (42— 1) contenuti in Q, ovvero dei sottospazi lineari di dimensione
h totalmente isotropi rispetto alla forma b. Per il teorema d’estensione di Witt, il
gruppo O(v, n—v) opera transitivamente su M, che ¢ quindi uno spazio omogeneo.

Per calcolare la dimensione di M}, scegliamo una base di R” in cui la matrice
associata a b sia

I,
B= L2y
I,

L’algebra di Lie di o(v,n — v) si rappresenta in queste coordinate come 1’algebra
delle matrici

X=[x1 X2 X3

“
X1,1 —X X1,3
23 x1,1 € R, x13,x31 € 0(v),
» con (n—2v)xv
X220 € O(Yl - 2V), X21,X23 € R .

o .t
B X TX

Il punto pg = ey, ..., ey appartiene ad Mj,. L’algebra di Lie dello stabilizzatore di
po ¢ caratterizzata dal fatto che le prime 4 colonne delle matrici x2; ed x31 sono
nulle e sono nulli gli elementi delle prime /4 righe ed ultime v—/ colonne delle x; 1.
Poiché x3 | & antisimmetrica, queste sono A(v—h)+h(n—2v)+hv— @ condizioni

indipendenti. Questo numero ¢& lo stesso della dimensione di M;,. Abbiamo percio
h(h+1)  h(2n—-3h-1)
2 2 '

Essendo un sottospazio chiuso della grassmanniana G,, 5, la varieta M, ¢ compatta.
Verifichiamo che essa ¢ anche uno spazio omogeneo del gruppo compatto O(v) X
O(n — v). A questo scopo ¢ piu conveniente scegliere le coordinate in R” in modo

dim M, = h(n — h) -
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che la matrice associata a b sia

I
B =" :

Scriviamo i vettori # di R" come somme u = v+ w, dove v € R} = {ey,...,ey),
weRIY =(eys1,...,ey). Siap € Mpesiauy =vi+wiy,...,u, = vy +wy, una base
di p. I vettori vy, ..., v, sono linearmente indipendenti in R}, ed i vettori wy, ..., wy,
linearmente indipendenti in R}, Se scegliamo i vy, ..., v, in modo che formino
un sistema ortonormale in R}, da

0 = b(vi + wi,vj + wj) = (vilv;) — (wijlw;) (prodotti scalari standard in R"),

ancheiwy, ..., wy formano un sistema ortonormale in R!"”. Viceversa, se vq, ..., vy
e wi,...,wp sono due sistemi ortonormali in R}, ed R!™” rispettivamente, allora
p ={vi +wi,...,vy +wp)eun punto di M. Quindi il gruppo SO(v) x O(n—v), ed
anche il suo sottogruppo SO(v) X SO(n —v) se 2h < v, opera transitivamente su My,
Lo stabilizzatore di pg = {(e1+¢€y+1,...,en+eyin) € SO XSO(v—-h)xXO(n—v—h)
in SO(v) X O(n—v), e SOh) Xx SO —h) x SO(n—v —h)in SO(v) X SO(n — v) se
2h < v. In particolare, M}, ¢ connessa se 2h < n, ha due componenti connesse se
2h =n.

I1.12. Varieta di sottospazi proiettivi di una quadrica proiettiva complessa

Sia Q una quadrica non degenere di PC". Per ogni intero non negativo h con
2h + 1 < n, la grassmanniana M}, degli h-piani proiettivi contenuti in Q ha una
struttura naturale di varieta analitica compatta. Inoltre, M, &é connessa se 2h+1 < n,
ha due componenti connesse se 2h + 1 = n.

Possiamo supporre che la quadrica sia descritta in coordinate omogenee da
0 = {z'z = 0}. Osserviamo che M, = Q. Per il teorema di cancellazione di Witt, il
gruppo O(n + 1,C) = {x € GL,+(C) | x'x=1 opera transitivamente su Mp, che
quindi ¢ una varieta analitica. Per dimostrare che M), ¢ compatta, verifichiamo che
la forma compatta O(n + 1) di O(n + 1, C) opera transitivamente su Mj,.

Un punto di M & rappresentato da un (k+1)-piano p di C"*! totalmente isotropo
rispetto alla forma b(z,w) = z'w. E p N R"™*! = 0, perché tutti i vettori reali
sono anisotropi. Dico che p ammette una base ugy + ivg, u; + ivy, ..., u, + ivy, ove
UQs Uy -+ s Ups VO, Vi, - ..,V & un sistema ortonormale di (2h + 2) vettori di R™*!,
rispetto al prodotto scalare Euclideo standard.

Fissiamo infatti un elemento non nullo zo = uy + ivg di p, con ug, vy € R
Abbiamo [lugl* = [[voll*> > 0 e (uglvo) = O (norme e prodotti scalari canonici in
R™1). Riscalando, possiamo supporre che ||ug|| = ||[vol| = 1. Supponiamo per ricor-
renza che 0 < k < h, ed abbiamo trovato un sistema ortonormale di (2k + 2) vettori
UQs - oy URs VO, - - -5 Vi di R con ug + ivg, ..., ux + ivg € p. La condizione che p
sia totalmente isotropo ci dice che (ug, ..., ) N p = (ug, ..., ug, vo, ..., viy* N p,
ove abbiamo indicato con I la perpendicolarita in C"*! rispetto alla forma bi-
lineare simmetrica b. Poiché (uy, ..., u) ¢ totalmente anisotropo, I’intersezione
(ug, . .., uxg)™ N p ha dimensione 7 — k > 0 e contiene quindi un vettore 7z =
Upsl + iVier # 0, CON Ugs, Vis] € R E (4g+1ve+1) = 0 e riscalando possiamo
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supporre che ||ug+1|| = [[ve+1ll = 1. Per costruzione uy, ..., Ugs+1, V0, - - -, Vktl € UN
sistema ortonormale di (2k + 4) vettori reali. Questo dimostra 1’affermazione.
Quindi, ogni sottospazio p di My ha una base della forma zg = ug + ivg, u; +

Vi, ... U + ivy, con u;,v; € R e tali che ug, uj, ..., up, Vo, Vi, ..., V) Sia un si-
stema ortonormale di vettori di R™"!. Viceversa, Se ug, i1, ..., Up, Vo, Vi, - .., Vy &
un sistema ortonormale in R™*!, I(h + 1)-piano (ug + ivy, uy +ivy,. .., u, + ivy) de-

finisce un punto p di M;,. Percio il gruppo O(n + 1) delle trasformazioni ortogonali
di R™! e se2h + 1 < n anche il suo sottogruppo SO(n + 1), opera transitivamente
su M. Poiché O(n + 1) & compatto, M), ¢ compatta e, poiché SO(n + 1) & connesso,
My, ¢ connessa se 2h+1 < n. Ogni (h+ 1)-piano p € M} ha un’unica struttura com-
plessa J espressa, rispetto alla base reale ug,...,v, da Ju; = —v;jper j =0,...,h
e le trasformazioni di O(n + 1) che lasciano fisso p sono quelle che si restringono
ad una trasformazione J-lineare, e quindi a un elemento di U(k + 1), su p. Poiché
queste trasformazioni ortogonali trasformano in sé [(p @ p) N R™ 1]+, otteniamo
M@i1y2 = O2m)/U(m) sen=2m—-1,h=m-1,
My ~SO(n+ 1)/ (Uh+ 1) x SO(n —2h - 1)) se2h+1 < n.
Possiamo utilizzare queste rappresentazioni per calcolare la dimensione reale my,
della varieta Mj,. E
dimg M(u41y2 = (0% = 1)/2 se n & dispari,
dimg My, =(h+ 1)2n—-3h-2) se2h<n+1.
Osserviamo che le dimensioni sono pari. In effetti, le varieta M) sono varieta
differenziabili complesse.

I1.13. Decomposizione di Cartan

Indichiamo con p(n) lo spazio vettoriale delle matrici Hermitiane simmetriche
in C™" e con P(n) il sottoinsieme di quelle definite positive.

Lemma I1.13.1. P(n) é una sottovarieta reale analitica di dimensione n* di
C™", L’esponenziale di matrici definisce un diffeomorfismo

(2.13.1) p(n) 3 A — exp(A) € P(n).

DivosTtrAZIONE. Se a € P(n), allora la matrice (1 —1)I,, + ta ¢ anch’essa definita
positiva, e quindi in particolare invertibile, per ogni ¢ € [0, 1]. Possiamo quindi
definire

1
(2.13.2) loga = (a— 1) f [(1 =D, +ta]™" dt, Vae P().
0

Poiché I’aggiunzione commuta con I’integrale e 1’operazione d’inversione di una
matrice, otteniamo che log ¢ un’applicazione a valori in p(n). Se A € p(n), possia-
mo diagonalizzarla mediante una a € U(n). Avremo ciog

A
aAa* = aAa™" = , condy,...,A, €R.
/17!
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Otteniamo allora

1 ﬂl_l /ln_l
e e
1 Ay=a'] di dt)a=A.
og(exp(A)) = a (fo lag((l_[)+texp/ll (1—t)+texp/1n) )a

N

In modo analogo si verifica che exp(log(a)) = a per ogni a € P(n). La (2.13.1) &
una carta globale su P(n) che definisce la sua struttura di varieta differenziabile e
quindi ¢ anche un diffeomorfismo di p(n) su P(n). O

TeoreMA I1.13.2 (decomposizione di Cartan per il gruppo lineare). Ogni ele-
mento x € GL,(C) si decompone in modo unico nel prodotto

(2.13.3) x = xxxp, conx; € Un), x, € P(n).
D . N T 1 . = s
IMOSTRAZIONE. Sia x, = Vx'x = exp(;log(x"x)) € P(n). E x, = Xy ed
xlz7 = x*x. Posto x; = xx_!, abbiamo
XXy = xx;lx;lx* = xx;2x* = x(x*x0) " x" = xx T = 1,

e quindi x; € U(n). L'unicita della decomposizione segue dall’unicita della radice
quadrata in P(n). O

Corovrrario I1.13.3. L’applicazione
(2.13.4) U@n) x p(n) 3 (x,X) — xexp(X) € GL,(C)
e un diffeomorfismo. O

Dermizione 11.13.4. Un sottogruppo G del gruppo lineare GL,,(C) si dice pseu-
doalgebrico se pud essere definito mediante un sistema di equazioni:

(*) G ={xeGL,(O)| fi(x,x) =0, ..., fy(x,x7) =0}

dove fi, ..., fy sono polinomi a coefficienti reali delle parti reali e immaginarie dei
coefficienti di x.

I sottogruppi pseudoalgebrici sono ovviamente chiusi.

TeoreEMA I1.13.5 (decomposizione di Cartan). Sia G un sottogruppo semialge-
brico di GL,(C). Se

(2.13.5) x'eG, VYxeG,
allora ogni elemento x € G si decompone in modo unico come un prodotto
(2.13.6) x=xxp, conx; € Um)NG, x, € Pn)NG.

Cororrario 11.13.6. Sia G un sottogruppo pseudoalgebrico di GL,(C), con
algebra di Lie g C gl,(C). Se vale (2.13.3)), allora I’applicazione

(2.13.7) (GNUm) X (gNp®) >3 (x,X) — xexp(X) € G,

e un diffeomorfismo.
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DmvmostrAzIONE. Per il Teoremal[I.13.5] ogni elemento x € G si scrive in modo
unico come
x=xxp con x; € Um), x, € P(n),
e, per Z133), x) = x*x € G.
Per il LemmgIL.13.T] vi & un unico elemento A € p(n) tale che x, = exp(A).
Diagonalizziamo A mediante una matrice a € U(n). Sia cio¢

aAa* = aAa”" = diag(1;,...,4,), condi,...,A, €R.

Il gruppo ad(a)(G) & ancora pseudoalgebrico in GL(n, C) e quindi le matrici
diagonali reali di ad(a)(G) formano un sottogruppo pseudoalgebrico Q di GL,(C).
Possiamo percio trovare un insieme finito di polinomi fi, ..., fy € R[xy, ..., x,,] tali
che la matrice diagonale reale diag (¢1,...,&,), con & ---&, # 0, appartenga a Q
se e soltanto se

fié1,é2,...,6) =0 per j=1,..,N.
Abbiamo allora, poiché xf,k = (x*x)* € G per ogni intero k, la

(2.13.8) fi(eh e My =0 VkeZz Vj=1,..,N.
Per concludere la dimostrazione, utilizziamo il seguente

LemMma I1.13.7. Sia f : R — R una funzione esponenziale-polinomiale della
forma:
N
(2.13.9) fy=Y ¢’ teR
j=1
concj,bjeReb; #bjsei+ j Se f siannullaperognite€ Z, allora f si annulla
perognit € R.

DivmosTrAZIONE. Poniamo exp(b;) = &;. Se f(1) = 0 per i valori interi ¢ =
0,1,...,N — 1, otteniamo in particolare che

(2.13.10) (€1, en)VErs. .. éN) = 0,
ove V(£1,...,€y) & la matrice di Vandermonde
1 1 1
&1 &H ... &
V... .en=| & & - &
P S

11 determinantcﬂ della matrice di Vandermonde &

detVigr, .= || &-é.

1<i<j<N

"Per dimostrare questa formula, ragioniamo per ricorrenza su N. La formula del determinante
di Vandermonde ¢ facilmente verificata nel caso N = 2. Supponiamo quindi N > 2 e la formula
vera per determinanti di Vandermonde di ordine N — 1. Sottraendo alla j + 1-esima riga &; volte la
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e quindi diverso da zero perché gli &, ..., &y sono tra loro distinti. La (2.13.10)
implica dunque che ¢y = ... = cy = 0. O

Concludiamo ora la dimostrazione del Teorema [XXVII.1.2l Per il Lemma
[1.13.7]appena dimostrato, dalla (2.13.8)) otteniamo che
fite, . .eM)y=0 VteR, j=1,..,N.

Quindi exp(2t(aAa*)) € Q per ogni ¢t € R e cid0 mostra che A € g N p(n). Allora
xp € G e percio x; = xx;l e GNUM®).

L applicazione (2.13.7) & continua e bigettiva, ed & un omeomorfismo perché
anche la sua inversa

Gox— (x(x*x)_%, Llog(x*x)) € (U(n) N G) x (p(n) N g)

¢ continua. Le due applicazioni sono analitiche reali perché restrizioni di diffeo-
morfismi analitici. O

OsservazionE I1.13.8. Un gruppo di Lie lineare G ¢ GL,(C) semialgebrico e
chiuso rispetto all’aggiunzione ha quindi una retrazione di deformazione sul suo
sottogruppo compatto U(n) N G. E in effetti un fibrato vettoriale differenziabile
banale con base U(n) N G. base

Nel CapitoloXX VIl diamo la lista di Cartan dei gruppi classici e ricaviamo le
loro decomposizioni di Cartan.

Esempio 11.13.9. Se G ¢ un sottogruppo semialgebrico e chiuso rispetto all’ag-
giunzione di GL,(C), allora K N U(n) ¢ il suo sottogruppo compatto massimale e
lo spazio omogeneo M = G/K si dice uno spazio Riemanniano simmetrico di tipo
non compatto. Per la decomposizione di Cartan, M ¢ diffeomorfo ad uno spazio
Euclideo. E possibile definire su M una metrica per cui il gruppo G sia un gruppo
di isometrie di M ed il gruppo delle isometrie di M abbia la stessa componente
connessa dell’identita di G.

Nei paragrafi precedenti abbiamo dato esempi di spazi omogenei su cui &
possibile definire una struttura di spazio Riemanniano simmetrico compatto.

Jj-esima, per j = 1,..., N — 1, otteniamo:
1 1 1 1
0 &H-& &6 N1
0 &&-6)  &E-6) . EnEv-§D
0 E&-6) SEG-E) . &En-E)

det V(£y,....£N)=det]

0 V2661 E7H&-£) . ENHEN-ED)

Raccogliendo il fattore (£; — £;) nella j-esima colonna, per j = 2,..., N, si ottiene

detV(&y,....En) = (& — €)oo (b — &) - det V(& ..., EN)

da cui la formula desiderata segue per I’ipotesi di ricorrenza.






CAPITOLO III
Fibrati principali

La nozione di fibrato principale generalizza il metodo del riferimento mobile
introdotto per lo studio delle curve gobbe ed ¢ fondamentale nell’impostazione di
Cartan del problema dell’equivalenza di strutture geometrico-differenziali.

II1.1. Prime definizioni

DermNizione 1I1.1.1. Siano € = (P N M) un fibrato differenziabile e G un
gruppo di Lie. Un’azione differenziabile a destra di G su § ¢ un’azione differen-
ziabile a destra di G su P che operi sulle fibre di E.

Richiediamo cio¢ che

(3.1.1) P,a=P,, Ype M, VaeG, ovveroche noR, =n, Ya €G.

In particolare, per ogni a € G, la traslazione a destra R, su P definisce un’equiva-
lenza di € in sé.

Dernizione 111.1.2. Un fibrato G-principale ¢ il dato di un fibrato differenzia-
bile &, di un gruppo di Lie G, che si dira il suo gruppo strutturale, e di un’azione
differenziabile a destra di G su & che sia libera e transitiva sulle fibre di &.

Richiediamo cio¢ che valga la (3.1.1)) e che inoltre
(3.1.2) VpeM, Voi,02€P, AlacG taleche oy =0 -a.

Indicheremo nel seguito con o-;l o I'unico elemento a € G percui oy = 01 -a.

Siag = (P 5 M) un fibrato G-principale.

Lemma II1.1.3. Per ogni o € P esiste un intorno aperto U di py = n(og) in M
ed una sezione o € I'e(U, P) tale che o(xo) = 0.

DimvosTrAzIONE. La fibra P, ¢ una sottovarieta propria di P. Per il teorema di
trasversalita di Thom, possiamo trovare un intorno aperto U di py in M ed un’ap-
plicazione f € €*(U, P) con f(pg) = oo ed f M P, in (po, o). In particolare
7o f ¢ un diffeomorfismo tra due intorni di pg e quindi, per un intorno aperto Uy
di po in U, I'immagine f(Uy) ¢ il grafico di una sezione o € I't(Uy, P) di § con
o(po) = 0p. o

Cororrario II.1.4. Ogni fibrato principale differenziabile é localmente bana-
le.

61
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DimosTtrAZIONE. Se U € un aperto di M e o € I's(U, P) una sezione di & su U,
I’applicazione U X G 3 (p,a) = o(p)a € 7~ Y(U) & una trivializzazione di & su U.
La tesi segue quindi dal LemmaIL.1.3] mi

DermNizione 111.1.5. Un suo atlante di trivializzazione o7 = {(Uy, 04) | @ € 1}
¢ il dato di un ricoprimento aperto {U, | @ € I} di M e, per ogni indice a € I, di
una sezione o, € I'e(U,, P).

Alla coppia (U, o) corrisponde la trivializzazione locale

(3.1.3) Go: Uy XG 3 (p,a) — 0o(p)-a € Ply, =1 (Uy).

Per ogni coppia di indici @, € I, con Uyg = U, N Ug # 0, otteniamo una
funzione ¥, g € € (U, p, G), definita da

(3.1.4) Yap: Usp 3 p — [oo(p)] 'os(p) €G.
Le (o5 | Ugp # 0} si dicono le funzioni di transizione dell’atlante .27 .

Proposizionk I11.1.6. Siano & un fibrato principale ed &/ = {(Uq, 0¢)}acs un
suo atlante di trivializzazione. Le sue funzioni di transizione {{/o g} soddisfano le
condizioni

(315) lﬁa,a(p) =e, Vp € Uw,(y =V,
(3.1.6) Vaplpy =Way Su Ua”g’y =U,N Ulg N Uy. O

TeoreMA I11.1.7. Siano M una varieta differenziabile, G un gruppo di Lie, {U,}
un ricoprimento aperto di M e ¥ = (o3 € € (Unp, G) | Uyp # 0O} una famiglia
di funzioni che soddisfino le (3.1.5), (3.1.6). Allora esiste un fibrato principale &
su M, con gruppo strutturale G, per cui le Y, g siano le funzioni di transizione di
un atlante di trivializzazione corrispondente al ricoprimento {U,}. Tale fibrato é
unico, a meno di diffeomorfismi che commutino con [’azione di G.

DivosTrAZIONE. Consideriamo, a partire dalla famiglia ¥, I’unione disgiunta

g _
Pt = |_|a€]U(, X G.
Perle (3.1.5) e (3.1.6), la
Uy xG>3(p,a)~(q,b) e Ug X G < (p=gq, a=,p(p)b)

¢ una relazione d’equivalenza su P, Poniamo P = P! /~ ed indichiamo con 1, :
U, x G — P! le applicazioni naturali. Detta @ : P¥ — P la proiezione nel
quoziente, otteniamo per ogni « applicazioni

G'QZUQXG —ﬂ——) ZQ(UQXG)CPﬁ —w—_> wola(UaXG)ZPlU

a’

che sono omeomorfismi su aperti di P. Risulta allora definita su P un’unica strut-
tura di varieta differenziabile che renda le &, diffeomorfismi.
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Definiamo 7 : P — M in modo che, per ogni indice «, il diagramma (ove la
seconda freccia orizzontale & I’inclusione)

Uy xG SLLEN P

prugl J’n

v, — M
. . . < . . . T .
sia commutativo. Otteniamo cosi un fibrato differenziabile € = (P — M), su cui
definiamo un’azione a destra di G mediante il diagramma commutativo

Foxidg

U, xGxG — PxG
(p,a,b)e(p,ab)l l(o‘,a)—m’-a

U‘y x G e P.
Ga
n(Ga(p,a)) = p,
0o(p,a)-b=bu(p,ab).
In questo modo § = (P N M) acquista una struttura di fibrato principale con

gruppo strutturale G.
Per ogni «,

Abbiamo cioe {

q:Uy3p— Fo(p,e)e P

¢ una sezione differenziabile di € su U, ed & = {(Uy,0,)} un suo atlante di
trivializzazione, con funzioni di transizione {i, g}.

Se& =P = M) ¢ un altro fibrato principale con gruppo strutturale G, che
ammette un atlante di trivializzazione &/ = {(U,,07,) | @ € I}, con 0";10','8 = Yap,
definiamo un’equivalenza f : P — P’ ponendo

f(Go(p,a)=0c,(p)-a, Yael, pelU,, acG.

La condizione che le {{, g} siano le funzioni di transizione di 7" ci dice che la f ¢
ben definita. O

II1.2. L’esempio degli spazi omogenei

Gli spazi omogenei sono una classe fondamentale di fibrati principali. Dal
Teoremd]l.8.3| segue infatti:

Teorema II1.2.1. Sia M una varieta differenziabile e G un gruppo di Lie che
opera transitivamente su M. Sia H lo stabilizzatore di un punto po € M e

m:G3x— xpge M.

Allora € = (G Ny ) e un fibrato principale con gruppo strutturale H. O
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II1.3. Morfismi di fibrati principali

Siano §; = (P; SN M;), i = 1,2, due fibrati principali, con gruppi struttura-
li G;. Saremo interessati essenzialmente ai casi in cui i due gruppi siano o uguali,
oppure uno un sottogruppo dell’altro.

Dernizione I11.3.1. Un morfismo di fibrati principali ® : & — &, € una tri-
pletta (f, F, ¢) in cui la coppia (f, F) definisca un morfismo di fibrati differenziabili

F
P]————>P2

3.3.1) m| |

M] T) MZ,

e ¢ : G| = Gy sia un omomorfismo di gruppi di Lie che renda commutativo il
diagramma

Fx¢
Py XG] E— PzXGz

(3.3.2) l l

Pl E— Pz,
F
in cui le frecce verticali sono definite dalle azioni dei gruppi.

Diciamo che @ = (f, F, ¢) : & — &; induce f trale basi, F tra gli spazi totali
e ¢ tra i gruppi di Lie.

Diciamo che ® = (f, F,¢) : & — &, & un’immersione se F & un’immersione.
In questo caso ¢ ¢ un monomorfismo di gruppi.

Se G| = G2 = G e ¢ ¢ I'identita, diciamo che ® : §; — &; & un morfismo di
G-fibrati principali.

Se F & un’inclusione, diciamo che ® = (f, F,¢) : § — & ¢ un’inclusione di
fibrati principali. In questo caso, se M| = M; ed f = Idy, diciamo che §; ¢ un
sottofibrato principale di &, o che ¢ stato ottenuto da &, mediante una riduzione
del gruppo strutturale, ovvero che &, & stato ottenuto da §; mediante un’estensione
del gruppo strutturale.

Proposizione 1I1.3.2. Sia & = (P N M) un fibrato principale con gruppo
strutturale G, e G’ un sottogruppo di Lie di G. Condizione necessaria e sufficiente
affinché & ammetta una riduzione del gruppo strutturale a G’ é che ammetta un
atlante di trivializzazione con funzioni di transizione a valori in G'.

DivosTtrAZIONE. LLa condizione € ovviamente necessaria. Dimostriamone la
sufficienza.

Fissato un atlante di trivializzazione .«7 = {(U,, 0,) | @ € I} di &€ con funzioni
di transizione Y, 3 = o';lo',g € (U, N Ug, G'), sia

P = Uael{a'a(p) calpeU,, acG'}.
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Con la struttura differenziabile per cui le
Y, : Uy xG' 3 (p,a) — o(p)-ac P NPy,

siano diffeomorfismi, P’ & una sottovarieta differenziabile di P. La restrizione 7’ =

7|p- definisce un sottofibrato differenziabile & = (P’ Ny ), che & principale con
gruppo strutturale G’, ed ¢ una riduzione di & a G’. O

OsservazionE I11.3.3. Se & € un fibrato principale con gruppo strutturale G, e G
€ un sottogruppo di Lie di un gruppo di Lie G’, esiste unico, a meno di equivalenze,
un fibrato principale &’ che si ottiene da § per estensione a G’ del gruppo strutturale.
Cid ¢ facile conseguenza del TeoremdlIL.1.7]

Lemma II1.3.4. 1l pullback di un fibrato G-principale ha un’unica struttura di
fibrato G-principale che rende I’applicazione naturale associata un morfismo di
fibrati G-principali.

DimostrAZIONE. Siam = (Q AN N) un fibrato G-principale. Sia f € €*°(M, N)
e consideriamo il pullback f*(n) di  mediante f. Il suo spazio totale ¢

Epm ={p, D) peM, 1€ Q, m(1) = f(p)}
ed ¢ un fibrato G-principale per 1’azione
(3.3.3) (p.0)-a=(p,7-a), Y(p,7)€Epq), YaeG.

Si verifica immediatamente che il morfismo associato, (f, f ,idg) : f*(m) = 1, con
f(p,T) = 7, &€ un morfismo di fibrati G-principali. O

Dermizione II1.3.5. 1I pullback f*(n), con la struttura di fibrato G-principale
definita dalla (3.3.3)), si dice il pullback o immagine inversa del fibrato G-principale 1.

I morfismi di fibrati G-principali sono completamente determinati dalle appli-
cazioni indotte tra le basi. Vale infatti la

Proposizione I11.3.6. Siano § = (P =, M), n=(Q o, N) due fibrati G-
principali ed f € €%(M,N). Condizione necessaria e sufficiente affinché esista
un’applicazione differenziabile F € € (P, Q) per cui (f, F,idg) : € — 7 sia un
morfismo di fibrati G-principali, é che § sia equivalente ad f*(n).

DimostrAzZIONE. Sia & = (P =, M) un fibrato G-principale per cui esista un
morfismo (f, F,idg) : & — m di fibrati G-principali.

Allora (idy, F,idg) : € = f*(), con F(0) = (nz(0), F(0)) € Ef+y) per o € P
¢ un’equivalenza di fibrati G-principali. O

Proposizione 111.3.7. Siano M, N due varieta differenziabili, G un gruppo di

LieeE = (P N ) un fibrato principale su N con gruppo strutturale G. Abbiamo:

(1) Se fo, fi € €=(M, N) sono omotope, allora f;(§) e f; (€) sono equivalenti.
(2) Se M e contrattile, ogni G-fibrato principale di base M e banale.
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DmvostrAzZIONE. (1) Sia f = {f;} € €°(M x R, N) un’omotopia tra f ed fi
e consideriamo il fibrato G-principale f*(£). L’equivalenza si ottiene utilizzando
I’esistenza di una G-connessione principale sul fibrato f*(€) ed il corrispondente
trasporto parallelﬂ (vedi lungo le curve t — (p, ) in M X R.

(2)Sia € = (E N M) un fibrato G-principale. Supponiamo che M sia contrat-
tile e sia f = {fi} € (M x R, M) un’omotopia con f; = idys ed fy costante. Per
il punto (1), & = f(§) ed f;(E), che ¢ un fibrato banale, sono equivalenti. O

IIL.4. Classificazione dei fibrati principali

La ProposizionglIl.3.7| ¢ fondamentale per la classificazione dei fibrati princi-
pali con base M. John Milnmﬂ ha introdotto la nozione di fibrato universale.

DermNizione II1.4.1. Un fibrato G-principale T = (E; L By) si dice m-

T
universale se per ogni fibrato G-principale & = (E: =, Bg) con una base Bg
di dimensione minore o uguale ad m esiste un’applicazione f € € (Bg, Br), unica
a meno di omotopia, tale che f*() sia equivalente a .

Utilizzando i risultati di §XXIV.7| e quelli relativi all’approssimazione %
dell’omotopia, ricaviamo dal TeoremaXXIV.7.6|1’enunciato

e
Teorema 111.4.2. Ogni fibrato T = (Ex — By) il cui spazio totale E: sia
m-connessoﬁ] e m-universale.

II1.4.1. Alcuni esempi. Costruiamo in questo paragrafo alcuni fibrati princi-
pali m-universali rispetto ad alcuni gruppi classici.

Sottogruppi del gruppo ortogonale. Fissiamo due interi positivi m ed n e
consideriamo SO(m) ed SO(n) come sottogruppi disgiunti di SO(m + n), ciascuno
contenuto nel commutatore dell’altro. Il quoziente E = SO(m + n)/SO(n) si pud
identificare alla varieta di Stiefel V.., »(R) delle m-uple ortonormali di R"*". Fis-
siamo un sottogruppo chiuso G di SO(m) e poniamo M = SO(m +n)/(G X SO(n)).
L’inclusione {e} x SO(n) < G x SO(n) definisce un’applicazione SO(m + n)-
equivariante 7 : E — M che definisce un G-fibrato principale. Ricordiamo che
la varieta di Stiefel V., »(R) delle m-uple ortonormali di R”*" & (n — 1)-connessa
e che

Z  senepari,
(Ve (R)) = { P

Zy se n ¢ dispari.

IPer un argomento topologico, che non faccia uso della struttura differenziabile e dell’esistenza
di connessioni principali, si veda il Teorem nell’appendice.

2 John Milnor Construction of Universal Bundles, I Annals of Mathematics Second Series,
Vol. 63, No. 2 (Mar., 1956), pp. 272-284, e Construction of Universal Bundles, II, Annals of
Mathematics Second Series, Vol. 63, No. 3 (May, 1956), pp. 430-436.

3Ricordiamo che uno spazio topologico E € m-connesso se € connesso per archi ed i suoi gruppi
di omotopia mt;(E) sono banali per 1 <i < n.
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DeriNizionE 111.4.3. Chiamiamo

(3.4.1) SO(m + n)/SO(n) —— SO(m + n)/(G x SO(n))

I’n-fibrato principale ortogonale standard con gruppo strutturale G € SO(m).

I fibrato (3.4.1) & G-principale (n—1)-universale.

Sottogruppi del gruppo speciale unitario. Siano m,n due interi positivi e
consideriamo SU(m) ed SU(n) come sottogruppi disgiunti di SU(m + n) contenuti
ciascuno nel commutatore dell’altro. Il quoziente E = SU(m+n)/SU(n) ¢ la varieta
di Stiefel V,1,,,(C). E

0 se 0 < g <2n,

annC =
g (Vi n(©) {Z o

Se G & un sottogruppo chiuso di SU(m), la proiezione naturale 7 : E — M su
M = SU(m + n)/(G x SU(n)) definita dall’inclusione {e} x SUn) < G x SU(n)
definisce un G-fibrato principale.

Derinizione I11.4.4. Chiamiamo

(3.4.2) SU(m + n)/SU(n) ., SU(m + n)/(G x SU(n))

I’n-fibrato principale unitario standard con gruppo strutturale G ¢ SU(m).

11 fibrato (3.4.2) & G-principale (2n—1)-universale.

Sottogruppi del gruppo unitario simplettico. Ricordiamo che il gruppo uni-
tario simplettico Sp(n) ¢ il sottogruppo delle trasformazioni di U(2n) che lasciano
invariante la forma alternata w = dz! Adz"*!' +- -+ dz2""! AdZ*". Siano m, n interi
positivi e consideriamo Sp(m) ed Sp(n) come sottogruppi di Sp(m + n), ciascuno
contenuto nel commutatore dell’altro. I quoziente Sp(m + n)/Sp(n) & la varieta
di Stiefel quaternionica V., ,(H) delle m-uple ortonormali rispetto al prodotto
scalare quaternionico standard di H". Abbiamo

0 se0<g<4n,

Vinsnm(H)) =
J'Eq( m+1,m( )) {Z seq:4n.

Se G ¢ un sottogruppo chiuso di Sp(m), la proiezione naturale 7 : £ — M su
M = Sp(m + n)/(G X Sp(n)) definita dall’inclusione {e} X Sp(n) < G X Sp(n)
definisce un G-fibrato principale.

Dermizione I11.4.5. Chiamiamo
(3.4.3) Sp(m + n)/Sp(n) —— Sp(m + n)/(G x Sp(n))
I’n-fibrato principale quaternionico standard con gruppo strutturale G c Sp(m).

11 fibrato (3.4.3) & G-principale (4n—1)-universale.
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Sottogruppi del gruppo lineare. Siano m ed n interi positivi. Consideriamo
GL,,(R) ed SL,(R) come due sottogruppi disgiunti di SL,,,,(R) che commutano
tra loro. Le loro rappresentazioni in SL,,,(R) sono date rispettivamente da

GL,,(R) 3 x — (x ) € SL,.,(R) e

sgn(det x)I,
SL,(R) 5 x — (Im x) € SLy.(R).

Per la decomposizione di Cartan, SL,,,,(R)/SL,(R) ¢ omotopicamente equi-
valente al quoziente SO(m + n)/SO(n) ed & quindi (n—1)-connesso. Ne segue che,
se G ¢ un sottogruppo chiuso di GL,,(R), allora

(3.4.4) SLyn(R)/SLp(R) — SLysn(R)/(G X SL,(R))

¢ un fibrato G-principale (n—1)-universale.
Costruzioni analoghe ci permettono di ottenere fibrati G-principali k-universali
per sottogruppi chiusi di GL,,(C) e GL,,,(H).

II1.5. 11 fibrato dei sistemi di riferimento

Sian = (E M ) un fibrato vettoriale di rango n su una varieta differenziabile
M di dimensione m. Per ogni punto p di M indichiamo con F,(n) I'insieme di
tutti gli isomorfismi lineari o : R" — E,. Su F,(n) il gruppo lineare GL,(R)
agisce, per composizione a destra, in modo libero e transitivo. L’unione disgiunta
F(n) = UpemF,(n) ¢ lo spazio totale di un fibrato principale L(n) = (F(n) N M),
con gruppo strutturale GL,(R). La proiezione r : L(n) — M associa a o € L,(n)
il punto p.

Dermizione II1.5.1. 11 fibrato principale F(n), con gruppo strutturale GL,(R),
si dice il fibrato dei sistemi di riferimento di 1.

Abbiamo un morfismo differenziabile di fibrati vettoriali, associato al diagramma

a,V)—0V

Loy xRt V2T g

prL(w] l l’(ﬂ'

L(n) — M,

che ci mostra come il pullback del fibrato vettoriale allo spazio totale dei suoi
sistemi di riferimento sia un fibrato vettoriale banale.

Una trivializzazione locale di L(n)) ¢ descritta dal dato di n sezioni sy, ..., s, €
I',(U, E), defininite su un aperto U di M, per cui s1(p),...,s,(p) siano linear-
mente indipendenti in E, per ogni p € U. Ad esse associamo la sezione o €
'L (U, L(n)) definita da

n .
o(p) R > (K',....k") > Zizlk’si(p) €E,.

Il fibrato dei sistemi di riferimento di 1 ¢ caratterizzato dal fatto che le sue sezioni
locali definiscono trivializzazioni locali di 1. Viceversa, vale la
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Proposizione 111.5.2. Ad ogni fibrato principale & = (P 5 M), con grup-

. . . w
po strutturale GL,(R), possiamo associare un fibrato vettoriale n = (E — M)
di rango n, unico a meno di equivalenza, di cui & sia il fibrato dei sistemi di
riferimento.

DimvosTtrAZIONE. Sia o/ = {(U,,0,)} un atlante di trivializzazione di €. Le
sue funzioni di tranzizione ¥, p = 0';1073 € € (Uqp, GL,(R)) ci permettono di
definire un fibrato vettoriale con fibra tipica R” nel modo seguente.

Sull’unione disgiunta £ = | |, U, X R" introduciamo la relazione di equivalen-
za Uy, X R" 3 (~pa,va) ~ (pp,vp) € Ug X R" se py = pg e vy = Yap(pps. 1l
quoziente E = E/. & lo spazio totale di un fibrato vettoriale di rango n di cui § ¢ il
fibrato dei sistemi di riferimento.

Sen’ = (F’ .M ) & un altro fibrato vettoriale di cui € sia il fibrato dei sistemi
di riferimento, definiamo un’applicazione £ — E’ associando a (p,v) € U, X R"
I’elemento o, (p)v € E’. Per passaggio al quoziente otteniamo 1’equivalenza tra m
edn'. O

Abbiamo quindi:

TeoremMa I11.5.3. La m «— L(n) ¢ una corrispondenza biunivoca tra la cate-
goria dei fibrati vettoriali di rango n su M, modulo equivalenza, e quella dei fibrati
principali su M con gruppo strutturale GL,(R), modulo equivalenza.

Dermnizione I11.5.4. 11 fibrato dei sistemi di riferimento del fibrato tangente di
una varieta differenziabile M si indica con F(M) e si dice il fibrato dei sistemi di
riferimento su M. Indichiamo con L(M) il suo spazio totale.

Abbiamo

Proposizione 111.5.5. Ogni diffeomorfismo f : My — M, di varieta differen-
ziabili si rialza in modo unico ad un isomorfismo di fibrati principali che renda
commutativo il diagramma

L(My) —— L)

(3.5.1) l l

M, —f——> M.

II1.6. Jacobiano di un’applicazione differenziabile

Siano M, N due varieta differenziabili, di dimensioni m, n rispettivamente. Sia-
no L(M) = (L(M) LN M) ed L(N) = (L(N) o, N) 1 loro fibrati dei si-
stemi di riferimento. Ad una f € ¥*(M,N) associamo il fibrato GL,,(R) X
GL,(R)-principale Ly su M, con spazio totale

Ly ={(o,7) € L(M) X L(N) | an(7) = f(apm(0))}
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e proiezione n(o, T) = (7). Al differenziale della f & associato il suo jacobiano
Jf : Ly —» Homp(R™,R")

If(o,1) =1 odf oo : R" - R"

nei sistemi di riferimento o~ e 7.

II1.7. Riduzione del gruppo strutturale e G-strutture

Il Teorema [lI1.5.3| stabilisce una corrispondenza biunivoca tra fibrati vettoriali
e fibrati principali con gruppo strutturale GL,(R). Osserviamo che, se, nella dimo-
strazione della ProposiziondI.5.2] avessimo ristretto la costruzione ad un sottofi-
brato principale & di E, con gruppo strutturale G < GL,,(R), avremmo ottenuto un
fibrato vettoriale canonicamente isomorfo a quello associato a &.

Sianon = (E = M) un fibrato vettoriale reale di rango n ¢ G un sottogruppo
di Lie di GL,(R).

Dermizione II1.7.1. Un G-atlante di trivializzazione di n € un suo atlante di
trivializzazione &/ = {(Uqy, 0)}aer con funzioni di transizione Y5 = a;lcrﬁ €
G (Uqap, G).

Due G-atlanti di trivializzazione <7 ed /’, sono equivalenti se of U of’ &
ancora un G-atlante di trivializzazione.

L’unione di tutti i G-atlanti di trivializzazione equivalenti ad un G-atlante di
trivializzazione assegnato ¢ un G-atlante di trivializzazione massimale.

Una G-struttura, o riduzione a G del gruppo strutturale ¢ il dato di una clas-
se di equivalenza di G-atlanti di trivializzazione di m, ovvero di un G-atlante di
trivializzazione massimale.

Una carta locale di trivializzazione (U, oy) di ) &€ compatibile con la G-struttura
se appartiene al suo G-atlante di trivializzazione massimale.

Osserviamo che un G-atlante di trivializzazione &7 = {(Uy, 0q)}aer di m de-
termina un fibrato G-principale Fg(n), ottenuto da F(n) per riduzione del gruppo
strutturale, con spazio totale

(3.7.1) Le) = |, loa(p)al p € Ua, a € G} c L.

Dermizione II1.7.2. Chiamiamo Fg(1) un fibrato di G-sistemi di riferimento di

Siano m = (£ =, M)edn = (E AN M) due fibrati vettoriali di rango n.
Un isomorfismo di fibrati vettoriali

f

E — F

wl lm/
M — m



11.7. RIDUZIONE DEL GRUPPO STRUTTURALE E G-STRUTTURE 71
si rialza ad un isomorfismo dei corrispondenti fibrati dei sistemi di riferimento
o
L) —— L)
x l lﬂ/ con fu(0) = fu 0 0 € Lt (R", Efy )
f ,
M — M,

Dermvizione I11.7.3. Siano m,n’ due fibrati vettoriali dello stesso rango, dotati
di una G-struttura. Un isomorfismo (f, f) di njin 0’ € un G-isomorfismo se

(3.7.2) fLeM) =Le().

Se i due fibrati hanno la stessa base ed f & I’identita, chiamiamo il corrispondente
G-isomorfismo una G-equivalenza.

. @ . .
Prorposizione I11.7.4. Sian = (E — M) un fibrato vettoriale di rango n. A
meno di equivalenza, le G-strutture su v sono in corrispondenza biunivoca con le
G-riduzioni del fibrato F(n) dei suoi sistemi di riferimento. O

Sia G un sottogruppo chiuso di GL,(R). Se % = {U,} ¢ un ricoprimento
aperto di M, indichiamo con €9(% , G) I'insieme delle g-catene di applicazioni di
classe € del ricoprimento %/, a valori in G:

(373) (gq(az/’ G)) = {(g(lo,aq ..... o € Cgoo(Uao,al ..... @y G))}
Indichiamo poi con

(374 3'%.G)={(3up € € (%.G)) |80p8py = 8ay U Uapy, Y. 5.7}

e scriviamo
(3.7.5) 8(8a) = (8 0 85) € 3'(%,G)), Y(ga) € € (%,G).

ProposizionE 1I1.7.5. Siano (gqp), (g, ﬂ) € 3'(%,G)) funzioni di transizione
delle trivializzazioni di due fibrati vettoriali di rango n

E=(E-S M) e ©=E "M

sulla stessa base M, entrambi con gruppo strutturale G. Condizione necessa-
ria e sufficiente affinché i due fibrati siano G-equivalenti ¢ che esista una (hy) €

€%, G) tale che

(3.7.6) 8hp = hataphs' su Usp, Ya,B.
In particolare, il fibrato § ¢ G-equivalente al fibrato banale se, e soltanto se,
(8ap) = 6(hy) per qualche (hy) € €% (% , G). O

Esempio I11.7.6. Ogni fibrato vettoriale di rango n ammette una O(n)-struttura.
Sia infattin = (E =z, M) un fibrato vettoriale di rangoned & = {(Uy, 04) | @ € I}
un suo atlante di trivializzazione, con % = {U,} ricoprimento aperto localmente
finito di M. Sia {y,} una partizione differenziabile dell’unita subordinata ad % .
Possiamo allora definire un prodotto scalare sulle fibre di £ ponendo

s = ) Xap)oy ) [0 ), Vp € M, Vviva € E
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La O(n) stuttura su 1 associata alla metrica g si puo ottenere dall’atlante </ ap-
plicando il procedimento di ortogonalizzazione di Gram-Schmidt alle basi o, (p)(e}),
..» 0a(p)(ey) di E, rispetto al prodotto scalare g, = glE, .

II1.8. G-strutture su una varieta differenziabile

Siano M una varieta differenziabile di dimensione m e e G & un sottogruppo di
Lie del gruppo lineareﬁ] GL,,(R).

Derinizione I11.8.1. Una G-struttura su M & una G-struttura sul suo fibrato
tangente.

OsservazionE II1.8.2. 1II concetto di G-struttura ci permette di considerare in
modo concettualmente unitario diverse geometrie su M. Ad esempio:

un’orientazione su M & equivalente al dato di una GL,,(R)-struttura;

una misura di Radon di classe €*° di una SL(m, R)-struttura;

una metrica Riemanniana di una O(m)-struttura;

una struttura quasi-compessa di una GL,,(C)-struttura (m = 2n pari);

una struttura quasi—HermitiancE] di una U(n)-struttura (m = 2n pari);

una struttura quasi-simplettica di una Sp(n, R)-struttura (m = 2n

una struttura iper-unitaria di una Sp(n)—strutturm = 4n);

una 1-struttura si dice un parallelismo completo.

Esempio I11.8.3. La fibrazione canonica SO(n+1) — S € una SO(n)-riduzione
del fibrato dei sistemi di riferimento di $” e quindi una SO(n)-struttura su S".

La fibrazione canonica SO(n + 1) — RP" ¢ una O(n)-riduzione del fibrato dei
sistemi di riferimento di RP" e quindi una struttura Riemanniana su RP".

La fibrazione canonica SU(n + 1) — CP” & una U(n)-riduzione del fibrato dei
sistemi di riferimento su CP" e quindi una struttura quasi-Hermitiana su CP".

II1.9. Fibrati vettoriali associati a rappresentazioni lineari

II1.9.1. Fibrati vettoriali associati. La costruzione della Proposizione|lI1.5.2
si generalizza al caso di fibrati principali generali e di rappresentazioni lineari del
loro gruppo strutturale.

Sia g = (P 5M ) un fibrato principale su M, con gruppo strutturale G.
Fissata una rappresentazione lineare di dimensione finita p : G — GLgr(V),
definiamo su P X V una relazione di equivalenza ponendo

(3.9.1) (V) ~ (0 -a,plaH(v)) YoeP,VveV, YaeG.

4La nozione di G-struttura per una varieta differenziabile & stata introdotta in S.S. Chern,
Pseudo-groupes continus infinis, Colloque de Géométrie differentielle, Strasbourg (1953), pp.
119-136.

SAffinché si possa parlare di struttura Hermitiana occorre che si possa definire sul fibrato
tangente una struttura quasi-complessa che sia un’isometria per la struttura quasi-Hermitiana.

6 Ricordiamo che Sp(n,R) = {a € SL(2n,R)|aQa = Q} per una matrice antisimmetrica non
degenere Q di tipo (2n) X (2n).

TRicordiamo che Sp(n) = U(2n) N Sp(n, C).
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Nortazione II1.9.1. Indicheremo con Ey il quoziente (PxV)/. e scriveremo per
semplicita opv, 0 anche ov, quando si possa sottintendere la rappresentazione p
senza creare confusione, per indicare la classe in Ey di (o,v) € PX V. Se o = o,

il vettore v € V & univocamente determinato da a e . Possiamo quindi denotarlo

conv = o la.

Proposiziong 1I1.9.2. Il quoziente Ey = (P X V)/. e lo spazio totale di un

/8
fibrato vettoriale Ey = (Ey — M) con fibra tipica V. La proiezione nel quoziente
@ : PXxV > (0,v) = ov € Ey definisce un morfismo di fibrati vettoriali che rende

commutativo il diagramma @
PxXV —— Ey

(3.9.2) prPl l,rv
P LN M.
Dernizione 1I1.9.3. Ey = (Ey M ) ¢ il fibrato vettoriale associato a € e alla
rappresentazione lineare (p, V) del suo gruppo strutturale.

Riassumiamo questa costruzione nell’enunciato:

Proposizione I11.9.4. Sia € un fibrato principale sulla varieta differenziabile M,
con gruppo strutturale G. Ad ogni rappresentazione lineare p di G su uno spazio
vettoriale V risulta associato un fibrato vettoriale Ey su M, con fibra tipica V, tale
che (3.9.2) sia un diagramma commutativo di morfismi di fibrati vettoriali. O

Dermizione II1.9.5. Chiamiamo le sezioni differenziabili del fibrato vettoriale
Ey quantita di tipo (p, V).

Scriveremo per semplicita I's(M, Ev) invece di Iy, (M, Ey).
Una sezione s € I't(M, Ey) del fibrato Ey si rialza alla funzione § € (P, V),
definita da

(3.9.3) 5(0) = oL s(n (o).
DermNizionE I11.9.6. Chiamiamo la § il sollevamento su P della sezione s.

Proposizionk I11.9.7. Condizione necessaria e sufficiente affinché una f € €<(P, V)
sia il sollevamento di una sezione di Ey é che risulti

(3.9.4) f(oa) = paHf(o), Yo eP, YacG.
DimMosTRAZIONE. La tesi & conseguenza immediata della (3.9.1). Infatti

(ca)f(ca)) = w(o, plapla ") f(0) = @0, f(0) = o f(0).
Quindi il valore di o f(0) dipende solo da n(0) e possiamo percio definire una

sezione differenziabile s di Ey ponendo s(z(0)) = o f(0) per ogni o € P. O

Norazione I11.9.8. Indichiamo con &,(P, V) lo spazio delle f € € (P, V) che
soddisfano la (3.9.4).

Proposizione 111.9.9. La @ZI.1.1) stabilisce un isomorfismo lineare s < § tra
Te(M, Ey) ed &,(P,V). o
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Esempio 111.9.10. Sia F(M) = (L(M) 5 M) il fibrato dei sistemi di riferimento
di una varieta differenziabile M.

1l fibrato associato alla rappresentazione canonica di GL,,(R) su R™ ¢ il fibrato
tangente TM — M.

1l fibrato associato alla rappresentazione duale

GL,[R)3a — (a") ' € GL,(R)

¢ il fibrato cotangente T*M — M.
I fibrati tensoriali 779 M sono associati alle rappresentazioni tensoriali :

P@A(VI® BV, W ® - @ W)
=alv))®--- ®a(vp)®ta_1(w1)® e ®’a_1(wq)
Vi, Vp, Wi, ., Wy € R™.

Osservazione I11.9.11. La Proposizione[[I1.9.9|ci permette di associare ad ogni
sezione differenziabile del fibrato &y una funzione a valori in V. Come abbiamo
visto, alle funzioni definite su una varieta differenziabile e a valori in uno spa-
zio vettoriale si possono applicare le diverse operazioni del calcolo differenziale.
Ad esempio, possiamo calcolarne il differenziale e le derivate rispetto a campi di
vettori.

I11.9.2. Forme tensoriali e pseudotensoriali. Sia & = (P M ) un fibrato
principale con gruppo strutturale G e p : G — GLg(V) una sua rappresentazione
lineare reale di dimensione finita.

Dermizione I111.9.12. Una g-forma alternata ¢ € Q4(P, V) si dice pseudotenso-
riale di tipo (p, V) se soddisfa

(3.9.5) Ri¢p=pa') ¢ VYaeG.
La ¢ si dice tensoriale se & anche orizzontale, ciog se ¢ pseudotensoriale ed inoltre
(3.9.6) #(X1,...,X;) =0 quando almeno uno degli X; sia verticale.
Indichiamo con Qg (P, V) lo spazio delle g-forme pseudotensoriali di tipo (p, V)
e con QZ’O(P, V) il sottospazio delle g-forme tensoriali di tipo (p, V).
Esempio I11.9.13. Su F(M) la forma canoniccﬁ
(3.9.7) 6 = o 'dr € Q' (FM),R™.

¢ una 1-forma tensoriale per la rappresentazione canonica di GL(m, R).

Se € ¢ un sottofibrato di F(M), con gruppo strutturale G ¢ GL(m, R), la restri-
zione di 6 a P ¢ ancora una 1-forma tensoriale per la rappresentazione naturale di
G su R™.

La definizione del prodotto esterno di forme si estende al caso di forme pseu-
dotensoriali nel caso in cui una di esse sia di tipo (Ad, g).

8La 0 si dice anche forma tautologica o di saldatura (in inglese: solder form).
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Dermvizione I11.9.14. Se (p, V) & una rappresentazione lineare di G, il prodotto
esternodi ¢ € Q) (P,g)ey € QS(P, V) elaforma ¢ Ay € Qg” (P, V) definita da

(398) AKX, Xp) = D eI P Ky XD K- X)),
VX1,...,Xrs € X(P),

dove il simbolo Y.’ indica che la somma a secondo membro ¢& fatta su tutte le
permutazioni di k di {1, ..., r+s} con

1<ki<-- <k <r+s ed 1<k 1< <kys<r+s.

Se p ¢ la rappresentazione aggiunta, scriveremo [¢ A ] invece di ¢ Aaq ¥ €, se
G c GL,(R) ed 1 la rappresentazione canonica su R", scriveremo ¢ A ¢ invece di

DAY
Abbiamo facilmente

ProposizionE I11.9.15. Se ¢ € Q' (P,9), ¥ € Qg o(B V), allora ¢ Ay ¥ €
Q;J“OS(P, V). O

111.9.3. Forgrne differenziali a valori in un fibrato vettoriale.
Sian = (E —5 M) un fibrato vettoriale.

Dermnizione I11.9.16. Lo spazio 29(M, E) delle g-forme differenziali a valori in
E consiste delle g-forme ¢ *°(M)-multilineari alternate di grado ¢

fiXM) XX X(M) — ['y(M,E).

q volte

In particolare, QOM,E) = ['y(M, E). Se n ¢ il fibrato banale M X V EM—> M,
gli Q4(M, E) coincidono con gli spazi Q4(M, V) delle forme differenziali a valori
inV.

OsservazionE II1.9.17. Se f : N — M ¢& un’applicazione differenziabile, il
pullback f*¢ di ¢ € Q9(M, E), & una g-forma a valori in f*E.

II1.9.4. Forme tensoriali e forme a valori in un fibrato vettoriale.
Una forma a valori in un fibrato vettoriale definisce una forma a valori vettoriali
sullo spazio totale dei sistemi di riferimento.

Siano € = (P 5 M) un fibrato principale, (p, V) una rappresentazione lineare

del suo gruppo strutturale G e Ey = (Ey oM ) il corrispondente fibrato vettoriale.
Data una forma ¢ € Q9(M, Ey) definiamo

(39.9) ¢o(X1,....Xp) = ¢ X1gs. ... Xy, VX1,..., Xy € X(P), T EP.

Proposizione 111.9.18. Se ¢ € QI(M,Ey), la ¢ definita dalla (39.9) é una
q-forma tensoriale di tipo (p, V). L’applicazione

(3.9.10) Ay : QXMEy)>¢p — de QZ,O(P, V)

e un isomorfismo lineare. O
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ProposizioNE I11.9.19. Se U e un aperto di M e oy € I's(U, P), allora
(3.9.11) oy - (0P =dlu, Vo€ QU Ey).
O

Dermizione 111.9.20. La forma ¢y = 0'“[‘]65 € QI(U,V) ¢ il coefficiente di ¢
nella carta di trivializzazione (U, o).

Se & = {(Uy, 04} & un atlante di trivializzazione di §, possiamo associare a
¢ € Q1(M, Ey) la famiglia

(3.9.12) {ba = o' Blu, € 21U, V)).

Dermnizione I11.9.21. Le {¢,} sono i coefficienti di ¢ nell’atlante <7

Proposizione 111.9.22. Condizione necessaria e sufficiente affinché le {¢, €
Q1(U,, V)} siano i coefficienti di una ¢ € Q1(M, Ey) é che

Po = p(¢a,,8)¢,3 su Ua,,B’ Ya,pB

oveleY,p = 0'(210'13 € € (Uap, G) sono le funzioni di transizione dell’atlante o7 .



CAPITOLO 1V

Connessioni principali

In questo capitolo indicheremo con & un fibrato principale differenziabile di
classe €, con spazio totale P, base M e gruppo strutturale G.
IV.1. La distribuzione verticale
All’azione di G su P associamo le applicazioni

“4.1.1) t,:G>a —— cae€ P, perognio € P,

4.1.2) R,: P20 —— ca€ P, perogniacG.
Indicando con L, ed R, le tralsazioni a sinistra e a destra in G, abbiamo
ly 0 Ly = g,
R, 0 Ly = Lyq 0 ad(a™).
Infatti
lo(La(x)) = Ly(ax) = o(ax) = (a)x = lya(x),
R, (Ly (X)) = o (x)a = oxa = (a)ad(a™")(x) = €y 0 ad(a™ ().
Dermvizione IV.1.1. Denotiamo con
4.1.3) V(P) ={X € X(P) | dn(0)(X,) =0, Yo € P}
la distribuzione verticale su P e con
(4.1.4) VP = erp{xa | X € ¥(P)} = kerdn c TP
il corrispondente fibrato verticale.

La ¥(P) ¢ totalmente integrabile, in quanto la 7 : P — M definisce una folia-
zione globale di ¥W(P). In particolare, & soddisfatta la condizione di integrabilita
formale

(4.1.5) [Y(P), V' (P)] c V(P).
Ogni X € g deﬁnisceE] un gruppo a un parametro di diffeomorfismi di P:
(4.1.6) R> t_)Rexp(tX) € (goo(P, P).

Derinizione IV.1.2. 11 suo generatore infinitesimale, che denotiamo con X*, si
dice il campo fondamentale associato a X.

Vedi

71
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OsservazionE 1V.1.3. Se E ¢ il fibrato banale G — {py}, allora il campo fonda-
mentale X* coincide con il campo invariante a sinistra X* su G.

Nortazione IV.1.4. Indichiamo con A, : ¢ — T,-P il differenziale nell’identita
dell’applicazione @.1.1).

Lemma IV.1.5. Perogni X € g, ¢ X* € Y(P) ed
“4.1.7) X* =A(X), VoeP

o

DimmosTRAZIONE. Le curve integrali 7 — o exp(tX) di X* sono verticali e quindi
X* ¢ verticale. Risulta poi

X* =4 gexp(tX) = %|

o = dil=0 o (exp(tX)) = dly(e)(X). O

=0
ProposizionE IV.1.6. Con le notazioni introdotte sopra, abbiamo:
(1) Yo e P, Ar=dls(e): 33X — XX € V,P ¢unisomorfismo lineare.
(2) La P x g 3 (0,X) — X € VP ¢ un’equivalenza di fibrati vettoriali. In
particolare VP e trivializzabile.
3) LaA:g3X — X* € V(P) é un monomorfismo di algebre di Lie.
4) Vale la formula

(4.1.8) dR,(X*) = [Ad(a™HX]*, VaeG, VX €.

(5) La distribuzione Y(P) ¢ il sotto-€*(P)-modulo generato dai campi di
vettori X*, al variare di X in g.

DivostrAZIONE. (). Poiché I’azione di G su P & libera, per il Corollarid[.9.20]
I’applicazione ), & iniettiva. E anche un isomorfismo, perché VP e g hanno la
stessa dimensione. Le (2)) e (3) sono conseguenza immediata della (T)).

@). Per (1), A ¢ iniettiva. I campi X* su G ed X* su P sono {,-correlati per
ogni o € P. Questo implica che A ¢ anche un omomorfismo di algebre di Lie,
completando la dimostrazione del punto (3).

La formula @.1.8)) si ottiene dalla

Rau(oexp(tX)) = o(exp(tX)a) = oa(a”' exp(tX)a) = (oa) exp(tAd(a~")X),
che dimostra come la traslazione R, trasformi il flusso generato da X* nel flusso

generato da [Ad(a~")X]*. |

Sia o € P. Per il punto () della Proposizione[IV.1.6] per ogni vettore verticale
w € V,P vi & un unico elemento X dell’algebra di Lie g di G tale che X} = w.
Questa corrispondenza definisce un’applicazione

4.1.9) w,: VP —>qg

di classe 6" ed R-lineare sulle fibre di VP.

Diremo quindi che la w, & una forma differenziale sulla distribuzione verticale
VP, a valori nell’algebra di Lie g.

Per la (4.1.8), la , soddisfa

(4.1.10) (R)*w, =ad@How, VaegG.
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Per semplificare le notazioni, sara a volte conveniente scrivere

X,a invece che dR,(X,), per X, €TP, acG,
oA invece che A (A), per oce€P Acqy,
aY, invece che dL,(Y,), per aeG, Y, eTG.

IV.2. 1l concetto di connessione principale

Dermizione 1V.2.1. Una connessione G-principaleﬁ I' su § ¢ il dato di una
forma differenziale m € Q'(P, g) (la sua forma di Cartan) che soddisfi le:

(D w(A*) = A, perogni A€ g,
(2) Riw = Ad(@a Hw, Yae G,  cioe
2" Rio(X) = 0((R)(X)) = Ad(a™ (X)), VX € X(P).

Per ogni o € P, la composizione
4.2.1) TP 5 Xy —2 0(Xp) €5 —2 [0(Xp)]E € VP
definisce una proiezione di 7, P su V,P.

Dermizione I1V.2.2. 1l nucleo di questa proiezione ¢ la distribuzione orizzontale
4.2.2) HP =kero ={veTP|w() =0}.
Indichiamo con
(4.2.3) JC(P)={X € X(P)| X, € HP, Yo € P}
lo spazio dei campi orizzontali, cio¢ delle sezioni € di HM.

La distribuzione orizzontale di una G-connessione affine I" & caratterizzata
dalle proprieta:

1) T,P=V,P®H,P, VoeP
(2,) (Ra)* (HO'P) =H,;,P, YoeP,Vac G.

Sia HP un sottofibrato vettoriale differenziabile di TP che verifichi le €
(2’). Indichiamo con pry, e pr, le proiezioni sulla componente orizzontale e sulla
componente verticale, corrispondenti alla decomposizione (')):

(4.2.4) TP

VP HP.
Si verifica immediatamente che la forma w € Q'(P, g), definita da

(4.2.5) o(X) = o,(pr, (X)), VXeTP

2Spesso, quando questo non porti confusione, ometteremo il riferimento esplicito al gruppo e
diremo semplicemente connessione principale invece di connessione G-principale.
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¢ la forma di Cartan di una connessione principale I su § ed abbiamo quindi le&

Proposizione IV.2.3. La w «— HP = ker w definisce una corrispondenza biu-
nivoca tra le connessioni principali T su € ed i sottofibrati HP di T P che soddisfano
le condizioni (1) e (2°). O

La caratterizzazione di una connessione principale mediante la sua distribuzio-
ne orizzontale ci da facilmente:

Prorosizione 1V.2.4 (estensione). Sia & = (P’ N M) un sottofibrato prin-
cipale differenziabile di E, con la stessa base M e gruppo strutturale G’ C G.
Indichiamo con 1 : P’ — P linclusione. Per ogni connessione principale I su &',
con forma di Cartan o', vi & un’unica connessione principale U su §, la cui forma
di Cartan w soddisfi

(4.2.6) o =w.

DmmostrAZIONE. Indichiamo con H’P’ il fibrato orizzontale della connessio-
ne I'". Poiché H'P’ ¢ invariante per le traslazioni a destra mediante elementi di
G’, abbiamo RalH[TlP = RazH(’,ZP se 01,02 € P, a1,a0 € Ge ora; = oras.
L applicazione
P'xG 3 (0,a)—>0a € P

¢ surgettiva. Per 1’osservazione precedente, possiamo allora definire il fibrato
orizzontale HP della connessione I ponendo

HyoP = (Ry).(H,P'), Yo eP, YacG.

Chiaramente HP & univocamente determinato da H’P’, verifica le condizioni (1)
e (2’), e definisce quindi un’unica connessione principale I su &, la cui forma di
Cartan o estende quella di . O

OsservazIONE IV.2.5. Viceversa, ¢ possibile restringere la connessione princi-
pale T" su & ad una connessione principale I sul sottofibrato & se, e soltanto se,
la restrizione a V' P’ della sua forma di Cartan o ¢ a valori nell’algebra di Lie ¢’
di G'.

Esemrio IV.2.6. La connessione piatta canonica sul fibrato banale MxXG M
¢ quella che ha come forma di Cartan il pullback prgw¢ della forma di Maurer-

C . pr
Cartan di G rispetto alla proiezione M X G — G sul secondo fattore.
La distribuzione orizzontale ¢ in questo caso completamente integrabile ed ha
come varieta integrali le M X {a}, al variare di a in G.

TeoreMa IV.2.7 (esistenza). Ogni fibrato principale differenziabile ammette
una connessione principale.

3La definizione della connessione a partire dalla distribuzione orizzontale ¢ dovuta a CHAR-
LEs EHRESMANN: Les connexions infinitésimales dans un espace fibré différentiable, Colloque de
Toplogie, Bruxelles, (1950), pp. 29-55.
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DimosTrAZIONE. Sia § = (P N M) un fibrato principale differenziabile con
gruppo strutturale G. Denotiamo con wg € Q2'(G, g) la forma di Maurer-Cartan
di G. Fissiamo un atlante di trivializzazione {(U,,0 )} di E. Per ogni a, la G
equivalenza tra P|y, ed il fibrato banale U, X G — U, ci permette di definire una
forma di Cartan w, € QI(PIUG, g) su P|y,. Fissata una partizione ¢ dell’unita
{xo}, subordinata ad {U,}, la w = },K, 0, € QY(P,g) & 1a forma di Cartan di una
connessione principale su E. O

IV.3. Pullback di una connessione principale

Sia H un altro gruppo di Lie ed n = (Q N ) un fibrato principale differen-
ziabile con gruppo strutturale H. Ricordiamo che un morfismo @ di 1 in § & una
terna (f, F, ¢), ove f € €°(N,M) ed F € €*(Q, P) sono applicazioni differenzia-
bili, ¢ € €*(H, G) un omomorfismo di gruppi di Lie, ed abbiamo un diagramma
commutativo

(.h)—ph o

OxH 0 N
e b
PxG Z92% p T oy

E in particolare
F(uh) = F(u)¢(h), VYue Q, Yhe H.
Si verifica facilmente la

Proposizione IV.3.1. Se w ¢ la forma di Cartan di una connessione G-principale
I" su €, il suo pullback F*w ¢é la forma di Cartan di una connessione H-principale
su m, che si dice il pullback di I'.

Dato un fibrato differenziabile G-principale & = (P M ), una varieta diffe-

renziabile N ed un’applicazione f € €*(N, M), il pullback f*€ = (P o, N)di g
mediante f ¢ il fibrato differenziabile G-principale con

Pr={(g,0) e NxP|n(o)=f(q), ny:Pr3(q0) —qg€EN,
PrxG>((g,0),a) — (g,0)a = (q,0a) € Py.

La f si rialza ad un morfismo £ di fibrati G-principali
f:Ps3(q0)— flgo)=c€P.

ProposizionE IV.3.2. Se w ¢ la forma di Cartan di una connessione principale T’
su§, allorala f*ow € Ql(Pf, ) e la forma di Cartan di una connessione principale

F°T su f*E. O
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IV4. 1l fibrato delle connessioni principali

SiaE = (P 5 M) un fibrato differenziabile G-principale. Il differenziale
dell’azione di G definisce un’azione differenziabile a destra su 7'P:
44.1) TPxG > (Xs,a) — dRy(Xy) = Xpa € TP.
Sia Cz = TP/G il quoziente rispetto a questa azione e @ : TP — Cg la proiezione

canonica.

Proposizione IV.4.1. Possiamo definire su Cg un’unica struttura differenzia-
le per cui w : TP — Ct, con lazione @.4.1), sia un fibrato differenziabile
G-principale.

DimvosTrAZIONE. Sia U un aperto di M e siano o; € I'e(U,P), peri = 1,2,
sezioni di E su U. Le o;(U) sono sottovarieta localmente chiuse di P. Le restrizioni
T Plyvy di TP alle o;(P) sono sottovarieta di 7P che hanno la stessa immagine

W mediante w. Le ¢; : TPls ) s w (i = 1,2) sono omeomorfismi. Sia
{p = ¥(p) = [o1(p)] Loa(p)} € €*(U,G). Allora
$1' 62Xos») = Ry(p)Xors(p)

e quindi ¢3I1¢2 ¢ un diffeomorfismo di 7P|y, ) su T Ple,v)-

Da questo ricaviamo che Ct ha un’unica struttura di varieta differenziabile per
cui le ¢; definite sopra siano diffeomorfismi. Chiaramente 1’azione (@.4.1) ¢ libera
e transitiva e quindi @ : TP — Ct ¢ un fibrato differenziabile G-principale. O

Lemma IV.4.2. 1l differenziale della proiezione sulla base del fibrato § definisce
un fibrato differenziabile localmente banale
(4.4.2) dn: TP - TM
con fibra tipica G X g.

DimosTtrAZIONE. Se o € I'g(U, P) ¢ una sezione di § definita su un aperto U di
M, la

TMlyxGxg>3(YyaX) — [do(p)Y)la+ XY, € TPlrmy,

(p)a
¢ una trivializzazione locale. O
Proposizione IV.4.3. L’applicazione drn : TP — T M definisce, per passaggio
(4
al quoziente, un fibrato vettoriale differenziabile €z = (Cs = TM), con fibra
tipica g.

DivosTtrAZIONE. Sia o € I'e(U, P) una sezione differenziabile di &, definita su
un aperto U di M. Ad esso possiamo associare la trivializzazione locale

Dy : TMly X g3 (Y, X) = @ (do(p)(¥,) + X},)) € Celu = & (TMly).

Osserviamo che un’altra sezione di & su U & della forma o (p) = o(p)y(p) per una
¥ € € (U, G). La corrispondente trivializzazione locale &

O, (Yp, X) = @ (dor1(p)Yp) + X} (1)) = @ (do (D)X WD) + X2 i)
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= Oy (Y,, Ad([y(p)I~)(X))

Quindi, ad un atlate di trivializzazione .«7 = {(U,, o)} di &, con funzioni di tran-
sizione {, g}, corrisponde un atlante &/ = {(TM|y,, D)} di con funzioni di
transizione {Ad([q 517"} O

Osserviamo che abbiamo un diagramma commutativo

Abbiam(ﬂ

TeorREMA IV.4.4. Le connessioni principali su § sono in corrispondenza biuni-
voca con le sezioni y € U's (T M, C¢) di G tali che

™—' . C

\/

sia un morfismo di fibrati vettoriali su M.
In questa corrispondenza, la distribuzione orizzontale é caratterizzata da

(4.4.3) HP = w ' (Y(TM)).

IV.5. Automorfismi di una connessione principale

Sia E un fibrato principale differenziabile, su cui ¢ assegnata una connessione
I', con forma di Cartan w.

DerNizioNE 1V.5.1. Un automorfismo di T & un automorfismo (f, f,id) di & che
preserva la connessione.
Abbiamo cio¢ un diagramma commutativo

f

P —— P

gl |7

in cui f € €*(M, M) & un diffeomorfismo e la f gode delle proprieta:
0) f(oa) = f(o)a, Vo eP, YaeG,
(i) ffo = o.

Denotiamo con Aut(I') il gruppo degli automorfismi di I'.

4 Shoshichi Kobayashi: Theory of Connections, Ann. Mat. Pura Appl. 43 (1957), pp.119-194.
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IV.6. Forme di Christoffel ed equazioni di gauge

Sia§ = (P iiN M) un fibrato differenziabile G-principale, su cui sia fissata una
connessione principale I', con forma di Cartan .

Prima di introdurre le forme di Christoffel e ricavare le equazioni a cui esse
soddisfano, ¢ conveniente richiamare una formula di differenziazione. Comincia-
mo precisando alcune notazioni.

Se ¢ € €*(U,G) & una funzione definita su un aperto U di M a valori nel
gruppo di Lie G, indichiamo con y~'dy il suo differenziale di Darboux, ciog il
pullback, mediante , della forma di Maurer-Cartan di G. La ¢ ~'dy = y*og &
una forma in Q!(U, g). Indicheremo inoltre con dR, I’applicazione che associa ad
ogni p € U il differenziale di Ry ().

Se o € Ped A € g, indichiamo con oA il valore A’ del campo fondamentale
A* nel punto 0. Se 7 € QN(U, g) e o € (U, P), 1a o defijnisce, per ogni p € U,
I’applicazione T,M > v — on(v) € Vi, P che fa corrispondere al vettore v € T,U
il vettore [n(v)]*

O_(p) ) . . .
Con queste notazioni abbiamo:

Lemma IV.6.1. Sia U un aperto di M e siano o € I'e(U, P), y € €*(U,G).
Allora

4.6.1) d(op) = dRy, o do + ()~ d). O

Sia oy € I'e(U, P) una sezione ¢’ di &, definita su un aperto U di M. Indi-
chiamo con

(4.6.2) wy = oo = o odoy € QY(U, g).
il pullback su U di o mediante la sezione o .

DermizioNe IV.6.2. La oy € Q! (U, 9), definita dalla (4.6.2)), si dice la forma di
Christoﬁelﬂ della connessione I' nel riferimento (U, o).

La oy definisce la trivializzazione locale
Yy :UXG>3 (p,a) — oy(p)a e Ply.

Identifichiamo in modo canonico T(U X G) con il prodotto cartesiano 7U X TG:
un vettore tangente ad U X G ¢ descritto da una coppia (v,A}) conv € TU, A € g,
a€G.

Lemma IV.6.3. E
(4.6.3) Y0 = Ad(a Hoy +a ' da,

ove abbiamo indicato con a”'da la forma di Maurer-Cartan di G.

SElwin Bruno Christoffel (10/11/1829, Montjoie, ora Monschau (villaggio tedesco vicino ad
Aquisgrana e alla frontiera belga) - 15/3/1900 Strasburgo) matematico e fisico tedesco. Ha lavo-
rato su applicazioni conformi, teoria del potenziale, teoria degli invarianti, analisi tensoriale, fisica
matematica, geodesia e onde d’urto. Oltre ai simboli di Christoffel, sono note le applicazioni di
Schwarz-Christoffel, mappe conformi dei poligoni semplici sul semipiano superiore.
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Notiamo che, nella (4.6.3) il primo addendo a secondo membro opera sui
vettori di T'U, il secondo su quelli di TG; ¢ cioe
Y,00,A,) = Ad@Hoy(v)+A, YveTU,YAeg, YacG.
DimvosTrAZIONE. La W}, ¢ la forma di Cartan di una connessione G-principale
su U X G e quindi si restringe alla forma di Maurer-Cartan sui vettori verticali.

Basta quindi verificare la (4.6.3) sui vettori di 7M. Con le notazioni introdotte alla
fine di abbiamo, se p e U,ve T,M, a € G,

Yyw)() = o(d¥y(p, a)(v) = o([doy(v)]a)
= Ad(a_l)u)(dO'U(v)) = Ad(a Hoy®).

La dimostrazione ¢ completa. O
Sia ora & = {(U,,0,)} un atlante di trivializzazione di & Poniamo per
semplicita

Wy = 00, @O =Y,
per indicare le forme di Christoffel delle trivializzazioni locali dell’atlante e i pull-
back @, della forma di Cartan mediante le trivializzazioni locali

Vo : U X G2 (p,a) — oe(plac P|U,1~

Nortazione 1V.6.4. Sianﬂ Vap = 0';10',3 € € (Uqp, G) le funzioni di transi-
zione dell’atlante 7. Per ogni coppia di indici a,f per cui U, g # 0 indichiamo
con

(4.6.4) Vopdop = ¥y 506 € € (Uap, 0)

le derivate di Darboux delle funzioni di transizione, cio¢ i loro pullback della forma
di Maurer-Cartan wg = a”'da di G.

Per il LemmadIV.6.1] abbiamo

ProposizionE 1V.6.5. Le forme di Christoffel {0, € Q' (U,, 9)} della connes-
sione T nell’atlante di trivializzazione </ = {(U,, 04)} verificano le EQUAZIONI DI
GAUGE

(4.6.5) wp = Ad(W, p)0a + U, ydWap s Ung,
ove le {Yop = G';IO'ﬁ € € (Uqp, G)} sono le funzioni di transizione di <7 .
DiMosTRAZIONE. E infatti 08 = Oolfqp. Otteniamo allora
wWg = 0—;(‘) = (%%,ﬁ)*w =wo d(o—(x‘//a,ﬁ)
= w0 (dRy,, 0 doy + (Talap) Wy sdtiap))
= (R}, ,0) 0 dog + Yy pdiiap = AdW, Pwa + Uy pddap
su Uyg. O
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Viceversa, una famiglia di forme a valori in g , definite sugli aperti di un
atlante di trivializzazione, e che soddisfino le equazioni di gauge, definiscono
univocamente una connessione G-principale.

TeorEMA 1V.6.6. Siano &/ = {(Uy,, 04)}eer un atlante di trivializzazione di €,
con funzioni di transizione {{o g = 0';10'5 € € (Uqp,G)}, ed {w, € Q' Uy, 8)}aer
una famiglia di forme differenziali, definite sugli aperti U, dell’atlante <7, ed a
valori in g. Allora:

(1) Vi é al pivt una connessione G-principale su & di cui le {0} siano le forme
di Christoffel di T rispetto alle trivializzazioni locali dell’atlante <f .

(2) Condizione necessaria e sufficiente affinché le {0y} siano le forme di
Christoffel di una connessione G-principale su € é che siano verificate

le (4.6.5).

DimostrAzZIONE. Lunicita segue dal Lemma(lV.6.3] in quanto, per (4.6.3)), le
@, sono determinate dalle w, e a loro volta determinano univocamente le restri-
zioni di w agli aperti Ply, .

Per dimostrare la seconda affermazione, bastera verificare che le equazioni di
gauge esprimono una condizione necessaria e sufficiente affinché risulti

(4.6.6) Vo, = W05 suPly,,

e quindi le {¥,, ®,} si rincollino e definiscano una forma di connessione w su P.
Le (4.6.6) sono equivalenti a

(4.6.7) (P! o Wp) @y = @ suUyp X G.

E W, '"Ws(p,a) = (p, Yapa) su Upg X G.
Abbiamo quindi

(P, Wp) @y = Do 0 d(¥,'¥p)
= Ad(a_lw(_tlg)ooa +a! (t//;’fgdz//aﬁ)a +a'da
= Ad(a™") (Ad(Y, p)wa + U, ydirap) + a” ' da
= Ad(a_l)(oﬁ +a'da = ®g.
La dimostrazione ¢ completa. O

OsservazionE [V.6.7. Identificando T'(U,XG) al prodotto cartesiano T U, XTG,
possiamo descrivere il pullback su U, X G della distribuzione orizzontale su P
mediante

(4.6.8)  WiHy,(a = Xy = [0a(X)]: | X, € TyM), Vp € Uy, Ya€G.

La forma di Christoffel misura quindi di quanto la distribuzione orizzontale definita
dalla connessione differisca da quella banale della trivializzazione locale.
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IV.7. Sollevamento orizzontale di campi di vettori

Sia assegnata una connessione principale I' su E, con forma di Cartan w. Per
ogni o € P I’applicazione

4.7.1) HyP 3 X,—dn(0)(Xy) € TrryM

¢ un isomorfismo lineare. La sua inversa

(4.7.2) by @ TreyM—HsP

ci permette di definire 1’applicazione

4.7.3) h:X(M)>X—XeHP), con X, =hy(Xge) Yo €P.
DEerNizIoNE IV.7.1. Tl campo X € X(P) & il sollevamento orizzontale di X € X(M).

Proposizione IV.7.2. Condizione necessaria e sufficiente affinché un campo di
vettori X € X(P) sia il sollevamento orizzontale di un campo di vettori X € X(M) é
che siano soddisfatte le due condizioni:

(4.7.4) (i) oX) =0, (i) Ru.(X) =X, VaceG.

11 sollevamento orizzontale @.7.3)) é un’applicazione R-lineare che soddisfa:

@  AfX) =1(NHX, VfeE (M), VX € X(M),
(b)  dn(X,Y)) =[X,Y], VX, Y € X(M),
() [A%X]=0, YA € g, VX € ¥(M). o

OsservazionE [V.7.3. 1l commutatore del sollevamento orizzontale a P di due
campi di vettori su M ¢ invariante rispetto alle traslazioni a destra, soddisfa cio¢ la
proprieta (ii) ma puo non essere orizzontale, non soddisfare cioe la (i). Il solleva-
mento orizzontale del commutatore & la componente orizzontale del commutatore
dei sollevamenti orizzontali.

IV.8. Sollevamento orizzontale di cammini e trasporto parallelo

Indichiamo con %J([O, 1], M) (rispettivamente %J([O, 1], P)) I'insieme delle
curve di classe €' a tratti in M (rispettivamente in P).

DerNizione 1V.8.1. Una curva i € %,1([0, 11, P) si dice orizzontale se 11+(t) €
HP per ogni ¢t € [0,1]. Indicheremo con ‘Kti ,([0, 1], P) T’insieme dei cammini
orizzontali in P.

ProrosizionE I1V.8.2 (Sollevamento orizzontale dei cammini).
Siano y € ‘5;([0, 1], M) e o¢g € P, con n(oy) = y(0). Allora esiste un unico
cammino orizzontale ¥, € ‘5& 4([0, 11, P), tale che

{7@(0) = 00,

(4.8.1) 3
oY) =y(), VYtel0,1].
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DmosTrRAZIONE. Possiamo limitarci al caso in cui y € ‘51([0, 1], M). Poiché
il fibrato differenziabile & & localmente banale, esiste senz’altro una curva y* €
€1([0, 11, P) tale che

¥P(0) = oo,
noyP(t) =), Vtelo,1].

Cerchiamo allora la ¥, nella forma
Yoo (1) = Y (Da(), con ae€'([0,1],G).

Poiché
@ =" (Da(0) + ¥ 0a(),

la condizione che ¥, sia orizzontale si puo riscrivere mediante

0=o (@) = 0" (Da®) + o0& (0a(0) = 0(@Ra(")) + 0ca()
= Ad(a(n)™!) o 0(5") + a(®) a(r).
La a(f) deve essere quindi soluzione dell’equazione
aal = —w@h).

Per la Proposizione |l.4.10, quest’equazione ammette una ed una sola soluzione, e
quindi anche la (4.8.T)) ha una ed una sola soluzione. |

Derivizione IV.8.3. L'unica soluzione ¥, € %!, ([0, 1], P) di @38.1) si dice il
sollevamento orizzontale di vy a partire dal punto o.

Dermnizione IV.8.4. Sia y € ‘5&([0, 1], M). 1l trasporto parallelo lungo vy, &
I’applicazione

4.8.2) Ty - Py(()) 50 —™ 5/0-(1) S Py(l)-

Proposizione IV.8.5. Il trasporto parallelo gode delle seguenti proprieta:
(1) Perogniy € %&([0, 11, M) la T, : Py0)— Py e invertibile (ﬂ

(4.8.3) T =1,
Inoltre
(4.8.4) Ty (0a) = (ty(0))a, VYo € Py, YaeG.
(2) Sey.y1.y2 € 610,11, M) §]y = y172, allora
(4.8.5) Ty =Ty, 0 Ty,.

"Indichiamo con y~! la curva y~' () = y(1 - 1).
v1(2t) se0 <t

8o s <t<4,
Ricordiamo che y;y,(t) = ]
2(2t-1) se; <1<l
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IV.9. 1l gruppo di olonomia

Nortazione IV.9.1. Per ogni punto p € M indichiamo con .Z(p) lo spazio dei
laccetti in p, di classeﬂ %" a tratti. Ogni elemento y di .Z(p) definisce un elemento
[y] del gruppo fondamentale 71(M, p) di M con punto base p. Denotiamo con
% (p) 'insieme dei laccetti v con [y] = 0.

Fissata una connessione principale I su § = (P N M), il trasporto parallelo
associa ad ogni laccetto y € .Z'(p) un’applicazione t, della fibra P, in sé

(4.9.1) T, :P,30 — y,(1) € P,
Lemma IV.9.2. Per ogni p € M, l’insieme
(4.9.2) O(p) = {1y |y € Z(p)}

dei trasporti paralleli corrispondenti a laccetti di classe €' a tratti in p & un
gruppo di permutazioni di P .

L’insieme
(4.9.3) Do(p) = {1y | y € ZLo(p)}
dei trasporti paralleli corrispondenti a laccetti di £(p) omotopi al laccetto co-
stante é un sottogruppo normale di ®(p). O

Dermizione 1V.9.3. Chiamiamo ©(p) gruppo di olonomia ed il suo sottogruppo
normale @y (p) gruppo di olonomia ristretto della connessione I' in p € M.

Ad ogni o € P, associamo un monomorfismo del gruppo di olonomia nel
gruppo strutturale mediante:

(4.9.4) pr: ®(p)31, — a=0"'o1,(0)€G.

Dermizione 1V.9.4. 1 sottogruppi @ (o) = po(@(p)) di G e @y(0) = ps(Do(p))
si dicono rispettivamente gruppo di olonomia e di olonomia ristretta dil' in o € P.

Proposizione 1V.9.5. 1l gruppo di olonomia ristretta (o) e un sottogruppo
normale del gruppo di olonomia ®(o). O

9
~

OsservazioNE 1V.9.6. Consideriamo in P la relazione di equivalenza che
identifica due elementi 01,0, € P se & possibile trovare una curva orizzontale, di
classe €’ a tratti, con punto iniziale 0| e punto finale o5. Allora

(4.9.5) O(o)={a e G|oa ~ o7}
Prorosizione 1V.9.7. (1) Sepe M, o€ Py acG,allora
(4.9.6) O(oa) = adla " )D(0)), Do(oa) = ad(a” ) D(0)).

9Possiamo definire i gruppi di olonomia utilizzando laccetti di classe €* a tratti, per k > 1. Un
teorema di Nomizu e Ozeki [On the degree of differentiability of curves used in the definition of the
holonomy group, Bull. Amer. Math. Soc. 68 (1962), 74-75] ci dice che diversi gradi di regolarita
(1 < k < o0) danno gli stessi gruppi di olonomia.
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(2) Se 0g,01 € P possono essere congiunti con una curva orizzontale di
classe €' a tratti, allora

(4.9.7) O(o1) = D(00),  Do(o1) = Po(070).

(3) In particolare, se P é connesso, allora tutti i gruppi di olonomia ®(o), al
variare di o in P, sono coniugati tra loro come sottogruppi di G.

DimosTtrAZIONE. (1) E Yoa = Yoa € quindi
(@) Foa(1) = a o™ H(Da = ad(@ )oY (1),

da cui segue la (4.9.6).

(2) Sia § una curva orizzontale di classe €' a tratti che congiunga o a o7y ed
s = mo §la sua proiezione su M. Per ogni a € ®(oy), possiamo trovare un laccetto
vy € ZL(n(oyp)) tale che ¥4,(1) = opa. La curva 3a & una curva orizzontale di
estremi opa € oja. Quindi la curva (5a)y., 57! & una curva orizzontale che rialza
il laccetto sys™! € Z(n(o1)) e che congiunge o a oja. Questo dimostra che
a € ®(o1). Quindi (o) € ®(o1). Ripetendo lo stesso ragionamento possiamo
dimostrare anche I’inlcusione opposta. Per completare la dimostrazione del punto
(2), basta osservare che sys~! € Zy(n(o1)) se y € Ly(n(op)).

La (3) ¢ conseguenza immediata delle (1) e (2). O

ValdJil ;

TeorEMA 1V.9.8. Sia € = (P 5 M) un fibrato principale differenziabile con
gruppo strutturale G, con base connessa, su cui abbiamo fissato una connessione
principale T. Sia oy un punto di P. Allora:

(a) Dg(og) e un sottogruppo di Lie connesso di G.

(b) Dg(og) e un sottogruppo normale di O(oy) ed il quoziente O(oy)/DPo(o)
e al pitt numerabile.

(¢) In particolare, ®(o) ¢ un sottogruppo di Lie di G, e ®y(op) e la sua
componente connessa dell’identita.

DimosTrRAZIONE. Siay € Zp(p) un laccetto omotopo all’identita. Se F : [0, 1]x
[0,1] — M & un’omotopia di laccetti di classe € a tratti di y con il laccetto
costante, allora [0,1] > 1 — o) lrpl (0¢) € un cammino continuo in ®y(o) che
congiunge o, ! 7,(0) con I'identita. Per il teorema di Freudenthal citato nella nota,
ne segue che @g(0) ¢ un sottogruppo di Lie di G.

La seconda affermazione segue dal fatto che ®((07) € un sottogruppo normale
ed abbiamo un omomorfismo surgettivo

w1 (M) — ®(o)/Do(0p).

Poiché M ¢ connesso e paracompatto, il suo gruppo fondamentale ¢ al pilt nume-
rabile e da questa osservazione ricaviamo la tesi. O

10 per 1a dimostrazione di questo risultato, ¢ utile utilizzare il seguente teorema di Freudenthal
[Die Topologie der Lieschen Gruppen als algebraisches Phinomen I Ann. of Math. 42 (1941) 1051-
1074]: Un sottogruppo H connesso per archi di un gruppo di Lie G, in cui ogni coppia di punti si
possa congiungere con un arco di classe €' a tratti, & un sottogruppo di Lie di G.
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Dal Teoremal|lV.9.8|segue subito il

TeoreMA 1V.9.9 (di riduzione). Sia & = (P 5 M) un fibrato principale diffe-
renziabile con gruppo strutturale G, e supponiamo M connesso e paracompatto.
Sia T una connessione principale su E. Fissiamo oy € P e sia P(o) l'insieme dei
punti di P che possono essere congiunti a oy da un cammino orizzontale. Allora:

(i) &, = (P(00) N M) ¢ un sottofibrato principale differenziabile di E, con
gruppo strutturale ©(o).
(ii) La connessione I su & si riduce ad una connessione I’ su &,.

DeriNizionE IV.9.10. Chiamiamo &, il fibrato d’olonomia per .






CAPITOLO V

Differenziazione covariante e curvatura

V.1. Differenziale di forme tensoriali e pseudotensoriali

SiaE = (P N M) un fibrato principale differenziabile, con gruppo strutturale
G. Nel seguito di questo paragrafo penseremo fissata una connessione principale I
su £ ed una rappresentazione lineare (p, V) del suo gruppo strutturale. Nel
abbiamo definito le forme tensoriali e pseudotensoriali associate a (p, V).

OsservazioNE V.1.1. La forma di Cartan o di I" € un esempio di forma pseudo-
tensoriale di tipo (Ad, g), che non ¢ tensoriale se g # 0.

Dermnizione V.1.2. 1l differenziale esterno covariante D¢ € Qg%l (P, V) di una
g-forma pseudotensoriale ¢ € Qg(P, V), ¢ definito da:
(511) D¢(X05 Xla ey Xq) = d¢(prh(X0)7 prh(Xl)7 ey prh(Xq))

VX(),X], cen ,Xq € 3€(P)

TeoreMa V.1.3. Sia ¢ € QZ(P, V) una g-forma pseudotensoriale di tipo (p, V).

Allora:

(a) ¢ o pry, & una g-forma tensoriale di tipo (p, V),
(b) d¢ e una (q + 1)-forma pseudotensoriale di tipo (p, V);
(c) D¢ = (d¢) o pry, e una (q + 1)-forma tensoriale di tipo (p, V). O

Allarappresentazione lineare (p, V) di G corrisponde la rappresentazione (p.., V)
della sua algebra di Lie g, definita da

(5.1.2) p.(A = dp(A)v) = (§) _ p(e™) v, YAeg VveV.

Ricordiamo che dire che (p., V) é una rappresentazione lineare di g significa
che p. : g — glr(V) ¢ R-lineare e soddisfa

(5.1.3) p.([A, B]) = [p«(A), p«(B)] = p«(A) 0 p«(B) — p«(B) 0 p«(A), VA,Beag.

Nortazione V.1.4. Ricordiamo la notazione introdotta nella DefiniziondlI1.9.14
Data una forma pseudotensoriale ¢ € QZ(P, V), di tipo (p, V), indichiamo con
0 Ay P E Q4*1(P, V) la forma

q
(5.14) (0 Ay $)(Xos ..., X,) = Z(—l)h [0 (@XIN] @ Kos .. Xns .., X))

h=0
Vale il seguente :

93
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LemMma V.1.5. Se ¢ € Qg o(P, V) e una r-forma tensoriale di tipo (p, V), allora

(5.1.5) D¢ =dp +w Ay .
DmosTrAZIONE. Basta verificare che
(%) D¢(Xo, ..., Xy) = dp(Xo, ..., Xy) + (0 Ap §)(Xo, ..., Xy)
quando X, ..., X, siano o campi verticali fondamentali associati ad elementi del-

I’algebra di Lie g, oppure sollevamenti orizzontali di campi di vettori su M. La
formula & banalmente vera quando gli X; siano tutti orizzontali oppure almeno due
di essi siano verticali.
Bastera dunque dimostrare la nel caso in cui Xp = A* con A € ge gli X;
siano sollevamenti orizzontali, sia cioé X; = Z; con Z; € ¥(M), perl <i<gq.
Poiché abbiamo supposto che ¢ sia tensoriale, otteniamo

dp(A*, X1, ..., X)) = A*¢(X),...,X,) + Z:’zl(—l)ixiqﬁ(A*, X )

=0
# CDBAN X, X )
=0
+ lekjsq(—l)”j(/)([Xi,Xj],A*, X X

=0
= A*¢(X1 9. 7X(/) = (LA*¢)(X1 9. 7Xq)a
perché la derivata di Lie [A, X;] = [A*,Z;] dei sollevamenti orizzontali rispetto ai

campi fondamentali ¢ nulla.
Il campo A* & il generatore infinitesimale di t — Rexp(:4). Abbiamo percid
d

d
Lavd = R pun@lico = — [P(Xp(—1A))¢li-0 = —p.(A)6.

Poiché ¢ ¢ tensoriale, otteniamo

che, insieme alle precedenti, di da la (). O

V.2. Differenziazione covariante di sezioni di fibrati vettoriali

Sia (p, V) una rappresentazione lineare di dimensione finita del gruppo strut-
turale G del fibrato principale & e Ey il fibrato vettoriale associato. Utilizzando
I’isomorfismo Ay descritto nella Proposizione[[I1.9.18] possiamo utilizzare il dif-
ferenziale esterno covariante per definire una differenziazione nello spazio delle
forme differenziali a coefficienti in Ey .

Dermizione V.2.1. La differenziazione covariante d" (o connessione lineare)
su Ey, associata alla connessione principale I' su E, ¢ I’applicazione lineare

A oDoA
(5.2.1) 4 - UM, Ey) 5 0"\ (M, Ey), ¢ >0.
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Abbiamo quindi un diagramma commutativo:

dV
Q' (M,Ey) —— Q" N(M,Ey)

Avl JAV

D
& (BV) —— QUI(PV).
Proposiziong V.2.2. Valgono le formule:
d¥(fs)=s@df + fd's VfeE (M), Vs €Te, (M, Ey),
dV(s®pB)=s®@dB+d s®p Vs € T, (M, Ey), VB € "(M),
Y@ AB) =@ a)AB+(-1YaAdB YaecQ(MEy), V8ecQ(M). O

Dermnizione V.2.3. Se X € X(M) ed s € I's, (M, Ey), la sezione dVs(X) €
Iz, (M, Ey) si indica con Vs e si dice derivata covariante di s rispetto ad X.

Siano s € I's (M, Ey), ed § =€ € (P, V) il suo sollevamento (3(c") = o Ls(n(0))).
Abbiamo allora

(5.2.2) Vxs = X35, VseTle, (M Ey), VX € X(M).

OsservAzIONE V.2.4. Gli elementi di 29(M, Ey) sono sezioni di un fibrato vet-
toriale differenziabile su M, ma questo non ¢, in generale, associato ad una rappre-
sentazione lineare di G. Di una forma di grado positivo possiamo quindi definire il
differenziale, ma non la derivata covariante rispetto ad un campo di vettori.

Lemma V.2.5. Sia p un punto di M. Abbiamo:

(5.2.3) suppd* ¢ C suppd, Vo € Q"(M,Ey),
(5.2.4) dvgbl(p) = dv(bz(p) se ¢1 = ¢y in un intorno di p,
(5.2.5) supp Vxs C suppX Nsupps, VX € X(M), Vs €I, (M, Ey),
(5.26) {Vf|X1+f2X25 = fiVx,s + f2Vx, s,

Yfi, o e €° (M), VX1,Xo € X(M), Vs € I't (M, Ey),
(5.2.7) Vx(fs)=Xf)s+ fVxs, VfeE (M), Vselg, (M, Ey),
(5.2.8) Vx(s1 +52) = Vxs1 + Vxso, VX € X(M), Vs, 52 € g, (M, Ey),
(5.2.9) Vxs(p) = Vys(p) seX, =Y, Vselg,(M,Ey).

O

In particolare, se U ¢ un apertodi M, ¢ € Q4(U, Ey), X € X(U), s € I's (U, Ey),
p € U,v € T,M, possiamo definire senza ambiguita d¥¢p € QY (U, Ey), Vxs €
FEV(U’ Ev), VVS € Evp.

V.3. Espressione locale del differenziale covariante

Possiamo utilizzare le forme di Christoftel relative ad un atlante di trivializza-
zione di § per ricavare espressioni esplicite del differenziale covariante.



9% V. DIFFERENZIAZIONE COVARIANTE E CURVATURA
Sia .o/ = {(Uy,04) | @ € I} un atlante di trivializzazione di €. Data la forma di
Cartan » di una connessione principale su E, abbiamo posto
Wy = 0, € Ql(Ua, g), (FORME DI CHRISTOFFEL),
-1 1
ea,ﬁ = ¢Z’ﬁwG = wa,ﬁdwa,ﬂ € (UyN U,B, a).

11 pullback su U, x G della connessione su & per mezzo della trivializzazione ha
forma di Cartan &, = Ad(a™!) o w, + a~'da. Quindi il sollevamento orizzontale
X ad U, x G di un campo X € ¥(U,) & definito dzﬂ

(5.3.1) X% = X - (Ad(a Hwe(X))".

Fissiamo una rappresentazione lineare (p, V) di G e scriviamo per semplicita E
invece di Ey per indicare lo spazio totale di Ey. Ad una s € I's, (M, E) associamo le
funzioni s, = o,'s € € (U,, V). Esse si rialzano a funzioni §, € €°(U, X G, V),
definite da

So(p.a) = pa)so(p). Vp €Uy, Ya€G.
Se A € g, abbiamo

d
A*5o(p,a) = (d—t) ple a5, (p) = —pla™Hp.(Ad(@)(A))sa(p).
=0

Otteniamo percio

(532) X5, =p(@ (X - [Ad(@ Hoa(XD)]")3a = p(a)™ (Xs + pu(wa(X))s).
Derinizione V.3.1. Le forme

(5.3.3) Ya = Ps 0 0 € Q' (U, alp(V))

si dicono le forme di Christoffel della differenziazione covariante V di Ey, nell’a-
tlante di trivializzazione {(U,, o) | « € I}.

Abbiamo dimostrato la seguente :

Proposizione V.3.2. La differenziazione covariante si esprime, per mezzo delle

forme di Christoffel (5.3.3), mediante
(5.3.4) d"(0af) = T df +ya(). V[ EC UaV).

Piu in generale, ogni ¢ € Q4(M, E) puo essere descritta da una famiglia di
forme differenziali {¢, € Q9(U,, V)}, caratterizzate da

¢ =0q0, sul,.
Definiamo y, A ¢ € Q471 (U,, V) ponendo, per ogni X, ..., X, € ¥(Uy),
(5.3.5) Yo N ¢o(Xo, ..., Xy) = ZZZO(—I)jy(,(XJ-)(¢a(Xo, e ,)?j, e X))
Possiamo associare ad una ¢y € Q9(U,, V) la oo € 29(U,, Ey) definita da
(5.3.6) (Cat0)(X1,...,Xy) = 0alp) - ¥(Xi,...,Xy) € Ey,, VX),...X| € X(Up).

lCome in precedenza, abbiamo identificato 7 (U, X G) con il prodotto Cartesiano (T'U,) X (T G),
ed indicato con A* il campo di vettori invariante a sinistra corrispondente a A € g.
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Per la Proposizione [V.2.2] otteniamo la formula:
(5.3.7) dv¢ = 0o (dPa +Ya A Pa) suU,.

V4. Forma di curvatura ed equazioni di struttura

Sia g = (P iN M) un fibrato principale differenziabile, con gruppo strutturale
G, su cui sia stata fissata una connessione principale con forma di Cartan . Indi-
chiamo con g I’algebra di Lie di G. Ricordiamo che o ¢ una forma pseudotensoriale
di tipo (Ad, g).

Dermnizione V.4.1. La forma di curvatura di I ¢ la 2-forma tensoriale di tipo
(Ad, 9):

(5.4.1) Q= Do € 23, (P.g).

Ricordiamo che il fatto che € sia una 2-forma tensoriale di tipo (Ad, g) signi-
fica che valgono le:

(a) RQ=Ada)oQ VYaeG
(b) Q(X,Y)=0 se X oppure Y ¢ verticale.
TeorEMA V.4.2. La forma di curvatura soddisfa I’equazione di strutturaﬂ
(5.4.2) Q=do+ 3[oAo].
DivosTrAZIONE. Basta dimostrare che
(%) Q(X.Y) = (do + o A ]) (X, Y)

quando X,Y € X(P) siano o fondamentali, o sollevamenti orizzontali di campi
suM.
Distinguiamo i diversi casi.
Se X = A*, Y = B*, con A,B € g, sono entrambi fondamentali, allora
Q(X,Y) =0ela(x)siriduce a
dw(A*, B*) = A*(B) - B*(A) — o([A*,B*]) = —[A,B] = —%[(u A w](A*, BY).

Siano ora X = A*, conA € g,ed Y = Z, con Z € X(M). Ancora, Q(X,Y) =
Q(A*,Z) = 0. Poiché ora anche

[0 A ®](A*,Z) =0,
in quanto w(Z) = 0, la (+) si riduce a
dw(A*,7) = A*(0) = Z(A) — o([A*, Z]) = —o([A*,Z]) = 0.

Infatti, [A*,Z] = Ly+(Z) = 0 perché Z & invariante rispetto all’azione di G su P.
Infine, nel caso in cui X = Z;, Y = Z,, con Z;,Z, € ¥(M), la () si riduce ad
[0 A 0](Z1,22) =0, e D(Zy,2>) = do(Z,2>). o

Non possiamo utilizzare la (5.1.3) per il calcolo del differenziale esterno covariante di o,
perché m ¢ pseudotensoriale, ma non tensoriale.
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OsseRVAZIONE V.4.3. In particolare, abbiamo
(5.4.3) Q2. 2) = ~0([Z1, 22]), VZi,Zy € ¥(M).

La forma di curvatura misura quindi la non integrabilita formale della distribuzione
orizzontale.

TeoremA V.4.4 (identita di Bianchi). La forma di curvatura Q soddisfa l'identita
differenziale di Bianchi

(5.4.4) DQ = 0.

DimosTrAZIONE. Poiché Q) € .Q/i 4.0(P. 9) € una 2-forma tensoriale di tipo (g, Ad),
abbiamo per il Lemma e per I’equazione di struttura:

DQ =dQ +[w A Q]
= d(do + [0 A o]) + [0 A Q]
%([dm/\w]—[w/\dm])+[m/\d(u]+%[w/\[u)/\w]]

oA oA ] =0,

perché una 3-forma tensoriale che si annulli sui vettori orizzontali ¢ nulla. O

V.5. Connessioni piatte

In questo paragrafo consideriamo il caso di connessioni principali con forma
di curvatura nulla.

Derinizione V.5.1. Sia § = (MXG 5 M) il fibrato banale e sia ng : MXG — G
la proiezione sulla seconda coordinata. Il pullback o = 7w della forma di
Maurer-Cartan su G ¢ la forma di Cartan di una connessione principale su &, che si
dice la connessione canonica.

Dermizione V.5.2. Chiamiamo piatta una connessione principale localmente
isomorfa alla connessione canonica.

TeorEMA V.5.3. Condizione necessaria e sufficiente affinché una connessione
principale sia piatta e che la sua forma di curvatura sia identicamente nulla.

DimosTtrAZIONE. Infatti, la forma di curvatura € nulla se e soltanto se la distri-
buzione orizzontale ¢ formalmente e quindi completamente integrabile. O

TeorREMA V.5.4. Se la sua base M e semplicemente connessa, il fibrato prin-
cipale § ammette una connessione principale piatta se e soltanto se ¢ isomorfo
al fibrato banale, ed una connessione piatta su & ¢ isomorfa alla connessione
canonica. O

OsservAZIONE V.5.5. In generale, se & ammette una connessione principale, le
foglie complete della sua distribuzione orizzontale sono tra loro diffeomorfe e sono
dei rivestimenti della base M.
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V.6. La famiglia delle connessioni principali

Se w ed @’ sono le forme di Cartan di due connessioni principali su E, la
differenza 1 = o’ — w € una uno-forma tensoriale di tipo (Ad, g) e quindi definisce
una forma ¢ € Q' (M, E,). Abbiamo quindi

ProrosizionNe V.6.1. Lo spazio delle connessioni principali su § e uno spazio
affine con spazio vettoriale associato Qpq0(P, g) ~ Q' (M, Ey).

OsservazioNE V.6.2. Utilizziamo le notazioni introdotte nei paragrafi prece-
denti. La forma di Christoffel w, = o, si puo interpretare come I’elemento di
QY (M, E,) che corrisponde alla differenza tra ¥ o e la connessione piatta canonica
sulU, XG.

V.7. Fibrato degli endomorfismi e rappresentazione aggiunta

Fibrato degli endomorfismi di un fibrato vettoriale. Ad un fibrato vettoriale

n=(E N M) possiamo associare il fibrato degli endomorfismi di v, che indi-

cheremo con End(n). La sua fibra sopra il punto p di M ¢ lo spazio vettoriale di
T End ()

tutti le applicazioni lineari di E), in s€. Il fibrato End () = (End(E) ——— M) ¢
il prodotto di Whitney  ®y n* su M del fibrato 1 e del suo fibrato duale n*.

Sia 7 il rango di m ed L(n) il fibrato GL,(R)-principale dei sistemi di riferi-
mento di 1. Allora End (1) ¢ il fibrato vettoriale associato alla rappresentazione
aggiunta di GL,(R) su gl,,(R).

T
Fibrato associato alla rappresentazione aggiunta. Sia &, = (E, = M) il
fibrato vettoriale corrispondente alla rappresentazione aggiunta di G.

Proposizione V.7.1. Sia (p, V) una rappresentazione lineare di G. Risulta al-
lora definita un unico morfismo di fibrati vettoriali (idpy, ps) : §5 — End (Ey), che
renda commutativo il diagramma

idpXp.
Pxg —— Pxglr(V)
p.
E, —— Znd(Ey)
in cui le frecce verticali sono le proiezioni canoniche nel quoziente.

DimosTrAZIONE. Basta osservare che p.(Ad(a)(A)) = Ad(p(a))p«(A) e quindi
I’applicazione idp X p. passa al quoziente, definendo un omomorfismo di fibrati
vettoriali. O

Alcune osservazioni sulle forme a valori vettoriali. Sian = (E M ) un
fibrato vettoriale differenziabile. Se ¢ € QP (M, End (E)) e € Q9(M, E), ¢ naturale
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definire il prodotto esterno ¢ A € QP*4(M, E) ponendo

@ADL, X = D €Kiy, X )Y Ky ) - X)),
keSS,
1Sk1<-~~<pk:§p+q VX1, Xpig € X(M).

1<kpi1<<kpig<p+q
Siano ora G un gruppo di Lie, § = (P 5 M) un fibrato differenziabile G-
principlale, &, il fibrato vettoriale associato alla rappresentazione aggiunta, Ey il
fibrato vettoriale associato ad una rappresentazione lineare (p, V) di G.
Se ¢ € QP (M, E,), allora p.¢ € QP(M, Ez,4(E,)). Se ¢ € Q41(M, Ey), definiamo

¢ No Wb = (pd) AN € Q7I(M, Ev).

Utilizzando I'isomorfismo Ay : (M, E;) — QZ d O(P, g) della Proposizion|lI1.9.18
e la Proposizione|lI1.9.15|abbiamo il seguenteﬂ

Lemma V.7.2. Se ¢ € Q" (M, Eg) ey € Q°(M, Ey), laforma ¢y € Q(M, Ey)
verifica

(5.7.1) Av(d Ao ¥) = Ag(d) Np Av(¥).

Nel caso in cui ¢, ¥ € Q*(M, E,), scriveremo
[¢ Ay] perindicare ¢ Aaq V.

Notazione V.7.3. Se ¢ € Q°(M,Ey) ed @ € Q1(M), indichiamo con ¥ A «
I’elemento di QP*4(M, Ey) definito da

(572) WADXi.... Xpig) = Y (~DPe®IXtsy - Xy W K- X)),

per ogni Xi,...,X,4 € X(M), ove la somma ¢ estesa a tutte le permutazioni k di
{I,...,p+qglconk; <---<k,ekp1 < <kpig.

OsservAZIONE V.7.4. Se ¢ € QP(M, E,), y € Q9 (M, Ey) ed a € Q9*(M), allora
(5.7.3) DN (WAQ@) = (N W) Aa.

Lemma V.7.5. Ogni elemento di QP (M, Ey) si puo scrivere come una somma
localmente finita di forme s - a con s € I's (M, Ey), a € QP (M). O

Le formule (5.7.2)), (5.7.3) ed il Lemma|V.7.5|ci saranno utili per semplificare,

pil avanti, il calcolo di alcune espressioni.

V.8. Curvatura

La forma di curvatura Q di una connessione principale I" su £ ¢ di tipo ten-
soriale per la rappresentazione aggiunta di G. Essa determina quindi un elemento
R € Q*(M, E,) tale che

(5.8.1) R(X),Y,) = 0cQXs, Yy), VX, Y € X(M), Yp € M, Vo € P,

3¢f. la Definizione|lI1.9.14
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DerNizione V.8.1. Tl tensore alternato R € Q*(M, E,) definito dalla (5.8.1)) si
dice tensore di curvatura della connessione principale I su E.

TeoreEMA V.8.2. Siano {w,} le forme di Christoffel di T in un atlante di trivia-
lizzazione o = {(Uy,04) | @ € I} di E. Allora

(5.8.2) Rly, = 0o - (dwg + 3[wg A wg]), Va €l
DivosTrAZIONE. Per la Proposizione[[I1.9.19] abbiamo
Rly, =0 -0, =04 - 0y(do + %[oo Aw]) =0, (dog + %[ma A 0g]).
|

TeoremaA V.8.3. Sia (p, V) una rappresentazione lineare di G. Allora, per ogni
¢ € Q4(M, Evy) abbiamo

(5.8.3) @)Y p=d"d"¢=R A, .
DmvosTrAZIONE. Se s € I's, (M, Ey) ed a € 29(M), abbiamo:
dvdv(sa/) = dV((st)/\oz)+sdoz) = (dvdvs)/\a—dvs/\da+dvs/\da = (dvdvs)/\a.
Utilizzando il Lemma[V.7.5| possiamo limitarci quindi a dimostrare la formula nel
casoin cui ¢ = s € Q%M, Ey) = Iz, (M, Ey). Abbiamo
D*5=D(d5+ 0 Ay §) =dw Ay §— 0 Ay d5 +® A, (d5+ 0 Ay §)
=dm Ny 5§+ Ap (0 Ap 3).
Per completare la dimostrazione della (5.8.3) ¢ sufficiente osservare che D*5 & una

due-forma tensoriale di tipo (p, V) e che I’'uguaglianza D*§ = Q Ap § ¢ verificata su
ogni coppia di campi di vettori orizzontali. O

CoroLLArIO V.8.4. Se s € I'e,(M, Ey), abbiamo
(584) R(X, Y) /\p s = VXst - VyVXS - V[X’Y]S,
VX, Y € X(M), Vs €'t (M, Ey).
DivosTrAZIONE. Siano X,Y € X(M), s € I's,(M, Ey). Posto ¢ = d" s, abbiamo
#(Z) = Z5 = V s per ogni Z € ¥(M) e quindi:
dp(X.7) = Xp(¥) - YdX) - $((X. ¥]) = (X¥ - 7X - [X. YD)5,
= O'_l(VXst —VyVyxs — V[X,Y]S) or.

Per il TeoremgV.8.3| otteniamo la (5.8.4). O

V.9. Trasporto parallelo di vettori

11 sollevamento orizzontale di cammini descritto nel del Capitolo[IV]ci
permettere di definire il trasporto parallelo lungo i cammini in M di vettori dei
fibrati vettoriali associati alle rappresentazioni lineari del suo gruppo strutturale.

Siay € ‘5&([0, 1,M)e ¥y, € %;’h([O, 1], P) il suo sollevamento orizzontale
a partire dal punto o9 € Py). Se (p,V) ¢ una rappresentazione lineare di G e



102 V. DIFFERENZIAZIONE COVARIANTE E CURVATURA

vg € Ey), allora vy = o) woeVe Yoo (®)vo € un sollevamento differenziabile di

v ad un cammino in CK;([O, 1], Ey), con punto iniziale vg.
Se o7, ¢ un altro punto di Py (), ¢ 0, = ooa per un elemento a € G ed il
sollevamento orizzontale di y con punto iniziale 0'6 e )“/(,6(t) = Yo, (1) - a. Poiché

-1 -1 11 -1
Vo =04 vo = (00a) v = pla oy vo = pla)vo,
otteniamo ¥, (V) = Yoo (1) - avly = Yo, (V0.

La curva 9,,(t) = 9+,(t)vo in Ey & quindi indipendente dalla scelta del punto
iniziale o in Py(q).

Dermnizione V.9.1. La curva y,, = 5’00(1)0'61110 € %”;([O, 1], Ey) si dice il
trasporto parallelo di vy lungo la curva y.

Possiamo considerare una curva v € €1([0, 1], Ey) come un campo di vettori
lungo il cammino y € €([0, 1], M) definito dalla sua proiezione y(f) = my(v(¢)).
Se Yo, € €1(10, 1], P) & il sollevamento orizzontale di ¥ di punto iniziale o € Py(0),
la composizione v, (f) = (5/00(t))‘1v(t) ¢ un cammino vy, € ¢ 0,11, V) e pos-
siamo quindi calcolarne la derivata vy, = %vgo. Seae Ge a'(’) = oa, allora
)7% () = Yoo (2) - a € il sollevamento di y con punto iniziale oy, Quindi Vo e a‘lvgo
ed abbiamo percio

5’0’0(1‘)‘.’0'0 = 706VU(’)-
Quindi ¥4,Vs, € un campo di vettori lungo 7y, indipendente dalla scelta del punto

iniziale o del sollevamento. Possiamo introdurre quindi la

DerNizionE V.9.2. Sia v € €1([0, 1], Ey) un campo di vettori lungo una curva
y € €'([0,1], M) e sia ¥, 1l sollevamento orizzontale di 7y, a partire da un punto
og € P 5(0)- La

Dv (V)" v(10)]
591 —_— = ~O’ )| ———
(5.9.1) o = Yool )( 7
si dice derivata covariante di v lungo la curva s. Se
Dy
5.9.2 - =
(5.9.2) 0

diciamo che il campo di vettori v € parallelo lungo la curva y.

OsservazioNE V.9.3. Il campo di vettori v & parallelo lungo la curva y se e
soltanto se v ¢ il trasporto parallelo lungo y del vettore v(0).

Abbiamo
ProposizioNe V.9.4. Siano f € I's,(M,Ey) ey € €0, 11, M). Allora

D(f o)

(5.9.3) 7

= Vin/f.
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V.10. Differenziazione covariante secondo Koszul

In questo paragrafo introduciamo la definizione astratta di differenziazione co-
variantel| sulle sezioni di un fibrato vettoriale differenziabile e mostriamo che es-
sa equivale al dato di una connessione principale sul fibrato dei suoi sistemi di
riferimento.

Sian = (E = M) un fibrato vettoriale reale differenziabile, di rango n, con
fibra tipica V, su una varieta differenziabile M di dimensione m. Indichiamo con
& (M) lo spazio I't, (M, E) delle sue sezioni differenziabili.

Dermizione V.10.1 (Koszul). Una derivazione covariante su 1 ¢ un’applica-
zione

(5.10.1) V:XM)x EM) > (X,s) — Vxs e &EM)
che gode delle proprieta

Vixi+px,s = fiVx s + 2Vx, s,
(5.10.2) Vx(s1 + s2) = Vxsi + Vxsa,

Vx(fs) = fVxs+X(f)-s,
ove f, fi, f» € €°(M), X, X1, X» € X(M), s, 51, 52 € &(M).

Poiché I’applicazione X — Vys & € (M)-lineare su X(M), possiamo conside-
rare, per ogni s € &(M), la

(5.10.3) X(M)3 X - d¥s(X) = Vxs € &(M)
come una 1-forma a valori in E. Definiamo cosi un’applicazione
(5.10.4) d¥: &M) =M, E) — Q' (M,E).
Derinizione V.10.2. L’applicazione si dice differenziazione covariante.

Abbiamo mostrato nel §V.2]come una connessione sul fibrato principale L(1),
con gruppo strutturale GL,(R), dei sistemi di riferimento di v permetta di definire
una differenziazione covariante su 1. Viceversa, vale il

TeoreMa V.10.3. Ogni differenziazione covariante su v é associata ad una ed
una sola connessione principale sul fibrato (1)) dei suoi sistemi di riferimento.

DiMOSTRAZIONE. Se s € &(M), denotiamo con § € € (L(n), V) il suo solleva-
mento, definito da §(c) = o' s(n(c)). Abbiamo
(5.10.5) X,5 = —0,(Xs)5, VX e VL), Vse EM).
Infatti, se A = 0,(Xy) € glg(V), da 5(o exp(tA)) = exp(—tA)5(o) ricaviamo
dexp(—tA)o ' s(n(0))

XoS§ = = —-A5(0).
dt (=0

4] L.Koszul Lectures on fibre bundles and differential geometry. Notes by S. Ramanan. Tata
Institute of Fundamental Research Lectures on Mathematics, No. 20 Bombay 1965 ii+130+iii pp.
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Percio, assegnata una connessione principale su (1), la sua forma di Cartan
¢ legata alla derivazione covariante dall’identita

(5.10.6) Xy5 =0 (Vax,$)—0Xe)3(0), VX € X(L()), Yo € P, Vs € &M).

Per concludere la dimostrazione, ¢ quindi sufficiente verificare che, assegnata una
derivazione covariante V su 1, la o € Q'(L(n), glz(V) definita dalla (5.10.6) ¢ la
forma di Cartan di una connessione principale su L(r)). Per la (5.10.5) ¢ w(A*) = A
per ogni A € glgr(V). Se a € GLr(V), 0 € L(n) ed X € X(L(n)), abbiamo

[R;0(X,)]5(oa) = [Ryw(Xy)la™" 5(0)
= 0(R.:Xe)3(0a) = (0a) " (Vi (R, %0)8) — Rau X
= a_IO'_l(V,r*Xs) -XR3 = a_l(O'_l(Vﬂ*xS) - Xs5)
= a ' w(X,)3(0) = [a” 0(Xs)als(oa) = [Ad(a™Ho(Xs)]5(oa),
da cui ricaviamo che R;,o = Ad(a Hw. Cid completa la dimostrazione. O

V.11. 1l Teorema di Ambrose-Singer

Dopo aver introdotto il concetto di curvatura, ritorniamo sull’olonomia, defi-
nita in §IV.9] Il legame tra curvatura ed olonomia & descritto dal seguente Teorema
di Ambrose e Singelﬂ

TeoreMA V.11.1 (dell’olonomia). Sia & = (P 5 M) un fibrato principale diffe-
renziabile, con gruppo strutturale G, ed M varieta connessa e paracompatta. Sia
I" una G-connessione principale su &, con forma di connessione w e forma di cur-
vatura €. Fissiamo un punto oy € P. L’algebra di Lie di ®y(o) ¢ il sottospazio
vettoriale di g generato dagli elementi della forma Q(o)(X,Y), al variare di o i
P(o) e di X, Y tra i vettori orizzontali in H,(P).

DmosTrAZIONE. Fissato oy € P, sia pg = m(og). Per il Teorema pos-
siamo supporre che il gruppo stutturale G di & coincida col gruppo di olonomia
®(0p). Sia a il sottospazio di g generato da tutti gli elementi Q(X, ), al variare di
X, Y in X(M) e di o in P. Poiché Q ¢ una forma tensoriale di tipo (Ad, g), abbiamo,
perogni X,Y € X(M)ed A € g,

as Q(Rexp(tA)*X, Rexp(tA)*X) = Rpr(tA)Q(X’ Y) = Ad(eXP(—fA))Q(X, ?)

Derivando rispetto a ¢ per ¢ = 0 otteniamo che [A, Q(X, )] € q, e quindi a & un
ideale di g.

Consideriamo la distribuzione vettoriale .7 (P) generata dai campi di vettori
A*, al variare di A in qa, e la B(P) = </ (P) + £ (P), generata dalla distribuzio-
ne orizzontale 77 (P) ¢ da <7 (P). Per costruzione la Z(P) ¢ una distribuzione di
rango m + dim a. Dimostriamo che & involutiva. Infatti .7 (P) & completamente

5W.Ambrose, LM. Singer: A theorem on holonomy, Trans. Amer. Math. Soc. 75 (1953),
428-443

®Ricordiamo che P(0p) ¢ 'insieme dei punti o di P che possono essere congiunti a oy da un
cammino orizzontale.
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integrabile, [A*, 77 (P)] C J#(P) per ogni A € a, perché la distribuzione orizzon-
tale ¢ invariante per le traslazioni a destra rispetto agli elementi di G ed, infine, se
X, Y e H(P)la

pr,([X, Y1) = [o([X, YD1 = —[QX, V)]x

prova che [X, Y] € ZA(P). Poiché abbiamo supposto che G coincida con il gruppo
di olonomia ®(oy), ogni coppia di elementi di P possono essere collegati da un
cammino orizzontale. Ne segue che P ¢ la varieta integrale di Z(P) passante per
o e che quindi ha rango uguale alla dimensione di P. Questo implica che a, avendo
la stessa dimensione di g, coincida con g. O

OsservazioNE V.11.2. Se E ¢ un fibrato principale differenziabile, con spazio
totale P connesso, su una base M di dimensione maggiore o uguale a dueﬂ esiste
una connessione principale su § per cui sia P(og) = P. In particolare, se dim M >
2, ogni gruppo di Lie connesso G ¢ il gruppo di olonomia di una connessione
principale sul fibrato banale M X G.

V.12. L’olonomia infinitesima

Lo spazio € (P, g) delle funzioni differenziabili su P a valori in g & un’algebra
di Lie con I’operazione

Lf1. £1o) = [fi(o), ()], Vfi,fo € €7(P.g), Yo € P.
Consideriamo la sua sottoalgebra
5.121) G =Ry(Po) = {f € € (o) IR,f = Ad@)f, Ya € G).
Lemma V.12.1. Valgono le
(5.12.2) Zf = -[wo(2), fl, VZeV(P), Vfe¥,
(5.12.3) Xfe¥ VX e X(M), Vfe49.

DiMoSTRAZIONE. Se f € di o2, eDf =df+[oA fl=df +[w, f]. Poiché
Df ¢ tensoriale, otteniamo la (5.12.2). La (5.12.3) segue dal fatto che, se f € & ed
X € X(M), allora f = §peruna s € I'y, (M, E,) ed Xf = Vys. O

Definiamo per ricorrenza

o =(QX. V)| X,Y € X(M)),
(5.12.4) Ji/p+1 = Ji/p + <)~(j£/p | X € f(M)} per p >0,
H = UpZOJi/p'

ProprosizioNE V.12.2. % ¢ una sottoalgebra di Lie di 9.
"Vedi J.Hano e H.Ozeki: On the holonomy group of linear connections, Nagoya Math. J.

10 (1956), pp 71-81, per il caso dei gruppi lineari, e K.Nomizu: Un théoréme sur les groupes
d’holonomie, Nagoya Math. J. 10, 1956, pp. 101-103 per il caso generale.
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DimosTRAZIONE. Indichiamo con R € Q*(M, E,) il tensore di curvatura. Per
ogni X,Y € X(M), la f = Q(X, Y) & il rialzamento R(X,Y) di R(X, Y) € T'¢ (M, E,)
e quindi un elemento di ¢. Per definizione X.# c .# per ogni X € X(M) e

A C 9 perla (5.12.3).

Dimostriamo per ricorrenza su p che [}, %] C]Z.

Siano X, X, € ¥(M). Poiché Q(X;,X>) = —o([X;, X2]), e prh([f(l,f(z]) =Y,
con Y = [Xj, X3], otteniamo, per la (5.12.2),

[Q(XlaXZ)’ f] = _Prv([XlsXZ])f = (prh([Xl’XZ]) - [XDXZ])f
= Yf—Xl,X2f+X2,X1f e x.
Da questo segue che [ %, ] C X .

Supponiamo ora che p > 0 e [%),_1, %] C JZ . Basta verificare che, se fy €
Hp1, f € A ed X € X(M), allora [Xfo, f1 € # . Questo segue perché per
I’ipotesi induttiva [ fy, f] € £ e quindi

[Xf07f] = X[f()’f] - [vaXf] € }?f%/ + [f07%] - %

La dimostrazione ¢ completa. O

Fissato o¢ € P, poniamo

my(00) = {f(oo) | f € ),
m(oo) = {f(00) | f € X} = Upzomp(co).

Proposizione V.12.3. m(o) € una sottoalgebra dell’algebra di Lie ¢(o) del
gruppo di olonomia ®(o).

DivosTrAZIONE. Per la Proposizione[V.12.2) m(o) ¢ un’algebra di Lie e I’in-
clusione m(og) C ¢(op) ¢ conseguenza del Teorema|V.11.1 O

DermNizione V.12.4. Lalgebra di Lie (5.12.3) si dice 1’olonomia infinitesima
della connessione I' in 0 ed il sottogruppo analitico di G generato da m(o7) il suo
gruppo di olonomia infinitesima in o.

Abbiamo

(5.12.5)

ProposizionE V.12.5. Se sia & che la connessione principale T su & sono anali-
tici reali, allora i suoi gruppi di olonomia speciale ed infinitesima coincidono. O

V.13. Connessioni invarianti canoniche su spazi omogenei

In questo paragrafo e nel successivo discuteremo connessioni principali inva-
rianti rispetto ad azioni differenziabili di gruppi di Lie. Considereremo in primo
luogo il caso degli spazi omogenei, considerati come fibrati principali con gruppo
strutturale uguale allo stabilizzatore di un punto.

Siano G un gruppo di Lie ed H un suo sottogruppo chiuso.
Dermizione V.13.1. Lo spazio omogeneo M = G/H si dice riduttivo se 1’al-

gebra di Lie ) di H ammette, nell’algebra di Lie g di G, un complemento lineare
Ad(H)-invariante.
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Supponiamo cioe che esista un sottospazio vettoriale m di g tale che:
(5.13.1) g=hém,
(5.13.2) m = Ad(a)(m), VYaeH.

Notazione V.13.2. Indicheremo con Ay, Ay, le componenti di A € g nella
decomposizione (5.13.1): A = Ay + A, con Ay € b, Ay € M.

OsservazionE V.13.3. G/H ¢ sempre riduttivo quando H sia compatto, perché
le rappresentazioni lineari dei gruppi compatti sono completamente riducibili.

Esemprio V.13.4. Sia G un sottogruppo di GL,(C) semialgebrico e chiuso ri-
spetto all’aggiunzione. Allora K = GNU(x) € un sottogruppo compatto massimale
di G. Indichiamo con F la sua algebra di Lie e con p il sottospazio g N p(n) delle
matrici Hermitiane-simmetriche dell’algebra di Lie g di G. La decomposizione di

Cartan g = £ & p verifica le (5.13.1)), (5.13.2)) e quindi lo spazio omogeneo G/K ¢
riduttivo.

TeorEMA V.13.5 (Connessioni invarianti su spazi riduttivi). Sia M = G/H uno
spazio omogeneo ed indichiamo con § il corrispondente fibrato principale, con
gruppo strutturale H, spazio totale G e base M.

(1) Supponiamo che M sia riduttivo e valgano le (5.13.1), (5.13.2). Allora
la componente o in Yy della forma di Maurer-Cartan wg di G rispetto
alla decomposizione (5.13.1) é la forma di Cartan di una connessione
H-principale su E.

(2) Se esiste su § una connessione H-principale T, invariante per le trasla-
zioni a sinistra su G, allora M ¢ riduttivo, e T e ottenuta come in (1), a

partire da una decomposizione (5.13.1), per cui valga la (5.13.2).
(3) La forma di curvatura della connessione T definita in (1)) é

(5.13.3) Q(A*,B*) = —[An, Bnly, VYA,Beg.
DimostrAZIONE. ((I]) Basta verificare che la

(5.13.4) w(A*) =Ayeh, VAeg
(ove A* ¢ il campo di vettori invariante a sinistra su G corrispondente ad A € g),
¢ una forma di Cartan su G. La distribuzione verticale ¥(G) ¢ generata dai campi
A*, al variare di A in . Abbiamo percio

0(AY)=Ay=A, VYAeh
Abbiamo poi (R;).(A*) = (Ad(aM)(A))* perogni A € ged a € G, e dunque

Ri0(A") = o((Ad(a")(A))*) = (Ad(a™")(A))y
= Ad(a"")(Ay) = Ad(@aHw(A*), VAeg, VacH.

Infatti, la proiezione A — Ay su b commuta con Ad(a~!), perché abbiamo supposto
che m fosse Ad(H)-invariante.

(2) Se w ¢ laforma di Cartan di una connessione H-principale G-invariante a
sinistra su &, si verifica facilmente che m = ker w, C g soddisfa (5.13.1)) e (5.13.2)),
e che w(A™) = Ay per ogni A € g.
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(3) Per dimostrare basta utilizzare I’equazione di struttura, decompo-
nendo A e B con la (5.13.1). Abbiamo:
Q(A*, B*) = A"Ay — B*By — [A, Bly + [Ay, By
= —[Awm, Byly — [Ap, Bunly — [Am, Bunly
ed otteniamo la formula desiderata perché [A,,, By], [Ay, Bin] € m. O

Come conseguenza diretta del Teorema[V.I1.1]e della (3) del Teorema[V.13.5]
abbiamo:

TeoremA V.13.6. Sia M = G/H uno spazio omogeneo che ammette una con-
nessione G-invariante e sia § = h® m la corrispondente decomposizione della sua
algebra di Lie. Allora I’algebra di Lie ¢ in del suo gruppo di olonomia ®(e) in e é
generata dagli elementi di V) della forma X, Y1y al variare di X, Y in m.

DivosTrAZIONE. Per il Teorema[V.I1.T|1’algebra di Lie ¢ dell’olonomia ®(e) &
il sottospazio vettoriale generato dagli Q,(X*, Y™), al variare di X, Y in me di @ in
G. Infatti i campi X*, con X € m, generano la distribuzione orizzontale su G. Per
I’invarianza della connessione rispetto alle traslazioni a sinistra su G, abbiamo, per

(.13.3).
Qa(X*’ Y*) = QE(X’ Y) = _[X9 Y]b7 VX’ Ye m,

da cui la tesi. O

V.14. Connessioni invarianti

SiaE = (P Ny ) un fibrato principale diffeenziabile con gruppo strutturale G.
Ricordiamo che un automorfismo di & ¢ il dato di una coppia di diffeomorfismi
(f,F),con f € €°(M,M), F € €*(P, P), tali che

(5.14.1) n(F(o)) = f(n(o)), F(oa)=F(o)a, YoeP, YaeG.

Fissiamo una connessione principale I su &, con forma di Cartan w. Ricordia-
mo che un automorfismo (f, F) di € lascia invariante T se F*w = .

Proposizione V.14.1. Sia {(f;, F;)} un gruppo a un parametro di automorfismi
di € che lasci invariante T. Sia X¥ il generatore infinitesimale di {F,}. Allora

(5.14.2) Fy(0) = filo)exp(tw(XL)), VteR, Yo € P,

ove, per ogni o € P, abbiamo indicato con f/(o) il sollevamento orizzontale di
t — fi(n(0)), di punto iniziale o

DiMOSTRAZIONE. E F, (o) = ﬁ(U)a(t) per una a € ¥R, G), con a(0) = e.
Derivando questa uguaglianza, troviamo che

Xy = Ra. fi@) + fila)ao).

Poiché fi(o) & orizzontale, applicando la forma di Cartan ad ambo i membri di
quest’uguaglianza, otteniamo

o(Xf () = [a(O] ™ a@),
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perché w(ca(r)) = [a()] a(r) per ogni o € P. Poiché F, . X" = X?, ed Fio = o,
otteniamo
OXF () = OFLXP) = (Ffo)(X) = o(X]),

e quindi a(t) = exp(tu)(Xf;)). O

OsservAZIONE V.14.2. Tl generatore infinitesimale X* € X(P) di un gruppo a un
parametro di diffeomorfismi di § & invariante per traslazioni a destra. Soddisfa cioe
R.. X" = XP perognia € G.

Consideriamo ora un’azione differenziabile su & di un gruppo di Lie K. In-
dichiamo per semplicita con la moltiplicazione a sinistra sia la sua azione sugli
elementi di M che su quelli di P. Scriveremo quindi

nko) = kn(o), k(oa) = (ko)a, YkeK, YoeP, YaeG.

Esempio V.14.3. Sia K un gruppo di Lie, Ky un suo sottogruppo chiuso ed
M = K/Kj il corrispondente spazio omogeneo. Se m = dim M, il fibrato IL(M) ¢
un fibrato GL,,,(R)-principale. L’azione di K su L(M) ¢ la composizione k - o =
dLy o o di o € Homgr(R™, TryM) con il differenziale dL; del diffeomorfismo
Ly:M>p—kpeM.

Supporremo nel seguito per semplicita che P, G e K siano tutti connessi.
Fissiamo un punto py € M e denotiamo con

(5.14.3) Ko ={ke K|k po= po}

lo stabilizzatore di py in K. Esso ¢ un sottogruppo chiuso, e quindi di Lie, di K.
Siano E I’algebra di Lie di K e £y quella di K.

Per ogni punto o di P,, ed ogni elemento k di Ko, il punto ko appartiene
ancora alla fibra P, e vi sara quindi un unico elemento a € G per cui ko = oa.
Associamo in questo modo ad ogni oy € P, un’applicazione

(5.14.4) Aoy : Ko 2 k — 0y ko € G.

Lemma V.14.4. La Ay, definita dalla (5.14.4) é un omomorfismo di gruppi di
Lie.

DimosTrAZIONE. La (5.14.4)) si puo riscrivere nella forma koo = ook, (k), per
ogni k € K. Se ki, kp € Ky, abbiamo

Tohey(kikz) = (kik2)oo = ki(ka - 070) = k100hey (k2) = ooy (k1)hory (k2).

Quindi Ay (kik2) = Agy(k1) - Ao (ko) per ogni ki, ky € K. Per come ¢ definita,
Aoy € € (Ko, G) ed & percid un omomorfismo di gruppi di Lie. O

Dermizione V.14.5. Ogni elemento X dell’algebra di Lie £ di K definisce grup-
pi a un parametro di diffeomorfismi

(5.145) PxR>(o,t) — exp(tX)oe P, MXR>(p,t) — exp(tX)p € M.

I loro generatori infinitesimali X* € ¥(P) ed XM e X(M), si dicono i campi
associati ad X in P ed in M, rispettivamente.
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NotazionE V.14.6. Analogamente, indichiamo con X¥ il campo di vettori in-
variante a destra su K, generatore infinitesimale del gruppo a un parametro di
diffeomorfismi K X R > (k, ) — exp(¢X) k € K. Ricordiamo che

(5.14.6) XX, r¥1 =[x, Y%, vx,vet
Lemma V.14.7. Le applicazioni
(5.14.7) EsX > X eXP), e EaX— XMecxM)
sono anti-omomorfismi di gruppi di Lie. Abbiamo cioe
(5.14.8) (X, Y1 = -[X5, "] ed [X,YIM =-[XM,YM], VX, Y€t

DmosTRAZIONE. Per ogni g € P e pg € M possiamo considerare le applica-
zioni differenziabili ry, : K>k — koo € Pedr,, : K>k — kpye M. Se X €F,il
campo XX & 7, -correlato ad X” ed r,-correlato ad X™. La tesi segue allora dalla

(5.14.6). O

Indichiamo con A, il differenziale nell’identita dell’applicazione A, definita

dalla (5.14.4). Per il Lemma4V.14.4] abbiamo

Lemma V.14.8. Ay, : B — g & un omomorfismo di algebre di Lie. O

Fissiamo su & una connessione principale K-invariante, con forma di Cartan o
e definiamo

(5.14.9) Ay B3 X — (X)) €q.
ProposizionE V.14.9. L’applicazione (5.14.9) soddisfa
(D Agy(X) = Aoy (X), VX €,
2) Ay, (Ad(ko)(X)) = Ad(hy, (ko)) (A (X)), Vko € Ko, VX €B.

DimosTrAZIONE. Se X € B, allora

d d d
X}, = (E)t_o [exp(tX)cro] = (E)t_o 0k (eXp(1X)) = (E),_o 70 €XP(thery, (X)).

Quindi X7 = [As,,(X)]7,. e da questa segue la (T).

g’

Fissiamo X € £, kg € K e sia Y = Ad(kp)X. Abbiamo allora

exp(tY)oo = ko exp(tX)ky' oo = ko exp(tX)oohey (ky') = koR;, o1 (€xp(tX)oro),
da cui otteniamo che Y(I;O = kO*dRMO (k(;u)Xgo. Poiché w ¢ per ipotesi K-invariante,

applicando ® ad ambo i membri di questa uguaglianza, ricaviamo la (2). Infatti
Agy(V) = (YE) = m(ko*dRMo(kau)Xﬁo) = 0(dR;, -1 VX2 = A, (ko) oo(X,)
= Ad(hoy (k0))(Agry (X))
O
OsservAZIONE V.14.10. Per la Proposizione[V.14.1] abbiamo la decomposizione

XP = XM 4 [w(XD)]x, VX et

In particolare, poiché i campi X* ed X™ sono G-invarianti, anche [w(X?)]* 1o &.
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OsservazioNE V.14.11. L’estensione A, di Ay, non é, in generale, un omo-
morfismo di algebre di Lie, come ci mostrano la Proposizione|V.14.12|ed il succes-
sivo Corollario

Proposizione V.14.12. La forma di curvatura Q di una connessione K-invariante
su € soddisfa
(5.14.10) Qi (XP, YP) = [Apy(X), Ary (V)] = Agry ([X, Y1), VX, Y €E,
e quindi abbiamo
(5.14.11)  Rypy(XM, ¥YM) = 00([Ary (X)s Agry ()] = Ay ([X, YD)op! VX, Y €E.

DimosTtrAzZIONE. Siano X, Y € E. Per le equazioni di struttura abbiamo

Qyy(XP,YP) = X2 oY) = Y2 o(XP) = w5y (1X7, Y1) + [0(X"), oY)y
Le derivata di Lie di o rispetto ad X”, Y¥ sono nulle, perché w & K-invariante.
Quindi

X2 oY) = we, (X7, YP]),  YE o(XP) = 0q,(Y", X")).
Inoltre, poiché [X?, Y] = —[X, Y],
0oy (X7, Y7 = ~00, (1X, Y17) = ~Ag (X, Y]

Da queste osservazioni otteniamo la tesi. O

CoroLLarIO V.14.13. La connessione K-invariante definita da Ay, é piatta se
e soltanto se Ay, : £ — g é un omomorfismo di algebre di Lie.

Il teorema seguenteﬂ caratterizza le connessioni K-invarianti:

TeorREMA V.14.14 (Wang). Sia K un gruppo di Lie connesso di trasformazioni
€= del fibrato principale differenziabile &, che operi transitivamente sulla base M.
Fissato un elemento oy € P, la (5.14.9) stabilisce una corrispondenza biunivoca
tra linsieme delle connessioni K-invarianti su € e quello delle applicazioni lineari
Ay, : B = g che soddisfino le condizioni (1)) e [2) della Proposizione[V.14.9,

DimosTrAZIONE. Basta dimostrare che ad ogni applicazione lineare A, : £ — g
che soddisfi le (I) e (2) della Proposizione [V.14.9] si puo far corrispondere una
connessione principale I su § per cui valga la (5.14.9). Definiamo

Hyy = {X5 = Aey (X}, | X € B).

L’azione (KX G)X P > (k,a,0) — koa € P di Kx G su P ¢ transitiva e lascia in-
varante la distribuzione orizzontale di una G-connessione principale K-invariante
su E. Bastera quindi verificare che si puo definire la distribuzione orizzontale po-
nendo Hysyw = kiRy.Hy,, che cioe, se ki,k, € K ed aj,a; € G sono tali che
k] oopa) = k20'0a2, allora kl*Ral*HO'()P = kZ*Raz*HO'()P'

Posto a = aja; lek= ky ki, cio & equivalente a dimostrare che

k.RyHyy = Hyy, se kooa = oy.

8H.C. Wang: On invariant connections over a principal fiber bundle. Nagoya Math.J. 13 (1958),
1-19.
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Da kopa = o segue che k € Kg ed a = Ay, (k™). Mostriamo che
kR (X5 = Aee(O},) € Hyy,  se X €B, ke Ko, a=hgo (k).

Abbiamo
d

kLR, (XE)y= =
%) dt

exp(tAd(k)X)(kooa)

d
kexp(tX)opa = —
. p(tX)oo ailo

1=

dt

exp(tAd(k)X)og = [Ad(K)X]5,.

t=0
Per ogni A € g, abbiamo

d
k.Ra, Ak = —

7 (kcroa)a_1 exp(tA)a

t=0

d
. koo exp(tA)a = 7

ooexp(t Ad(a'A)) = [Ad(a™ A},

t=0

1=

dt

Perla (2), se A = Ay (X), &
Ad(a™HA = Ad(h sy (k) Ay (X) = Ay (Ad(K)X).
Otteniamo percio
kR (X5 = Ay CO%,) = [AAKX]E, = [Aey(AdR)X)]5, € He,.

Quindi k.R,.(Hs,) C Hy, e, poiché questi due spazi vettoriali hanno la stessa
dimensione, si ha ’'uguaglianza. La dimostrazione ¢ completa. O

Ricaviamo ancora

TeorREMA V.14.15. Supponiamo inoltre che ’azione di K su M sia riduttiva, e
sia m un sottospazio vettoriale di € con

(5.14.12) E=fom,
(5.14.13) Ad(k)(im) =m, Vk e Ko.

Vi e allora una corrispondenza biunivoca tra I’insieme delle connessioni K-invarianti
su € e quello delle applicazioni lineari

(5.14.14) Ay :m—g
tali che
(5.14.15) Mi(Ad(k)(X)) = AdOMk)) (M (X)), VX e m, Yk € K.

DimostrazionE. Ci riduciamo infatti al teorema precedente associando a Ay,
I’applicazione lineare A, : £ — g definita da:
X, se X ek,

Aoy (X) =
nX) {km(X), se Xem. O

OsSERVAZIONE V.14.16. La curvatura della connessione I” associata a Ay, €
(5.14.16)  Qu (X", Y") = [ln(X0, e = han([X, Y1) = Ay ([X, YT, ),
YX,Y e m.
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Dermnizione V.14.17. La connessione I' corrispondente alla scelta A, = 0
si dice la connessione canonica su § associata allo spazio omogeneo riduttivo
M = K/K,. La forma di curvatura della connessione canonica & Q(X?,Y?) =
—horg ([X, Ylg,), per X, Y € m.

Fissiamo una connessione K-invariante su &, con forma di Cartan w. Sia Ay,
I’applicazione lineare (5.14.9). Definiamo per ricorrenza

1 = ({[Acy(X), Ay (N] = Ay ([X, YD | X, Y € B}),

(5.14.17) Nyl =1, + [Ag(B),m,], perp >0,
= Upsonp-
TeoreEMA V.14.18. Se [’azione di K su M e transitiva, allora n é I’algebra di
Lie dell’ olonomia ® (o). O
DIMOSTRAZIONE. Se f € 4 = _QOA d,O(P’ g) ed X € B, abbiamo
(5.14.18) XPf=xX"f - [oX"), f1.
Vale poi
(5.14.19) (XF,¥Y1=2, conZ=[XM,Y], VXeE VY € X(M).

Infatti [X?, ¥] & un campo di vettori orizzontale, perché .7(P) & K-invariante, ed
i campi X” ed ¥ sono n-correlati ad XM, Y, rispettivamente. Quindi [X?, ¥] & il
campo di vettori orizzontale r-correlato a Z = XM y].

Consideriamo gli spazi .%), definiti dalla (5.12.4)). Dico che

(5.14.20) xtx,c H, VXeb Vp=0.

Ragioniamo per ricorrenza su p. Poiché Q ¢ K-invariante, la sua derivata di Lie
rispetto ad XP, per X € B, ¢ nulla e quindi, se Yy, Y, € X(M), la (5.14.19) ci da

XPQ(Y), 1a) = QZ1, Vo) + Q(V1,Zy), conZy = [XY, 111,25 = [XM, Y,].

Quindi X”.%%, c #. Supponiamo ora che, per un p > 0, sia X*.%, c .%,. Allora,
per ogni f € %, ed Y € X(M), posto Z = [X™, Y], abbiamo

XPYf=Zf+YXPf € Hpu.
Cio dimostra che X" %), C .1 e percid la (5.14.20) vale per ogni intero p > 0.

Poiché per ipotesi K opera transitivamente su M, i campi X*, al variare di X in E,
generano X(M) come ¢’ (M)-modulo. Utilizzando la (5.14.18), otteniamo allora

(5.14.21) XM, ¢ Ay +[0XD), ), Hpe € Hp+{(o(X), ]| X €B).

Con le my(op) definite da (5.12.5), poiché ng = mg(oy), da queste inclusioni
ricaviamo

(5.14.22) m,(oo) =n,, VYpeN.
La tesi ¢ allora conseguenza della Proposizione|V.12.5 O






CAPITOLO VI

Varieta differenziabili affini e Riemanniane

VI.1. Connessioni lineari
Sia M una varieta differenziabile di dimensione m.

DerinizionE VI.1.1. Una connessione linear(ﬂ su M & una connessione GL,,,(R)-
principale sul fibrato L(M) = (L(M) N M) dei suoi sistemi di riferimento.

Chiamiamo varieta differenziabile affine una varieta differenziabile M su cui
sia fissata una connessione lineare.

Sia G un sottogruppo chiuso del gruppo lineare GL(m, R).

DermnizioNe VI.1.2. Una connessione G-lineare su M & una G-riduzione ad un
sottofibrato § di IL(M) di una connessione lineare su M.

Una varieta differenziabile G-affine & una varieta differenziabile M su cui sia
fissata una connessione G-lineare.

Ad esempio, possiamo prendere come & il sottofibrato di olonomia determinato
da un riferimento oy in L(M) (vedi §IV.9). Viceversa, per la Proposizione[[V.2.4]
ogni connessione principale definita su un sottofibrato & di L(M), si estende a una
connessione lineare su M.

Fissiamo un sottofibrato principale & = (P N M) di L(M), il cui gruppo
strutturale G sia un sottogruppo chiuso di GL(m, R), con algebra di Lie g.

Denotiamo con 0 € Qll o(PR™) la forma canonica, definita da

(6.1.1) 0(X,) = o (dn(Xy,)), VYo €P, ¥X, € TP,
Fissiamo su & connessione G-principale I', con forma di Cartan .

Proposizione VI.1.3. Per ogniv € R™ vi e un unico campo di vettori v* € X(P)
tale che

(6.1.2) 0vH=v, o()=0 suP.

In letteratura le connessioni qui definite sono a volte chiamate affini. Seguendo qui
S.Kobayashi, K.Nomizu, Foundations of Differential Geometry, I, John Wiley & Sons, New York,
1963, riserveremo il nome di affini alle connessioni principali rispetto a sottogruppi del gruppo delle
affinita di TM.

Le connessioni lineari furono introdotte in T. Levi-Civita, Nozione di parallelismo in una va-
rieta qualunque e consequente specificazione geometrica della curvatura Riemanniana, Rend. Cir.
Mat. Palermo , 42 (1917) pp. 173-205 nel contesto della geometria Riemanniana e generalizzate in
H.Weyl, Reine Infinitesimalgeometrie, Math.Z. 2 (1918), pp.384-411.
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DimosTtrAzZIONE. La proposizione segue dal fatto che la restrizione di 0 ai vetto-
ri orizzontali definisce, per ogni o € P, un isomorfismo lineare 6, : HyP 3 X, —
0(X,) € R™. Se v € R™, porremo v}, = 0. O

Dermizione VI.1.4. 1l campo di vettori orizzontali v* definito nella Proposizio-
ndVL1.3]si dice il campo orizzontale standard associato a v € R™.

OsservazioNE VI.1.5. I campi orizzontali standard non sono, in generale, sol-
levamenti orizzontali di campi di vettori su M.

ProposizionNe VI.1.6. I campi orizzontali standard godono delle proprieta:

(a) H,P ={v, |veR"},
(b) dR,(v*) = (@ 'v)*, YveR" VYaeG.
(©) vi. 20, YoePsev#0. o

DmvosTtrAZIONE. Le (a) e (c¢) sono conseguenze immediate della definizione.
Verifichiamo la (b). Se a € G, abbiamo

0(dR,(v")) = (REO)(v) = a'0(v") = a™lv,  w(dR,(v")) = 0,

perché 6 & una 1-forma tensoriale di tipo (z, R™) ed dR, trasforma vettori orizzontali
in vettori orizzontali. Questo dimostra la (b). O

CoroLrLArIO VIL1.7. Se A € gev e R™, allora
(6.1.3) [A*,v] = (Av)*.

DmostrAzIONE. Poiché gli elementi di G trasformano vettori orizzontali in vet-
tori orizzontali, la derivata di Lie La«v* = [A*,v*] di un campo orizzontale stan-
dard v* rispetto ad un campo fondamentale A* (con v € R”, A € g) & ancora un
vettore orizzontale. Abbiamo poi

O([A*,v']) = A*O(v") — (Lax0)(v*) = —(Lax6) = AB(V") = Av.

Infatti L4~0 ¢ la derivata, per t = 0, di Rpr(tA)e = exp(—tA) o 0. Quindi [A*,v*] &
O

il campo orizzontale standard corrispondente al vettore Av € R”.

Esempio VI.1.8. Il fibrato L(R) dei sistemi di riferimento su R ha spazio totale
L(R) = R x (R \ {0}). La forma di Cartan di una connessione lineare su R ha la
forma w(t, s) = s~'ds + ¢(t)dt, con ¢ € €°(R), e la distribuzione orizzontale &
generata dal campo di vettori X = 5—7[ - sq&(t)(;—?s. Se ® € ¥*(R) ¢ una primitiva di
¢, allora I’applicazione f : L(R) > (¢, s) — (¢, sexp(®(¢)) € L(R) & un’equivalenza
di fibrati principali con o = £*(s"'ds). Quindi, a meno di equivalenza, 1’unica
connessione lineare su R & la connessione banale.

Un diffeomorfismo ¢ : M — M definisce il diffeomorfismo ¢ : L(M) — L(M)
che associa a o : R™ — TM il riferimento ¢(c) = d¢ o 0.
Sia M affine, con forma di Cartan w € Q'(L(M), g1,,(R)).

Dermizione VI.1.9. Un diffeomorfismo ¢ : M — M si dice un automorfismo
affine se ¢*w = w.
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Esempio VI.1.10. Identifichiamo TR™ al prodotto cartesiano R™ x R™. Allora
L(R™) = R™ x GL,,(R), TL(R™) = R™ x gl,,(R) e la connessione lineare canonica
su R™ & la forma di Maurer-Cartan o = a~'da sul secondo fattore. Se ¢ & un
diffeomorfismo di R™, allora ¢(x,a) = (¢(x),d¢ o a). Scriviamo a = (ai.) 1<i,j<m

e = (¢1, @™, Alloradp oa = (g—ﬁa?) (indici uguali in alto e in basso si
intendono sommati). E quindi d@d)(x,a) = ( 6??;,, ai?dxk + %da?). Otteniamo
percio ‘
¢*w = (dpoa)” ik d"dx* |+ a 'da
Oxkoxh 7

e quindi la condizione necessaria e sufficiente affinché ¢ sia una trasformazione
N ¢ . .. . .
affine & che z?xk_gxh = O perogni 1 <i,j < m, cioe che ¢ sia della forma ¢(x) =
ax+ xp, con a € GL,,(R) ed xop € R™. Nel caso dello spazio affine le trasformazioni
affini nel senso della geometria differenziale e delle connessioni lineari coincidono

con le trasformazioni affini della geometria elementare.

VI1.2. Forme di torsione e di curvatura

Fissiamo su M una connessione G-lineare I', con forma di Cartan w, definita
sullo spazio totale P di un sottofibrato G-principale & di L(M).

Dermvizione VI.2.1. La forma di torsione ® di I' ¢ il differenziale esterno
covariante? della forma canonica 0:

(6.2.1) O®=D0=dBothe sz,o(P’ R™).

La forma di curvatura Q di T ¢ il differenziale esterno covariante della sua
forma di Cartan o:
(6.2.2) Q=Dw=dwohe szxd,o(P’ gl(m, R)).

TeorEMA VI1.2.2 (equazioni di struttura). Le forme di curvatura e di torsione di
una connessione G-lineare I' su M soddisfano le EQUAZIONI DI STRUTTURA

(6.2.3) O=D0=d0+wA0,
(6.2.4) Q= Dw = dw + [w A w].

DivosTrAZIONE. La (6.2.3) & conseguenza del Lemma [V.1.5] perché 6 & una
forma tensoriale di tipo (1, R™). La (6.2.4) & un caso particolare dell’equazione di
struttura del Teorema[V.4.2] O

Dal Lemma [V.1.5] dal Teorema e dalle equazioni di struttura (6.2.3),
(6.2.4), otteniamo:

TeoremA VI.2.3 (Identita differenziali di Bianchi). Le forme di torsione e di
curvatura soddisfano le identita :

@ DO=QA0
a1 DQ =0

Indichiamo con (1, R™) la rappresentazione canonica di G < GL,,(R) su R™.
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DimosTrAZIONE. La (II) & un caso particolare della formula del Teorema
Dimostriamo la (I). Poiché ® & tensoriale di tipo (z, R™), otteniamo:
DO=d®+wAO®=ddO+wAB)+wA(dO+wA0)
=dwoANO—wAdO+wWAdO+WAWANDB=({dw+wAw)ANO
= (dw+ 3w A w]) A0 =QA0.

La prima identita differenziale di Bianchi ¢ un caso particolare della
ProrosizioNeE VI.2.4. Se a € QZO(P, R™), allora
(6.2.5) D*a=QAa.
DimosTrRAZIONE. Abbiamo infatti
D’a=d"(da+wAa)=dda+wAa)+wAda+oAa)
=(do)ANa-—-oAda+oANda+oAoAa=(do+oAw)Aa=QA«a
per le equazioni di struttura, in quanto ® A @ = %[m A o). O

Questa relazione di da un’altra interpretazione della curvatura, come 1’ostru-
zione al fatto che il differenziale esterno covariante sulle forme tensoriali definisca
un complesso.

VI1.3. Derivazione covariante, torsione e curvatura

I campi tensoriali su M sono sezioni dei fibrati vettoriali associati al fibra-
to GL,,(R)-principale L(M) mediante le rappresentazioni tensoriali di GL,,(R).
In particolare, una connessione lineare ci permette di calcolare le derivate cova-
rianti dei campi tensoriali su M. Per le proprieta generali della differenziazione
covariante ed il Teorema[V.10.3] abbiamo:

TeoreMA V1.3.1. Ad una connessione lineare su M é associata una derivazione
covariante

(6.3.1) V:X(M)> X — Vy € Homg(X(M), X(M)).

La V ¢ un’applicazione R-lineare che gode delle proprieta:

(i) Vixegr = fVx +8Vy,  Vfig € €°(M), YX,Y € ¥(M)

(ii) Vx(fY) = (Xf)Y + fVxY, Yfe€ (M), VX, Y € X(M).

Viceversa, ogni applicazione che goda delle proprieta (i), e la deriva-
zione covariante associata ad una connessione lineare su M. O

Per la (5.2.2)) possiamo calcolare la derivata covariante di un campo di vettori
utilizzando i sollevamenti orizzontali. E infatti

(6.3.2) B(VxY) = X0(¥), VXY € X(M),
cioe Vy Y = a(X,0(Y)), se m(c) = p.
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Le ® ¢ QZO(P, R™) ed Q € Q3 (P, al,(R)) sono forme tensoriali. Ad esse
corrispondono i tensori T € Q> (M, TM) e(ﬂR e Q*(M,T"'M) su M, mediante
gli isomorfismi A, : QX (M, TM) — Q°(P,R™) ¢ Apa : QX(M,TM @y T*M) —

2
Q2 (P 8l (R).

Derinizione V1.3.2. La rorsione di T & la forma T € Q*(M, T M) per cui

(6.3.3) A(T) = ©.
La curvatura di T & la forma R € Q*(M, TM ®); T*M) per cui
(6.3.4) AadR) = Q.

Abbiamo cioe
T(Xﬂ'(o')’ Yn((r)) =00 ®(X0', Ya’), VX, Y€ X, Yo € P,
R(Xr(0)> Yn(o)) =0 © Q(X(T’ Yo‘) ° 0'_1, VX, Y e X,YoeP

TeoreMa VI1.3.3. La torsione e la curvatura di una connessione lineare I" su
M si esprimono, per mezzo della derivazione covariante, nella forma:

(6.3.5) TX,Y)=VxY -VyX-[X,Y], VX, Ye€XM),
(636) R(X, Y)Z =VxVyZ - VyVxZ - V[X’y]z, VX,Y,Z € %(M)

DIMOSTRAZIONE. La segue dal Corollario
Dimostriamo la (6.3.5). Se X,Y € X(M), otteniamo, per le equazioni di

struttura,

OX,Y)=(d0+wA0)X,Y)=doX,Y),
perché w A 0 si annulla su una coppia di campi di vettori orizzontali,
= X0(Y) - Y6(X) - 6([X, Y1)
= X0(¥) - YO(X) - 6([X. Y1)

perché [ﬁ ]ed [X, Y] differiscono per un campo di vettori verticale,

= B(VxY - VyX - [X, Y1),
e la tesi segue dalla (6.3.2). o

I fibrati tensoriali 7"* M dei tensori r-covarianti ed s-controvarianti su M sono
associati alle rappresentazioni tensoriali di GL(m, R). La derivazione covariante ¢
quindi definita sull’algebra dei campi tensoriali
(6.3.7) T (M) = PTH(M), ove T (M)=T(M,T™M).

r,s=0

3Ricordiamo che T"'M = TM ®,, T*M ¢ il fibrato degli endomorfismi lineari di TM.
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Dermizione VI.3.4. Siano i, j due interi positivi. La contrazione C{ ¢ I'applica-
zione ¢’ *(M)-multilineare C{ : T** - T’ ~Ls=1 che & nulla se i > r oppure j > s,
e, altrimenti, € data da
C{(X1®' . .®Xr®]71 Q- - .®7f) = Uj(Xi)Xl®‘ . §Z® . '®Xr®771®‘ . .®7]j®. . .®77S
sui tensori di rango 1.

TeoreMA VI1.3.5. La derivazione covariante é una derivazione dell’algebra dei

campi tensoriali che preserva i gradi di covarianza e controvarianza e commuta
con le contrazioni. O

Recapitoliamo le proprieta della derivazione covariante dei campi tensoriali.
SeX,Y € X(M), 1 € T(M), f € €°(M) =T O(M), i, j,r,s € N:

(6.3.8) Vx : T¥(M) — T"*(M) & R-lineare,
(6.3.9) C'(VxT) = VxC'r,

(6.3.10) Vxf=Xf,

(6.3.11) Vxiyt = V7 + Vyr,

(6.3.12) Vixt = fVxT.

Ad esempio, se 7 € X*(M) = GO’I(M), la derivata covariante Vxn ¢ caratterizzata
da
(Vxm)(¥) = X(n(Y)) —n(VxY), VY € X(M).

DeriNizioNe V1.3.6. Definiremo differenziale covariante di un tensore t € T*(M),
ed indicheremo con Vt, il tensore {X — Vyt} € T+ (M).
Un tensore 7 € T**(M) si dice parallelo se VT =0 su M.

Possiamo applicare la derivazione covariante alle forme differenziali associate
ad una rappresentazione tensoriale di GL,,(R). Se @ € Q4(M, T"*M), indichiamo
con & la corrispondente forma o rta e Qoo(P, TR™). Se X, X1, ..., X, € X(M),
o € P, allora

o (Vxa)(X1,..., X)) = o (Vxla(Xy,. .., X)] - Za(Xl, s VxXi o, X))
= Xla(Xy,..., Xl = Y @K, VxXi. .., Xy)
= X[aX),...,X)] - Za(f(l, L 0TNXOK)), ..., Ky,

perché V’;(i = 071(X0(X;)). L ultima espressione & tensoriale rispetto ai campi
di vettori orizzontali. Possiamo quindi calcolarla in ogni punto utilizzando, invece
dei rialzamenti orizzontali dei campi di vettori su M, i campi orizzontali standard.
Su di essi 0 ¢ costante, ed otteniamo quindi una formula pit semplice per il calcolo
della derivata covariante.

Lemma VI1.3.7. Siano o € QI(M,T"™*M), v,v1,...,vs € R", o € L(M), p =

n(o), ed X, = ov, X1, = ovy,...,Xs, = ovs. Allora

(6.3.13) (Vxa)(X1,...,X)(p) = o(v,a(v,...,vy)). m|



VI.3. DERIVAZIONE COVARIANTE, TORSIONE E CURVATURA 121

Ad un tensore s-covariante ed r-controvariante T € 7"*(M, V), a valori in uno
spazio vettoriale V, possiamo associare un tensore alternato (1) € (M, T”" Ovy),
ponend

1
(6.3.14) S(0)(Xi,...,Xs) = anee‘?(a)T(X“" e Xa), VX1, X € X(M).
Con questa notazione, possiamo enunciare il :

Teorema VI.3.8 (Identita algebriche di Bianchi). Siano T ed R i tensori di
torsione e di curvatura di una connessione lineare I' su M. Valgono allora, per
ogni X,Y,Z € X(M), le:

S(R(X,Y)Z) = S[(T(T(X,Y),2)) + (VxT)(Y,Z)] (I identita di Bianchi),
S[(VxR)(Y,Z) + R(T(X,Y),Z)] = 0 (I1 identita di Bianchi).

DeriNnizionNE VI.3.9. Una connessione lineare I” si dice simmetrica se ha torsio-
ne nulla.

In particolare:

CororrarIO VI.3.10. Se I' e simmetrica, il suo tensore di curvatura soddisfa,
perogni X,Y,Z € X(M), le due identita :

S(RX,Y)Z2)=0 (I identita di Bianchi con T = 0)
S((VxR)Y,Z) =0 (II identita di Bianchi con T = 0)

DmosTrAZIONE DEL TEOREMAVI.3.8] Utilizziamo il TeoremdVI.2.3] e il Lem-
mdV13.7 Se pe M, e L(M) ed X, = ov1, Y = 02, Z, = 0v3, abbiamo

VxT(Y,Z)(p) = oviOV5, v3).

La (I) del TeoremdVIL.2.3|ci da

(Q A O], v3,v3) = S(QO], v3)v3) = dO(V], vy, v3)

= S(v{O(v3,v3)) — S(O([v}, v51,v3))
Osserviamo che (vedi anche nel seguito il LemmdVI.4.T])
O], v;) = do(vi,vy) = —6([v], v3).

Quindi [v, V3]s = —[O(v], )], ed otteniamo percid

S(Q(},vy)v3) = S(v]8(v3, v3)) + S(O([BO(], vy)I*, v3)).

Applicando o ad ambo i membri otteniamo allora la prima identita tensoriale di
Bianchi.

Per la (I) del TeoremdV1.2.3] abbiamo
0 = DOV}, v5,v3) = dQ(v}, v3,v3) = S(ViQ(v3, v3)) = S(Q([v}, v31, v3))
= S Q3. v3)) + SOV, V)T, v3)).

Lo spazio Q*(M, T™(V)) dei tensori alternati & un sottospazio vettoriale di T*(M). La & &
una proiezione di T (M) su Q*(M, T (V)).
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Poiché, per il LemmaV1.3.7}
(VxR)(Y, Z)(p) = o(v;Q(v5,v))o ",

otteniamo la seconda identita tensoriale di Bianchi applicando I’aggiunzione ri-
spetto a o all’ultima riga della formula ottenuta sopra. O

VI.4. Interpretazione geometrica della torsione e della curvatura

Per dare un’interpretazione geometrica della torsione e della curvatura di una
connessione lineare, utilizziamo i campi orizzontali standard e verticali fondamen-
tali nel fibrato dei sistemi di riferimento L(M).

Le forme di torsione e di curvatura misurano infatti le componenti orizzontale
e verticale del commutatore di due campi orizzontali standard.

Lemma VI.4.1. Per ognivy,vy € R™ abbiamo
(6.4.1) O}, v3) = —0([vi, VD),
(6.4.2) QO v3) = —o([v], v3D.
DIMOSTRAZIONE. Se vy, v, € R™, otteniamo:
O], vy) = do(v],vy) = viva —vyvi — 0([vi,v3]) = —0([v], v D),

QO] v3) = dw(v],vy) = viw(;) — vu()) — w(v],vi]) = —w([v], V3.

Proposizione V1.4.2. Sia I" una connessione lineare su M. Allora:
T =0 [v],v;] eéverticale Vvi,v; €R",

R =0 [v],v;] éorizzontale Yvi,v, € R™.

DimosTrAZIONE. La tesi segue dal LemmaV1.4.1] perché T' = O se e soltanto se
® = 0 ed, analogamente R = 0 se e soltanto se Q = 0. O

Analogamente, il fatto che la torsione (risp. la curvatura) sia parallela equi-
vale al fatto che la componente orizzontale (risp. verticale) del commutatore di
due campi orizzontali standard sia ancora un campo orizzontale standard (risp. un
campo verticale fondamentale) sui fibrati d’olonomia.

Proposizione V1.4.3. Sia ' una connessione lineare su M. Fissiamo un riferi-
mento oo € P ed indichiamo con P(o) C P il fibrato d’olonomia per il punto o,
con gruppo strutturale G e sia g ’algebra di Lie di G. Siano vy,v, € R™. Allora:

(1) Se VT =0, allora 6([v],v;]) = v su P(0) per qualche v € R™.
(2) Se VR =0, allora w([v},v;]) = A su P(0) per qualche A € g.

DivostrAZIONE. Per il LemmdVI.3.7] la condizione VT = 0 & equivalente ad
avere X [O©(v],v5)] = 0 per ogni X € X(M) ed ogni coppia di vettori vi,v € R™.
Cid equivale al fatto che ©(v],v;) = —0([v],v3]) sia costante su ciascun fibrato
d’olonomia P(o).

Analogamente, la condizione VR = 0 & equivalente, per il LemmdVI.3.7] ad
X[Q(v’{, v3)] = 0 per ogni X € X(M) ed ogni coppia di vettori vy, v, € R™, e quindi
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al fatto che Q(v},v;) = —w([v},v;]) sia costante su ciascun fibrato d’omotopia
P(0). |

CoroLLArIO V1.4.4. Supponiamo che su M sia definita una connessione lineare
con torsione e curvatura parallele. Fissiamo oo € P e sia P(0) il corrispondente
spazio di olonomia. Allora lo spazio vettoriale reale € formato dai campi di vettori
X € X(P(09)) per cui 0(X) e o(X) siano costanti su P(o) ¢ una sottoalgebra di
Lie reale di dimensione finita di X(P(0)). O

Questo corollario ci dice che una connessione lineare con torsione e curvatura
parallele ¢ localmente equivalente ad una connessione invariante su uno spazio
omogeneo.

CororrLariO V1.4.5. Supponiamo che su M sia definita una connessione lineare
I" simmetrica con curvatura parallela. Siano o € L(M), G il gruppo di olonomia
dilUin o e g la sua algebra di Lie. Allorat = g ® R"™ ¢ un’algebra di Lie con
[A1,A2] =B, [Av]=Av, [vi,n2]=-C
se A1,A2,A,B,C € g, v,vi,vy € R" ed
[AT’A;] = B*a [A*’ V*] = (AV)*, [VT’ V;] = _C*~
L’applicazione
P:E3A,v) — (A, -v) et
e un’involuzione ed un automorfismo dell’algebra di Lie E.

Dermizione VI.4.6. La coppia (B, ) formata da un’algebra di Lie reale £ e da
un automorfismo involutivo ¢ di £ si dice un’algebra di Lie simmetrica.

Dermizione VI.4.7. Una varieta M su cui sia assegnata una connessione lineare
simmetrica con curvatura parallela si dice uno spazio localmente simmetrico.

VI1.5. Esistenza di connessioni simmetriche

Ricordiamo che una connessione lineare si dice simmetrica se ha torsione
nulla.

VL5.1. Preliminari algebrici. Richiamiamo in primo luogo alcune nozioni
di algebra lineare. Sia V uno spazio vettoriale reale di dimensione finita m. Un
tensore 7 di V ® V* ® V* si puo considerare sia come una forma bilineare a valori
in V che come una forma lineare a valori nello spazio V ® V* degli endomorfismi
di V. Sia A%(V,V) il sottospazio di V ® V* ® V* delle forme bilineari alternate
n:VxV — V. Adunan e A%V, V) facciamo corrispondere 1’elemento w(n) €
Hom(V, glz (V)) definito da

um@)(v) = n(u,v), Yu,v € V.
L applicazione A : Hom(V, glz(V)) — A%(V, V) definita da
Ma)(u,v) = %(a/(u)v —a(u), Yu,veV
¢ un’inversa sinistra di . Infatti
Mpm) @, v) = Mum @) = W )w) = 50, v) = n(v,u) = n(w,v), Yu,v € V.
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In particolare A ¢ surgettiva. Il suo nucleo & costituito dalle @ € Hom(V, glg(V))
tali che a(u)(v) = a(v)(u) per ogni u,v € V, cio¢ dagli elementi di V ® S2(V),
dove abbiamo indicato con $?(V) di il sottospazio di V* ® V* formato dalle forme
bilineari simmetriche su V.

Data una forma bilineare simmetrica b non degenere su V indichiamo con
0, (V) il gruppo di Lie degli automorfismi lineari di V che preservano la forma
b e con op(V) la sua algebra di Lie

0p(V) = {X € glg(V) | b(Xu,v) + b(u, Xv) =0, Yu,v € V}.

Lemma VL5.1. L’applicazione Hom(V, 05(V)) 3 @ — Ma) € A%(V,V) ¢ un
isomorfismo lineare.

DimosTrAZIONE. Poiché i due spazi lineari Hom(V, 0,(V)) e A?(V, V) hanno en-
trambi dimensione m*(m — 1)/2, & sufficiente dimostrare che la restrizione di A a
Hom(V, 0,(V)) & iniettiva. Se & € Hom(V, 0,(V)), e M) = 0, abbiamo

0 = b(a(u)v,w) + b(v, a(u)w) = b(a(v)u, w) + b(v, a(w)u)
= —bla()w + a(w)v,u), VYu,v,we V.
Quindi
a(vwxa(v,w)=0VYv,weV

implica che a(v)w = 0 per ogni v,w € V e quindi a = 0. O

VL5.2. Connessioni lineari simmetriche. Le connessioni affini su M forma-
no uno spazio affine I'(M), con spazio vettoriale associato £2aq,0(L(M), gl,,,(R)).
Cio significa che, fissata la forma di Cartan w di una qualsiasi connessione lineare
suM,e

T(M) = {0+ o | @ € Q4 (L(M), al,,(R))).

Possiamo ripetere la costruzione algebrica fatta sopra per dimostrare I’ esisten-
za di connessioni simmetriche.
Un elemento T di Q?O(L(M ), R™) definisce in modo naturale un elemento o di

Q)q.0LM), gL, (R)), con
(X))o (m.(Yy)) = 1(Xy, Yy), Vo € LM), VX, Y, € T,L(M),
e viceversa dalla forma o, possiamo ricavare la T mediante
=300 A0, VYre QX (L(M),RM.
E infatti
(0 A O) KXo, Yo) = 0e(Xo)(0 ™' Yo) = oY) (0 ' X))
=1Xs, Yo) — 1(Ye, X5) = 20 Xs, Yor).

In particolare, se ® = (dO + w A ) € leo(L(M), R™) ¢ la forma di torsione di I,
la

6.5.1) o' =o-jag
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¢ la forma di Cartan di una connessione I'yy con torsione nulla. Infatti
@ =D0=d0+(w-30)A0=0-10gA0=0.

OsservazioNE VI.5.2. Non c’¢ una relazione semplice tra la forma di curvatura
di [, e di quella della T, ad essa associata dalla (6.5.1)). Quindi, il gruppo di olo-
nomia della nuova connessione potrebbe essere diverso da quello della connessione
assegnata. In particolare, la costruzione descritta sopra puo associare ad una con-
nessione G-lineare, per un sottogruppo G di GL,,(R), una connessione GL,,(R)-
lineare che potrebbe non essere pitt G-lineare. Osserviamo che, comunque, le due
connessioni I'y, e [,y hanno le stesse linee geodetiche (vedi .

Abbiamo quindi, per la discussione appena svolta ed il LemmaVL5.1]

TeoreMA V1.5.3. Ogni varieta differenziabile M ammette una connessione sim-

metrica. Se & = (P N M) ¢ una O(p, g)-riduzione del fibrato IL(M) dei siste-
mi di riferimento ed esiste una connessione O(p, q)-principale su g, allora esiste
un’unica connessione O(p, q)-principale su § che sia priva di torsione. O

VL.6. Derivata covariante lungo una curva e parallelismo

Il dato di una connessione lineare sulla varieta differenziabile M ci permet-
te di definire il trasporto parallelo di vettori tangenti (vedi il e il §V.9) e
interpretare quindi la derivazione covariante come derivazione lungo una curva.

TeorEMA VI.6.1. Sia X € ¥(M) e y € €' ((—¢, €), M) una sua curva integrale
cony(0) = p. Sety, : T,M — Ty,M é il trasporto parallelo lungo la curva v,
allora

O Yo =Y, X(M).

(6.6.1) Vx,Y = }1_{101 ;

DmosTrRAZIONE. Siano o € L(M) con n(0) = p e ¥, il rialzamento oriz-
zontale di punto iniziale o. Allora il trasporto parallelo ¢ definito da 7, (f)ov =
Yo (t)v, per ogni v € R”. Abbiamo allora f(r) = [Ty(t)]‘le(,) = UO(Y%(,)) €
¢ ((—€,€),TpM) ed il secondo membro di (6.6.1) ¢ la derivata di f in 0. Da
f(0) = (Xs0(Y)) = Vx, Y otteniamo la tesi. O

Nella (6.6.1) intervengono soltanto i valori che il campo Y assume sul sup-
porto della curva integrale di X. Questa osservazione ci suggerisce la seguente
definizione. Indichiamo con / un intervallo di R.

DeriNizioNe VI.6.2. Un campo di vettori ci classe €* lungo una curva y €
€*(1, M) & un’applicazione Y € €*(I, T M) tale che Y(¢) € Ty perognitel.

Se k > 1, chiamiamo derivata covariante del campo Y lungo vy il campo di
vettori

Dy d -1 k-1
(6.6.2) 7 —dt[ry(t) YO €€ (I, TM).
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Sia Y € €' (I, TM) un campo di vettori lungo una curva y € €' (I, M). Fissia-
mo un riferimento o € L(M) con n(07) = y(tp) perunty € I,esiay, € €I, L(M))
il rialzamento orizzontale di y con ¥,(fy) = . Allora v(f) = [§5()]"'Y(?) & una
curva in €'(I, R™) e la derivata covariante di Y lungo y ¢

pY
dar "

Ricordiamo la

Dermnizione VI.6.3. 1l campo di vettori Y (¢) ¢ parallelo lungo la curva vy se e
soltanto se % = 0 lungo v.

I campi paralleli lungo la curva y sono quelli della forma ¥,v( per un vettore
costante vy € R™.

Possiamo estendere la definizione di derivazione covariante e di parallelismo a
campi tensoriali lungo una curva. Sia 0 € I, y € €' (I, M) una curva di classe ¢!
in M, p=1y0)er, () : T,(M) = T,M il trasporto parallelo lungo la curva 7.
Poiché 7,,(¢) € un isomorfismo lineare, la sua aggiunta 7,,()* ci permette di definire
un isomorfismo lineare (1uy(t)*)’1 : T;(t)M — T;M .

Per ogni p, g interi non negativi risulta allora definita un unico isomorfismo
lineare:

(r$) o\ . P4 r,s
T, Ty'M — Ty(t)M tale che

Tg,r’s)(t)(vl ® vy ® V@19

= 7,0V ® - T, (1)(v)) ® (T (1)) (W) ® - ® (1)) (v))
Yor,...vp € ToM, W', ... v e TIM .

Un campo tensoriale di classe € lungo una curva y € €*(I, M) & un’applicazione

t € €U, T M) tale che t(r) € T;’é)M perogni t € I. Se k > 1 la derivata

covariante di t lungo y & il campo tensoriale di classe ’*~! lungo y definito da

Dt _d
7 = 7O ol

Se o € L(M) e n(0) = y(tp) per un ty € 1, sia ¥, il rialzamento orizzontale di y
con ¥, (tp) = o. Allora t(t) = y,(£)¢(¢) per una ¢ € ErI, TR™) e

Dt .
E = Yo (D).

DerinizionNE VI.6.4. 11 campo tensoriale t ¢ parallelo lungo 7y se % = 0 lungo
Y.

I campi tensoriali paralleli lungo vy sono tutti e soli quelli della forma ¥, ¢,
con ¢g € T™’R™ costante.
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V1.7. Geodetiche

Sia I un intervallo in R e y € €%(I, M) una curva di classe €. La sua velociti
¥ & un campo di vettori di classe %' lungo , di cui possiamo calcolare la derivata
covariante (Dy/dt) lungo s.

DerNizione VI.7.1. Una curva y € €%(I, M) si dice una geodetica se la sua
velocita y ¢ parallela lungo vy, se cio¢

Dy
6.7.1 =L =0, I.
( ) It su
D%y Dy
Scri lte —= per —.
criveremo a volte dl‘2 per dl‘

Siano o € L(M) con 71(c) = y(tp) perun 1y € I e 7, € €*(I,L(M)) il solleva-
mento orizzontale di y con (to) = o. Allora ¥(f) = y,v(f) per una v € €>(I,R™)
e

D _  _d. _
(6.7.2) = VeV =Y ([Tl 9).

OsservazioNE V1.7.2. In particolare, la velocita ¢ su una geodetica y ¢ o iden-

ticamente nulla, o diversa da zero per ogni ¢ € I.

OsservAZIONE VI.7.3. Supponiamo che y € €*(I, M) sia una geodetica, con
¥ # 0. Una sua riparametrizzazione y o 7, con T € €>(I’, I) & ancora una geodetica
se, e soltanto se, la T & affine, cio¢ della forma 7(¢) = at + b. Abbiamo infatti

_’yo‘[':‘i'-'j/o‘rz Bi(;yoﬁr)z,r,)/_'_?lﬂ
dt dt dt dt
D2
Quindi, se y € una geodetica, % =7%-79. Sey #0,questacida® =0,¢e

percio 7 ¢ affine.

Prorposizione V1.7.4. La proiezione su M di una curva integrale di un cam-
po di vettori orizzontale standard é una geodetica e viceversa ogni rialzamen-
to orizzontale di una geodetica in M ¢ la curva integrale di un campo di vettori
standard.

DimosTtrAZIONE. Poiché [)7(,]‘1)'/ = 0(y), I’affermazione della proposizione &

conseguenza della (6.7.2). o

Come conseguenza otteniamo:

Teorema VI.7.5. Assegnati po € M e vy € Tp,M esiste un’unica geodetica vy,
definita su un intervallo I contenente O come punto interno, tale che

673 {ym) = po,

¥(0) = vo.
Abbiamo inoltre y € €I, M).
L’unicita va intesa nel modo seguente: se 1,1 sono due intervalli di R che
contengono 0 e y € €*(I,M), y' € €*(I', M) sono due geodetiche con y(0) =



128 VI. VARIETA DIFFERENZIABILI AFFINI E RIEMANNIANE

po =V (0), ¥(0) = vo = ¥(0), allora y(t) = ¥'(t) per ogni t € INTI'. In particolare,
esiste una geodetica massimale che soddisfi le condizioni iniziali (6.7.3).

Se vy € €U, M) é una geodetica non costante, allora y(t) # 0 per ogni
tel O

Dermizione VI.7.6. Una connessione lineare I' su M si dice completa se ogni
geodetica y € €*°(I, M) in M puo essere estesa ad una geodetica definita su R.

Per il Teoremal|VI1.7.5] abbiamo

Prorosizione VI.7.7. Condizione necessaria e sufficiente affinché la connes-
sione I su M sia completa é che tutti i campi orizzontali standard siano completi
su L(M). O

Dernizione VI7.8. Se v € T,M, p € M, indicheremo con 7, la geodetica
massimale tale che y(0) = p e ¥(0) = v e con I, C R il suo massimo dominio di
definizione.

Osserviamo che, se v € T,M e t, s € R sono tali che st € I,, t € I, allora
Ysu(t) = yu(s1).

Esempio VI.7.9. La connessione lineare simmetrica piatta canonica su R™ &
completa. Le geodetiche sono le rette affini t — xp + v di R™.

Dalla ProposiziongVI.7.7|ricaviamo

ProposizioNne V1.7.10. Sia M una varieta differenziabile, su cui é assegnata
una connessione G-lineare con forma di Cartan w. Sono equivalenti

(1) La connessione ¢ completa.

(2) Per ogni @ € €*([0,11,R™) e o € P esiste un cammino orizzontale
s € €=([0, 1], P) tale che 6(s) = a.

(3) Perognia € €*([0,1],R™), B € €°([0, 1], 8) e o € P esiste un cammino
s € €=([0, 11, P) tale che 6(s) = a, w(s) = B.

DivosTrAZIONE. Per la ProposiziondVI.7.7, ¢ (2) = (1). Banalmente vale
3) = Q).

Dimostriamo che (2) = (3). Siano date a € €*°([0, 1],R™), 8 € €([0, 1], g).
Sappiamo che vi ¢ una ed una sola soluzione y € €*([0,1],G) di wg(y) = B €
€>([0, 1], g) con y(0) = eg. Sia (ya)(t) = y(H)a(r). Allora ya € €*([0, 1],R™) e,
se vale la (2), vi € un unico cammino orizzontale s; € €*°([0, 1], P) con s,(0) = o
e 0(sp) = ya. Il cammino s = s, -y € €°([0, 1], P) verifica s(0) = o, 0(sp) =
Y~ '0Gn) = @, () = B.

Concludiamo la dimostrazione verificando che (1) = (2). Data una curva
a € €°([0, 1],R™), per (1) possiamo, per ogni partizione T = {fp =0 <t} < --- <
t, = 1} dell’intervallo [0, 1] costruire un’unica curva orizzontale s, di classe €
a tratti con s7(0) = 09 e 0(s7) = B(¢;) sull’intervallo #; < t < t;;1 per 0 < i < n.
Facendo tendere sup |t; — #;_1| a zero, le s convergono alla curva s cercata. O
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Dermnizione VI.7.11. Uno spazio simmetrico € uno spazio localmente simme-
tricoEI la cui connessione sia completa.

VI.8. Metriche (pseudo-)Riemanniane e connessione di Levi-Civita

Sia M una varieta differenziabile di dimensione m.

DernizionNe VI.8.1. Una metrica Riemanniana su M € un tensore simmetrico
g€ EO’Z(M) definito positivo. Richiediamo cio¢ che sia
(SIMMETRIA) gX,Y)=g(Y,X), VX, Y € X(M),
(POSITIVITA) gv,v)>0,seveTMev 0.

Una metrica pseudo-Riemanniana di segnatura (v,,v_) su M,conv,+v_ = m,
& un tensore simmetrico g € T(M) che definisce, in ogni punto p di M, una forma
simmetrica g, non degenere di segnatura (v,, v_). Richiediamo cio¢ che sia
(NON DEGENERE) peEM,veT,M, gv,w)=0, Ywe T,M = v =0,
(SEGNATURA) T,MxT,M> (v,w) — g(v,w) € R ha segnatura (v4,v_).

Dermnizione VI.8.2. Una varieta Riemanniana (rispettivamente pseudo-Rieman-
niana) € una varieta differenziabile su cui sia stata fissata una metrica Riemanniana

(rispettivamente pseudo-Riemanniana). Indicheremo a volte una varieta Rieman-
niana, o pseudo-Riemanniana, come una coppia (M, g).

Dermizione VI.8.3. Siano (M, g) ed (N, h) due varieta pseudo-Riemanniane.
Un’applicazione differenziabile f : N — M si dice un’immersione isometrica se
(6.8.1) grg(fiXy, Yy = hy(X,Y), VX, Y € X(N), Vg € N.

Se f ¢ anche un diffeomorfismo locale, diciamo che ¢ un’isometria locale. Se f ¢
anche un diffeomorfismo, diciamo che & un’isometria.

Sia (M, g) una varieta pseudo-Riemanniana, b una forma bilineare simmetrica
su R™, e supponiamo che, per ogni p € M, g, abbia la stessa segnatura di b.
Indichiamo con Oy, il gruppo degli automorfismi lineari di R™ che preservano la
forma b e con oy, la sua algebra di Lie:
0O, = {a € GL,,(R) | b(av, aw) = b(v,w), Yv,w € R™},
0p = {X € gl,,R) | b(Xv,w) + b(v,Xw) =0, Yv,w € R"}.
I gruppi Oy, corrispondenti a forme bilineari simmetriche con la stessa segnatura

sono coniugati in GL,,(R), e si possono identificare quindi ai gruppi O,, ,_ definiti
in precedenza.

Otteniamo una riduzione O, (M) = (Oy(M) M ) ad Oy, di (M) ponendo
(6.8.2) O,(M, p) = {o € LM) | gp(c(v),c(W)) = b(v,w), Yv,w € R"}.
ProposizioNe V1.8.4. Per una connessione lineare I' su una varieta pseudo-

Riemanniana (M, g) sono equivalenti:

5Ciod una varieta differenziabile su cui & fissata una connessione simmetrica con curvatura
parallela.
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(1) g e parallela, cioe Vg = 0.
(2) T ammette una Oyp-riduzione ad Op(M).

DimostrAzZIONE. La g sirialza ad un’applicazione g € € (L(M), Simmz(Rm)),
ove abbiamo indicato con Simm?(R™) lo spazio vettoriale delle forme bilineari
simmetriche su R”, con

()i, v) = gloc(v1),oc(»)), Yo e L(M), Yvi, vy e R™.

La restrizione di g ad O,(M) ¢ costante ed uguale a . Quindi Xg = 0 per ogni
X € X(0p(M)). Questo significa che, se I ammette una riduzione ad ®,(M), allora
Vg = 0 e dimostra quindi I’'implicazione (2)=(T).

Viceversa, se vale (I), allora g ¢ costante sui fibrati di olonomia L(M)(c) per
ogni o € L(M). In particolare L(M)(o) € Op(M) se o € Op(M) e quindi T’
ammette una riduzione ad ©,(M). O

Dermnizione VI.8.5. Diciamo che una connessione lineare I' ed una metrica
pseudo-Riemanniana g su M sono compatibili se sono soddisfatte le condizioni
equivalenti della ProposiziongVI.8.4, Diremo anche che la I' ¢ una connessione
metrica.

TeoreMa V1.8.6 (Levi-Civita). Sia (M, g) una varieta pseudo-Riemanniana. Vi
e allora un’unica connessione lineare I su M simmetrica e compatibile con g.

DivosTrAZIONE. Per il Teoremd[V.2.7| esiste una connessione Oj-principale su
Op(M). Per il TeoremdVIL.5.3]essa pud essere modificata in un unico modo ad una
connessione priva di torsione. O

Dermizione VI.8.7. L'unica connessione metrica priva di torsione su (M, g) si
dice la connessione di Levi-Civitdd

Derivazione covariante associata alla connessione di Levi-Civita. Ricavia-
mo qui ’espressione esplicita della differenziazione covariante associata alla con-
nessione di Levi-Civita.

La sua derivazione covariante V deve soddisfare le due condizioni

TX,Y)=VxY-VyX-[X,Y] =0, VX, Y € X,

6.8.3

( ) Vg =0.
Per la seconda delle (6.8.3)) abbiamo per ogni X, Y,Z € X(M):
(6.8.4) Xg(Y,Z) = g(VxY,Z) + (Y, VxZ).

Se supponiamo inoltre che valga la prima delle (6.8.3]) abbiamo
Yg(Z, X) = g(VyZ,X) + §(Z,VyX)
= g(VYZ, X) + g(Z7 VXY) - g(Za [Xy Y])

6 Tullio Levi-Civita (Padova, 29 Marzo 1873 Roma, 29 Dicembre 1941) matematico italiano,
allievo di Gregorio Ricci-Curbastro, ¢ 1’ inventore del calcolo differenziale assoluto (calcolo tensoria-
le). Ha dato notevoli contributi alla geometria differenziale, alla teoria della relativita, alla meccanica
celeste, all’idrodinamica. Nel 1938 fu cacciato dall’Universita in seguito alle leggi razziali.



VI.9. ESEMPI 131

28X, Y) = g(VzX, Y) + g(X, VzY)
=8(VxZ,Y) + 8(X,VyZ) + g(Y, [Z,X]) - g(X, [V, Z])
e quindi
Xg(Y,Z) + Y§(Z, X) — Zg(X. Y)
=8(VxY.Z) + (Y, VxZ) + g(VyZ, X) + g(Z,VxY) — g(Z,[X,Y])
—8(VxZ,Y) — (X, VzY) — g(Y,[Z, X]) + g(X, [Y, Z]).
Da questa ricaviamo la formula della derivazione covariante :

6.8.5 28(VxY,2) = Xg(Y,Z) + Y8(X,Z) - Zg(X,Y)
(05 —8X, [V Z]) + g(Y,[Z, X]) + 8(Z,[X,Y]).

VL.9. Esempi

Esempio V1.9.1. La metrica Euclidea di R™ ¢ definita, nelle coordinate canoni-
che x!,...,x", da
o 0
oxi” Ox/
Esempio V1.9.2. Siano (M, g) una varieta Riemanniana, N una varieta differen-
ziabile ed f : N — M un’immersione differenziabile. Allora

(6.9.1) gl )=0ij, perl<i j<m.

(6.9.2) h(X,, Y,) = g(fu(X,), .(Y), Vg€ N, VX, Y, € T,N

definisce una metrica Riemanniana su N.

Piu in generale, se (M, g) & pseudo-Riemanniana, la (6.9.2)) definisce una me-
trica pseudo-Riemanniana su N se, per ogni ¢ € N, il sottospazio f.(T,;N) ¢
anisotropo in (T ¢gM, g ¢(¢))-

Esempio VI.9.3. Consideriamo su S la metrica Riemanniana g indotta dal-
I’immersione canonica S” < R”*!. Sjia U = {x € §” | 2’ + 1 > 0} e consideriamo

su U le coordinate locali y', ..., y" definite da
o_1- |Y|2 i 2)’i i X .
X =— x = , V' = ,peri=1,...,m.
1+ y? 1+y]? 1+ x0
Abbiamo
Vidvy/ ) dv' S yidyt
dXO:— Z:Jy—;, Xlzz%—él-ylz“]y—;)z SllSm.
(I +1yl%) (I +1yl9) (L +[yl®)
Quind{]

> dy ©dy

g= ) dx'®@dxi|sn =4
ZJ (1 +1yP)?

TLa forma della metrica & particolarmente semplice perché le coordinate y* sono conformi.
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Calcoliamo ora il tensore della metrica in coordinate sferiche. Per semplicita
ci limitiamo a trattare il caso della sfera di dimensione due dello spazio ordinario.
Abbiamo allora su S

XV = cos 6, dx® = —sin 9 do,
x! = sin6cos ¢, dx' = cos@cos ¢ df — sinfsin ¢ de,
x? = sin@sin ¢, dx* = cos @sin ¢ db + sin @ cos ¢ de

e quindi, ponendo d6” = d0 ® df e d¢* = dp ® d¢,
g = d6* + sin® 0d¢>.

Esempio VI.9.4. Poiché la mappa antipodale ay : §™ 3 x —» —x € §™ ¢
un’isometria, la metrica g definisce, per passaggio al quoziente, una metrica g sullo
spazio proiettivo, che rende la proiezione 7 : S — RP"™ un’isometria locale.

Esempio VI.9.5. La metrica dell’esempio coincide su S =~ CP' con
la metrica di Fubini-Study degli spazi proiettivi complessi. E, a meno di un fat-
tore moltiplicativo, la parte reale della metrica di Fubini-Study di CP™. Questa ¢
una metrica Hermitiana invariante per I’azione di SU(n + 1), che si esprime, nelle
coordinate locali w/ = z//z° di Uy = {z° # 0}, mediante

(1 + WP jodw! @ dw! = 31, wiw'dw! @ div”
- (1+wP)? '

Si ottiene una metrica Riemanniana ponendo g = Re A.

(6.9.3) h

Esempio V1.9.6. Possiamo considerare lo spazio proiettivo reale RP" come una
sottovarieta differenziabile dello spazio proiettivo complesso CP™. La restrizione
ad RP™ della metrica di Fubini-Study definisce una metrica SO(n + 1)-invariante
su RP™. La sua espressione, nelle coordinate locali y' = x'/ NdiUyg={x"#0}¢e

(L + DN, dy @ dy' = X' y'y/dy'  dy’
(6.9.4) g= 55 .
(1 +1y1*)

Esempio VI.9.7. Se G ¢ un gruppo di Lie ed H un suo sottogruppo compatto,
possiamo definire su M = G/H una metrica Riemanniana G-invariante. Sia 0 =
[H] il punto base di M. Per il teorema di Haar sull’esistenza di misure bi-invarianti
sui gruppi compatti, possiamo definire su T¢M un prodotto scalare g, per cui i
dLp, dRy, : ToM — ToM, per h € H, siano isometrie. Se p = a-operuna € G,
poniamo.

g(a*XO’ asx YO) = gO(Xpoa Ypo)
Questa ¢ una buona definizione, perché, se b = ah con h € H, allora
g((ah)*XOv (Clh)* YO) = go(h*xp()’ h* Ypo) = gO(Xp()a Ypo)-

Dermizione V1.9.8. Sia G un gruppo di Lie, M = G/H un suo spazio omoge-
neo e g una metrica Riemanniana su M. Se g ¢ G-invariante, diciamo che (M, g) &
uno spazio Riemanniano G-omogeneo.
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Esempio VI.9.9. Ogni gruppo di Lie compatto G ammette una metrica Rie-
manniana bi-invariante, invariante cio¢ sia rispetto alle traslazioni a destra che ri-
spetto alle traslazioni a sinistra. Possiamo infatti considerare G come uno spazio
omogeneo rispetto all’azione transitiva

(6.9.5) (GxG)XxG 3 ((a,b),x) — axb”! €G.

11 sottogruppo di isotropia di e & Ag = {(a,a) | a € G}. Per I'Esempio G
ammette una metrica g invariante per 1’azione di G X G, cio¢ invariante sia a destra
che a sinistra.

Supponiamo che il gruppo G sia un gruppo semisemplice compatto. Allora la
forma di Killing

(6.9.6) k3(A, B) = traccia(adg(A) - ady(B))

¢ definita negativa. Otteniamo una metrica Riemanniana G-invariante (sia a destra
che a sinistra) ponendo

(6.9.7) 8(X:,Y)) = —k(X,Y), VX, Ye€qg,

a

dove abbiamo indicato con X*, Y* i campi di vettori invarianti a sinistra associati
ad X,Y € q.

Analogamente, se G ¢ un sottogruppo compatto di GL(n, R), la forma quadra-
tica

(6.9.8) g.(X,Y) = —traccia(XY), VX,Y egcCgl(n,R)
¢ definita positiva ed otteniamo una metrica Riemanniana invariante su G definendo
(6.9.9) g8(X;,Y,) = —traccia(XY), VX,Y eaq.

Esempio VI.9.10. Se 1 < p < m, la forma
_\"V i i_\" i i
(6.9.10) g= Zi=1dx ® dx Zi:p+1dx ®dx'.
definisce una metrica pseudo-Riemanniana su R™.
Esempio VI1.9.11. Consideriamo su R”*! la metrica pseudo-Riemanniana
_ _4,0 0 me i i
h=-dx’@d+ " dx@dx.
Il pullback di & su M = {x € R™ | X% = (1 + 37 |x'|*)!/?} definisce una metrica

Riemanniana g, che ¢ la metrica standard dello spazio iperbolico di Lobacevskij di
dimensione #. Indichiamo con K la matrice

1

e sia O(1,n) = {a € GL,(R) | ‘aKa = K} il gruppo delle trasformazioni lineari di
R™*! che lasciano invariata la K. Posto ¢g = (1,0, ...,0) € M,

0.(1,n) ={a € O(1,n) | 'egKaey > 0}
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¢ un sottogruppo normale di indice due di O(1, n), che opera transitivamente su M
e lascia invariata la metrica Riemanniana g. Lo stabilizzatore di ¢g in O,(1,7n) ¢
un sottogruppo compatto, isomorfo ad O(n). Questa costruzione & dunque un caso
particolare di quella dell’Esempio.[VL.9.7]

Esempio VI.9.12. Sia G un gruppo di Lie semisemplice. Per un criterio di
Cartan, la semisemplicita ¢ equivalente al fatto che la forma di Killing
(6.9.11) ky(X,Y) = traccia(ady(X)ady(Y)), X, Y eg
sia non degenere sull’algebra di Lie g di G. Nota che, se G non ¢ compatto, la
forma di Killing ¢ indefinita. La
(6.9.12) gX,Y) =—«k(X,Y), per X,Yeg

definisce allora una metrica pseudo-Riemanniana su G.

VI1.10. Estensione della metrica ai fibrati tensoriali

Sia g una forma bilineare simmetrica, definita su uno spazio vettoriale reale V,
di dimensione finita m. Risulta allora univocamente definita una forma bilineare
simmetrica, che denoteremo ancora con g, sulla potenza tensoriale k-esima Ve e
che, sulle coppie di tensori di rango uno da

gV ® @V, w1 ®---®@wyi) = g(vi,wr) -+ g(vi, w).

o« e . . . k
Fissiamo una base ey, ..., e, di V, poniamo g; ; = g(e;, ;) € siano a,f € V& con
a=3,; palhe; ®--®e;, = Zil,...,ikﬁ”""’lkeil ®---®e¢,. Allora

- P SRR | PR/ 372 Y ) B
gla.p) = Z ity 8irj1 " i k¥ B .
Jlslik
Se g ¢ non degenere, I’applicazione lineare B, : V — V* ad essa associata € un

isomorfismo. Utilizzando la B,, possiamo definire una forma bilineare simmetrica
su V* ponendo

g€ m) = g(B; (&), B, ), Véme V.
Se indichiamo con (g"/) I’inversa della matrice (g;, ), otteniamo che

g&m= ), g,

ove & = Y &et, = Y mie’ perlabase duale e!,...,e"in V* diey,...,e,.
Possiamo quindi definire il prodotto di tensori s-covarianti e k-controvarianti

— i],...,ih '1 .k

a= iy @77 €1 @ © €, ® ' Q- ®elk,
J1seesJk

- R IS N ®. ..k

B = Z Lseeslh ﬁjly---,jlke” ®-®e),®e” @ Be,
J1sees Jk

mediante L
= g T L gkl g gt
g(a,,B) = thl,ti gth,l;,g ! 8 I\aj|,...,jkﬁjf1 i
Osserviamo ancora che le applicazioni

h.k [yl ] h+k 0,h+k
™'Vsa > 8iyjiak " 'gih,jmkaj],_“,jkejl ®---Qe €T v,
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Th’kV S a R ngJIHl . ngJmka,ljl] ,,,,, ih €, ® - ®epsk € Th+k’0V

sono isomorfismi lineari che preservano le estensioni della g.
Tutte queste considerazioni si estendono in modo ovvio ai tensori definiti su
una varieta pseudo-Riemanniana (M, g).

VL11. Tensore di curvatura di una varieta pseudo-Riemanniana

Sia (M, g) una varieta pseudo-Riemanniana. Se b € una forma bilineare simme-
trica non degenere in R™ con la segnatura di g, allora la connessione di Levi-Civita
ammette una Op-riduzione ad Op(M). In particolare, la forma di Cartan w e la
forma di curvatura Q, ristrette ad O(M), sono a valori in o,. Percio il tenso-
re di curvatura R, corrispondente alla forma Q € .Q/Z\ d,o(Ob(M)’ 0p), € una forma

R e Q*(M, pg(M)), cioe a valori nel sottofibrato vy(M) del fibrato End (T M) degli
endomorfismi di 7M, che consiste degli endomorfismi A € End (T, M) tali che

g(Av,w) + g(v,Aw) =0, VYv,weT,M.

Dermizione VI.11.1. Il tensore di curvatura controvariante di una varieta pseudo-
Riemanniana (M, g) ¢ il tensore

(6.11.1)  R(Xy,X2,X3,X4) = g(R(X1,X2)X3,X4), VX1,X2,X3,X4 € X(M).

Il tensore di curvatura controvariante ci permette di esplicitare alcune proprieta
di simmetria del tensore di curvatura. Abbiamo

Prorposizione VI.11.2. 1l tensore di curvatura controvariante verifica le iden-
tita algebriche
(6.11.2) R(X3, X1, X3, X4) = —R(X1, X0, X3, X4),
(6.11.3) R(X1,X2, X4, X3) = —R(X1, X2, X3, X4),
(6.11.4) R(X3, X4, X1, X2) = R(X1, X0, X3, X4),
(6.11.5) R(X1, X5, X3, X4) + R(X>2, X3, X1, X4) + R(X3, X1, X5, X4) =0,
VXi1,X0,X3,X4 € :{(M)

DimostrazIONE. Le (6.11.2)), (6.11.3) sono conseguenza la prima del fatto che
R ¢ una forma alternata e la seconda del fatto che R & g-antisimmetrica. La (6.11.5)

¢ conseguenza dell’identita algebrica di Bianchi. Mostriamo che dalle (6.11.2),
(6.11.3)) ed (6.11.5) segue la (6.11.4). Abbiamo infatti
R(X3, X4, X1, X2) = —R(X4, X1, X3, X2) — R(X1, X3, X4, X2)
= R(X4, X1, X2, X3) + R(X1, X3, X2, X4)
= —R(X1, X2, X4, X3) — R(X2, X1, X3, X4)
— R(X2, X4, X1, X3) — R(X3, X2, X1, X4)
= 2R(X1, X2, X3, X4) + R(X2, X4, X3, X1) + R(X3, X2, X4, X1)
= 2R(X1, X2, X3, X4) — R(X3, X4, X1, X2).

La dimostrazione ¢ completa. O
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VI.12. Connessioni principali su varieta dotate di una connessione lineare

Premettiamo alcune osservazioni sul prodotto di fibrati principali.

VI.12.1. Prodotto di connessioni principali. Siano §; = (P; R M), peri =
1,2, due connessioni principali con gruppi strutturali G;. Il prodotto § = §; Xy &
¢ il fibrato principale su M con spazio totale

P ={(01,02) | mi(01) = ma(02)}
e gruppo strutturale G = G X Gy, che agisce su P mediante
(o1, 02)(a1, a2) = (01a1,02a2), Y(o1,02) € P, Va; € Gy, Yaz € Gy.

L’algebra di Lie di G ¢ la somma diretta g = g; ® g, delle algebre di Lie g; dei
gruppi G;, per i = 1, 2. Indichiamo con pr; : P — P; le proiezioni pr;(c1,02) = 0.

Proposizione VI.12.1. Se w; € Q'(P;, g;) sono le forme di Cartan di connes-
sioni principali su §;, per i = 1,2, allora ® = prjw; ® pryw; € QY(P,g) & la forma
di Cartan di una connessione principale su E. O

Siano (p;, V;) due rappresentazioni lineari dei gruppi G;. Allora (p, V), con
V =V ®V;yeplar,a)(vi ® v2) = (p1(ai)vi) ® (p2(a2)v2) € una rappresentazione
lineare di G = G| @ G». La derivazione covariante V su Ey si esprime per mezzo
delle derivazioni covarianti V' sui Eiy, mediante

Vx(s1® 52) = (Vis1) ® 52+ 51 ® (Vis2), VX € X, Vs; e [(M, Ey,), i = 1,2.

VIL.12.2. Connessioni principali e lineari. Sia § = (P N M) un fibrato
principale con gruppo strutturale G, dotato di una connessione G-principale con
forma di Cartan o’ € Q}x 4(P> 8), e supponiamo di aver fissato sulla base M una

connessione lineare, con forma di Cartan w™ ¢ Q/lx JL(M), gl,,(R)).

Sia (p, V) una rappresentazione lineare di G ed n = (E M ) il corrispon-
dente fibrato vettoriale. Indichiamo con V la differenziazione covariante su 1 € con
D quella definita su T*(M) dalla connessione lineare.

Utilizzando la costruzione generale di possiamo definire una de-
rivazione covariante sugli spazi T>*(M, E) dei tensori con coefficienti in E, che
denoteremo ancora con V. Per essa vale la

6.12.1) Vx(s®a)= (Vxs)®a+ s®Dxa, Ysel(M,E), YaecT")(M).

Proposizione VI.12.2. La derivazione covariante definisce un’applicazione li-
neare

(6.12.2) V:T(M,E) — T (M, E).

Usando la derivazione covariante per i tensori a coefficienti in E, possiamo
definire prima le derivate covarianti seconde, e poi, per ricorrenza, quelle di ordine
superiore, di una sezione s € I'(M, E). Ad esempio, abbiamo la
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Derinizione VI.12.3. La derivata seconda covariante di una sezione s € I'(M, E)
rispetto ai campi X, ¥ € X(M) ¢ definita da

(6.12.3) Viys = Vx(Vys) = Vp,ys.

OsservazIONE VI.12.4. La derivata covariante VXs di una sezione s € I'(M, E)
& un tensore in T (M, E), cioé un’applicazione € (M)-multilineare

,,,,,

k volte

Verifichiamo ad esempio la €’ (M)-multilinearita della derivata seconda. La €*°(M)-
linearita di V;Ys rispetto ad X ¢ ovvia. Se f € €*°(M), abbiamo
V%(,f)’s = Vx(Vyys) — Voy(rrns = Vx(fVys) — Vipgrexpys
= (fVx(Vys) + (Xf)Vys) — (fVp,ys + (Xf)Vys)
= f(Vx(Vys) + Vp,ys) = fVyys.
Esempio VI.12.5. Se n ¢ il fibrato banale con spazio totale £ = M x Ve Vla
connessione banale, allora la derivata seconda di una sezione s € (M, V) ¢
Viys = XYs—(DxY)s.
Se M fosse un aperto di R™, con la connessione lineare banale, ed X = 77" 1czi(?/ oxt,
Y = Z;’ilbié)/axi allora

mo . 0%
V;Ys - Zi,j:lalbj Ox'ox)

OsservazIONE VI.12.6. Osserviamo che, nell’Esempio[VI.12.3] con connessio-
ni banali sia sul fibrato banale che sulla base aperto di R, il tensore della deri-
vata seconda coincide con la matrice Hessiana dell’applicazione s ed ¢ quindi, in
particolare, simmetrico.

In generale, otteniamo

Vi’ys - V%XS = (VXst - VDXys) - (VYva - VDYXs)
= (VxVys — VyVxs — Vixy1$) — Vpyy-Dyx-[x.v]8
= RV(X, Y)S - VTD(X,Y)S’
ove abbiamo indicato con RY la curvatura della connession lineare V e con 7P la
torsione della connessione lineare D.
Quindi la curvatura di V in modo algebrico e la torsione di D in modo diffe-

renziale ci permettono di calcolare I’ostruzione al fatto che il tensore della derivata
seconda sia simmetrico.

Abbiamo quindi ottenuto la formula di Ricci:
(6.124) V5 ys—Vixs=R'(X.V)s = Vioypys, VseEM), VXY € ¥(M).

Si possono ottenere altre formule di Ricci, che esprimono in termini di curvatu-
ra e torsione come cambino i tensori delle derivate covarianti di ordine superiore
rispetto a permutazioni degli argomenti.






CAPITOLO VII

Connessioni lineari invarianti

VII.1. Rappresentazione lineare d’isotropia

Siano K un gruppo di Lie, H un suo sottogruppo chiuso, £ ed j le loro algebre
di Lie, ed M lo spazio omogeno K/H. Indichiamo con o il suo punto base, d’iso-
tropia H, con Ly il diffeomorfismo M > p — kp € M definito dall’elemento k di
K, conm: K>k — ko € M la proiezione canonica. L’ applicazione

(7.1.1) L:K 5k — L € Diff(M)

di K nel gruppo Diff* (M) dei diffeomorfismi di classe " di M in sé & un omo-
morfismo di gruppi.

Dermizione VII.1.1. Il nucleo dell’omomorfismo (7.1.1) si dice nucleo d’inef-
fettivita dell’azione di K su M.

Lemma VIL1.2. Il nucleo d’ineffettivita N e la sua algebra di Lie n sono
descritti da:

(7.1.2) N=() 2d@@, n=[ _ Ad@)p).
N ¢ un sottogruppo normale chiuso di K ed n un ideale di E. O

Dermizione VIIL1.3. L’azione di K su M si dice effettiva se N = {e}, quasi
effettiva se N ¢ discreto.

OsservazioNE VII.1.4. Poiché un gruppo di Lie ¢ discreto se e soltanto se la
sua algebra di Lie ¢ {0}, I’azione di K ¢ quasi effettiva se e soltanto se n = {0}.

Lasciando fisso o, gli elementi a dell’isotropia definiscono automorfismi di
ToM. Abbiamo quindi una rappresentazione lineare

(7.1.3) H>a — a. = dL,(0) € GLr(ToM).
Dermizione VIIL.1.5. Chiamiamo la (7.1.3) rappresentazione lineare d’isotro-
pia.

Il quoziente iniettivo del differenziale in e della proiezione canonica K LM
ci permette di identificare lo spazio tangente ToM di M nel punto base o con il
quoziente E/) e conseguentemente la rappresentazione lineare d’isotropia con il
quoziente della restrizione ad H della rappresentazione aggiunta, per mezzo del

139
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diagramma commutativo

Ad(a)

N

B/ —— ToM —2 > T,M —— B/b.
Otteniamo percio:

Proposizione VII.1.6. Il nucleo d’infedelta della rappresentazione lineare d’i-
sotropia é

(7.1.4) No={aeH|Ad(a)(X)-X €D, VX €E}.
Esso e un sottogruppo chiuso di H, con algebra di Lie

(7.1.5) nmy={Xebh|[X,Y]eh, VY €k}

Valgono le inclusioni
(7.1.6) N c Ny, ncny
e quindi la

Proposizione VIL.1.7. Se la rappresentazione d’isotropia e fedele, allora I’a-
zione di K su M ¢ effettiva. Se il nucleo d’infedelta dell’applicazione aggiunta e
discreto, cioe se ny = {0}, allora I’azione di K su M ¢é quasi effettiva. m|

Ricordiamo che M = K/H ¢ un K-spazio omogeneo riduttivo se ) ammette un
complemento lineare H-invariante m in E, se risulta cioe¢

(7.1.7) E=hem, AdEH)(m)=m.

Osservazione VII.1.8. Poiché tutte le rappresentazioni lineari di un gruppo di
Lie compatto, o di un gruppo di Lie semisempliceﬂ sono completamente riducibili,
tutti gli spazi omogenei M = K/H con H compatto, o semisemplice, sono riduttivi.

La prima delle ci dice che la restrizione ad m del differenziale 7. (e)
della proiezione nel quoziente € un isomorfismo lineare m.(e) : m — ToM ed,
insieme alla seconda, che la restrizione ad m della rappresentazione aggiunta di H
su £ ¢ equivalente alla rappresentazione lineare d’isotropia.

Sia Hy, il gruppo formato dalle restrizioni ad m degli automorfismi Ad(a), al
variare di a in H.

L’isomorfismo tra m e ToM ci permette di considerare 7 M come un fibrato
vettoriale con fibra tipica m e con una H,,-struttura, invariante per I’azione di K.

"Un gruppo di Lie si dice semisemplice se la sua algebra di Lie & semisemplice, somma cioe di

ideali semplici non abeliani (vedi §XXVIIL7).
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Lemma VIL1.9. Supponiamo che M = K/H sia riduttivo e valgano le (1.1.7).
Allora, per ogni a € K, 'applicazione
(7.1.8) m 3 X—dn,(X") € TyaM,

dove X* € L(K) ¢ il campo di vettori invariante a sinistra corrispondente all’ele-
mento X € m C B, e un isomorfismo lineare.

DimostrAzZIONE. Condizione necessaria e sufficiente affinché dm,(X*) = 0 & che
X’ = L, (X) sia tangente ad aH, cioe che X € b. O

Da questo si ricava

Lemma VIL.1.10. Se M = K/H ¢ riduttivo, allora TM e un fibrato vettoriale
con fibra tipica m e con una Hy,-struttura invariante per ’azione di K. O

Proposizione VII.1.11. Supponiamo che M = K/H sia riduttivo. Se la rappre-
sentazione lineare d’isotropia e fedele, allora & = (K 5Mm ) ¢ il fibrato principale

associato ad un’H-struttura su M, invariante per [’azione di K. m|
VIL.2. Connessioni lineari canoniche su spazi omogenei riduttivi

Sia M = K/H uno spazio omogeneo riduttivo, con decomposizione (7.1.7).
Mostriamo che la connessione principale definita nel Teorema ¢ una con-
nessione lineare su M. Ricordiamone la definizione.

Sia wk € Q'(K, B) la forma di Maurer-Cartan di K.

Nortazione VII.2.1. Indichiamo con
(7.2.1) wy € QI(K, b) la componente di wk in b,
(7.2.2) O € Ql(K, m) la componente di wk in 1,

rispetto alla decomposizione (7.1.7). Se X € E, indicheremo con Xj ed Xy, le sue
componenti in b ed m, rispettivamente.

Osservazione VII.2.2. Abbiamo, per X, Y € B,
[X, Y] = [ Xy, Y] + [Xp, Yiud + [Xin, Yol + [Xow, Yinl-
Poiché m ¢ ad(D)-invariante, otteniamo
(7.2.3) [X, YTy = [Xp, Yo] + [Xm, Yinly,
(7.2.4) [X, Y] = [Xp, Yinl + [ X, Yol + [ X, Yindine

Dermnizione VIL.2.3. Chiamiamo la 0,, forma canonica e la wy forma di con-
nessioneﬂ dello spazio riduttivo M = K/H, relativa alla decomposizione (7.1.7).

TeoreMA VIL.2.4. Siano K un gruppo di Lie connesso, H un suo sottogruppo

chiuso, M = K/H e consideriamo § = (K 5 M) come un fibrato principale con
gruppo strutturale H.

25 1a forma di connessione che avevamo definito nel Teorema|V.13.5
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(1) Se M é riduttivo e valgono le (1.1.7), allora la wy é la forma di Cartan
di una connessione principale su €, invariante rispetto alle traslazioni a
sinistra su K, e definisce quindi su M una connessione lineare per cui gli
elementi di K agiscono su M come trasformazioni affini.

(2) Ogni connessione principale su €, che sia invariante rispetto alle tra-
slazioni a sinistra su K, determina univocamente una decomposizione
({717, rispetto alla quale la forma di Cartan sia la h-componente della
forma di Maurer-Cartan di K.

(3) Le forme di torsione e di curvatura di una connessione lineare con forma

di Cartan wy definita dalla ([71.2.1)) sono:
(725) G)(X*’ Y*) = _[Xm, Ym]m, VX, Ye E >
(7.2.6) QX" Y") = —[ X, Yiulps VX,Y ek.

DivosTtrAZIONE. La (1) e la (2) sono parte dell’enunciato del Teorema [V.13.5]
Verifichiamo la (3). Se X € E, allora X;, ed X; sono, rispettivamente, le componenti

orizzontale e verticale di X*. Otteniamo quindi, per X, Y € E,
OX",Y") = OX;,, Yi) = X5 Yo — Yy Xow — 01X, Yo D) = =0([ X, Yinl")
= —[Xm, Yinlm,
QX" Y") = QX Vi) = X50p(Yr) — Yoop(X5) — 0p([XG, Yinl)
= —@y([Xm, Yinl") = ~[ X, Yinly-
La dimostrazione ¢ completa. O

Osservazione VII.2.5. Utilizzando le (7.2.5), (7.2.6), ed identificando m con
ToM mediante la m.(e), possiamo descrivere i tensori di torsione e curvatura nel
punto base o nella forma:

(7.2.7) To(X,Y) = —[X,Y]m, VX, Y em,
(7.2.8) Ro(X,Y)Z = —[[X, Y]y, Z]w, VX, Y.Zem.

OsservazioNE VII.2.6. Se K ¢ un gruppo di Lie semisemplice connesso ed H
compatto, con f) compatta massimalg’, possiamo scegliere m = p, ove p ¢ I’or-
togonale di by per la forma di Killing, ed abbiamo la decomposizione di Cartan
E =) @ p. Poiché in questo caso [p, p] C b, otteniamo su M = K/H una connessio-
ne simmetrica (cio€ con torsione nulla). La ¢ : £ — E uguale all’identita suhe a
meno I’identita su p € un automorfismo involutivo di E, che si dice un’involuzione
di Cartan. 1 campi orizzontali standard su K sono i campi invarianti a sinistra
X*, con X € m e sono percio completi. La M ¢ quindi in questo caso uno spazio
simmetrico.

Consideriamo ad esempio il gruppo K = SL,(R) ed il sottogruppo H = SO(n).
La decomposizione di Cartan ¢ £ = 0g(n) @ p, ove p ¢ lo spazio vettoriale delle
matrici reali nxn simmetriche. Lo spazio omogeneo M ha dimensione n(n+1)/2 ed
ha una connessione SO(n)-lineare canonica SL, (R)-invariante, con torsione nulla
e curvatura Ro(X, Y)Z = —[[X, Y], Z] per X, Y, Z € p.

3Cioe una sottoalgebra massimale su cui la forma di Killing «(X, Y) = traccia(ad(X)adY) ¢
definita negativa.
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Esempio VIL.2.7. Il gruppo SO(m + 1) opera transitivamente sulla sfera S™. La
proiezione SO(m + 1) 3 a — aep € S™ ci permette di rappresentare la sfera S
come lo spazio omogeneo SO(m + 1)/SO(m). La decomposizione

0g(m+ 1) = 0g(m) ®m

0g(m) = {(8 g)‘A € gl,(R), AT = —A}, m= {(8 _(‘))') ve Rm}

descrive su M la struttura di spazio omogeneo riduttivo. E [m, m] C 0g(m) e quindi
la connessione invariante su S” ¢ priva di torsione. Le geodetiche con origine nel
punto e di isotropia vg(m) sono le proiezioni su S™ dei gruppi a un parametro di
SO(@m + 1) generati dagli elementi di m. Ogni matrice di m & coniugata, modulo

SO(m), ad una matrice della forma

0 — 0 cos(ct) —sin(ct) O
A=|c 0 O0O|— exp(tA) =|sin(ct) cos(ct) 0 1.
0 0 O 0 Iy

ove

La sua proiezione exp(tA)ep ¢ un arco di cerchio massimo di ™ passante per ey.
Tutte le geodetiche su S™ si ottengono traslando le geodetiche per ey per mezzo
degli elementi di SO(mm+ 1) e i loro supporti sono dunque tutte e sole le intersezioni
di S™ con i piani passanti per 1’origine di R"™.

Esempio VII.2.8. Sia B = ((1) —(I) ) ed

SO(1,m) = {a € GL,,(R) | ' Ba = B}.

La componente connessa dell’identita SOg(1, m) di SO(1, m) opera transitivamente
su

m .
M={xeR"™ 2= Z P10 > 0),
=

che possiamo quindi identificare allo spazio simmetrico SOg(1, m)/SO(m) median-
te la proiezione SOg(1,m) > a — aey € M. L’algebra di Lie 0g(1,m) di SO(1,m)
0g(1,m) = pg(m)®m, con

si decompone in
N
0g(m) = {(8 g)‘A € gl,(R), A" = —A} e m= {(8 ‘;)) Ve R’”}.

Abbiamo Ad(SO(m))(m) = m ed [m, m] C o,(m). Quindi possiamo definire su M
una connessione lineare canonica simmetrica. Le geodetiche uscenti da eg sono le
proiezioni dei sottogruppi a un parametro di SOy(1,m) generati dagli elementi di
m. Modulo SO(m), ogni matrice di m & coniugata ad una della forma

cosh(ct) sinh(ct) O }

sinh(ct) cosh(ct) O

0 ¢c O
A=|c 0 Of, conceR — exp(tA) =
0 0 Im—l

0 0O
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La connessione & completa. Le geodetiche per ey sono le intersezioni di M con i
piani passanti per 0 ed eg. Tutte le geodetiche sono immagini di queste mediante
le traslazioni rispetto al gruppo SO(1, m).

VII.3. Connessioni lineari invarianti

Possiamo applicare al caso particolare delle connessioni lineari i risultati sulle
connessioni principali invarianti del

Siano K un gruppo di Lie, H un suo sottogruppo chiuso, E ed b le loro al-
gebre di Lie, ed M = K/H. Indichiamo con o il punto base, di isotropia H, e
conng : K>k — k-0 € M la proiezione corrispondente. Indichiamo ancora con
ko(= dLy o o) I’azione di K su L(M).

Siano m la dimensione di M e G un sottogruppo chiuso di GL(m, R).

Dermvizione VIL.3.1. Una G—struttur% =(P SNy ) su M si dice K-invariante
se kP = P, per ogni k € K.

Ogni X € E definisce un sottogruppo a un parametro {exp(tX)}er di K, che
agisce a sinistra, come gruppo a un parametro di diffeomorfismi, su K, M e P.
Indicheremo con XX, X™ ed X* i rispettivi generatori infinitesimali. In particolare,
XX & il campo di vettori invariante a destra su K corrispondente ad X, ecﬂ

X& = [Ad(kHX];, VkeK

I campi XX ed X” sono rispettivamente mg - € p-correlati ad XMe, perognio € P,
ed {,-correlati tra loro dall’applicazione ¢, : K> k — ko € P.

Lemma VIL3.2. Perogni X,Y € Evalgono le
(73.1) X5 K1 =-x, 7%, (X", v"1=-1x, 71", XM, vM] =[x, 7]".

O
LemMma VIL3.3. Abbiamo
(73.2) kXD =[AdRX)1", kXY =[AdKCOIM, VkeK, VX €,
(733) R, X"=X", VaeG, ¥Xet.
DimosTrAZIONE. Abbiamo infatti, per ogni k € Ked X € B,
k- (exp(tX) - p) = exp(tAd(k)(X)) - (k- p), VteR, Vpe M,
k- (exp(tX) - o) = exp(tAd(k)(X)) - (k- o), VteR, Yo eP.
Derivando rispetto a ¢ in ¢ = 0 otteniamo le (7.3.2). Se a € G ed X € E, allora
X (c-ay=@X -0)-a, VieR, YoeP
e, derivando rispetto a 7 in 7 = 0, otteniamo le (7.3.3). O

‘Lo spazio totale P & cio¢ un sottofibrato di L(M) e 1’azione di G su P ¢ la restrizione dell’azione
di GL(m,R) su L(M).
SRicordiamo che X; = (Ly).(X) ¢ il campo di vettori invariante a sinistra associato ad X € E.
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Il Teorema di Wang (Teorema |VI1I.3.6) caratterizza le G-connessioni affini K-
invarianti su M.
Per ogni o € P, I’applicazione

(7.3.4) o H3h— o 'loh,ooeG

¢ un omomorfismo di gruppi di Lie. Poiché g C gl,,(R), il suo differenziale
nell’identita A, : h — g & una rappresentazione lineare di b.
Ricordiamo i risultati dimostrati nel §V.14]

Lemma VIL.3.4. Sia o la forma di Cartan di una G-connessione lineare K-
invariante su E. Fissato un punto oo € P,, I’applicazione lineare

(7.3.5) Agy B3 X — (X, )€g, VXEeEL
soddisfa le
(7 3 6) AO'()(X) = 7\0-0*(X)a VX e,
o Agy(Adp(h)(X)) = Adg(Ayy(W)(Ayry (X)), VheH, VX et O

Osservazione VIL3.5. La ci dice che la A, estende I’omomorfismo di
algebre di Lie A, ad un’omomorfismo dell’H-modulo E sul G-modulo g. Come
gia osservato in precedenza, A, non ¢, in generale, un omomorfismo di algebre di
Lie.

Teorema VIL.3.6 (Wang). Sia € una G-struttura K-invariante su M. La (7.3.5)
definisce una corrispondenza biunivoca tra le G-connessioni affini K-invarianti su
M e le applicazioni lineari A, € Homg(¥, §) che soddisfano le (7.3.6). O

Osservazione VIL.3.7. La (7.3.6) implica che
(1.3.7) Agy([X, YD) = [hoy . (X), Agy(Y)], VX €D, VX €,
e le due condizioni sono equivalenti se H ¢ connesso.

Lemma VIL3.8. Per ogni X € E I’applicazione P > o — oo w(X2) oo™l €
T M ¢ costante sulle fibre di € e definisce quindi un tensore di tipo (1, 1) su M.

DmvosTrAzIONE. I campi X* sono invarianti per I’azione di G sulle fibre. Quin-
di o(X") € &, (P, 9) corrisponde ad una sezione cow(XP)oo™! e (M, T, O

Nortazione VIL3.9. Indichiamo con L : ¢ — T"!(M) I'applicazione che fa
corrispondere ad X € E il tensore di tipo (1, 1) definito nel LemmaVII.3.8

Una connessione G-lineare K-invariante si pud quindi considerare come il dato
di un’applicazione lineare LL che fa corrispondere ad ogni X € t un tensore K-
invariante L(X) € E]’](M). SeheH,eo e P,, abbiamo

hooocowX oo loh' =o' oh oor)owX)o(c ' oh o) oo™
= 0 o Ad(s(W)(@(X")) 0 07! = o 0 w([Ad(B)(X)]T) 0 7.

Abbiamo percio
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ProposizioNe VII.3.10. Una connessione lineare K-invariante su M ¢ il dato
di un’applicazione lineare L : € — T (M) che soddisfa la condizione

(7.3.8) {k*L(X) = L(X), Vke K, VX €&,

kLOOK N (p) = LAA()X))(p), VYp € M, Yk € K,
ove abbiamo indicato con K, = {k € K | kp = p} lo stabilizzatore di p in K. O

Per Calcolare torsione e di curvatura di una G-connessione lineare K-invariante,
¢ utile premettere il

LemMma VIL3.11. Con le notazioni fin qui introdotte:
(7.3.9) xP0,(Y") = —o7 N (X, Y1), VX,Y €, Yo eP.
Se w ¢ la forma di Cartan di una connessione G-lineare K-invariante, allora
(7.3.10) XPo(Y?) = —o([X, Y]F), VX,Y k.

DimosTrAZIONE. Poiché K definisce un gruppo di automorfismi di &, la derivata
di Lie di 0 rispetto ai campi X” & nulla. Abbiamo quindi

XP0(Y") = (Lyp®(Y") + 0(X", YD) = =0 (. (1X, Y17) = =~ (IX, YIM).
Analogamente, poiché la derivata di Lie di w rispetto ai campi X* & nulla,
XPo(r") = (Lyro)(¥") + o(X", Y7 = (X, Y17).
O

Prorosizione VII.3.12. La torsione e la curvatura della connessione I asso-
ciata all’applicazione A, sono parallele e si esprimono, mediante le formule:

(7.3.11) TXM, yMy = Lx)Y" —L(nxM - (X, Y]Y, VX,Y €k,
(7.3.12) R(XM, YMy = [L(X),L(Y)] - L([X, Y]) VX,Y €k
DimostrAzIONE. Utilizzando la (7.3.9) e le equazioni di struttura, abbiamo
0,xtY?y = xPo(y?) — xPoy?) — o((IX7, Y1) + o(XD)0(¥?) — w(¥P)0(x?)
= - ' (X V") + o (X1 + o7 (X, YY)
+As X0 (M) = Ap (Vo™ (XM)
= o (X, YI™) + Ae (X))o (YM) = Ap ()0 L (XM).
Da questa ricaviamo la (7.3.11). Analogamente otteniamo
Qx?, Py = XPw(¥?) — YPo(X?) — o([XT, YT + [0o(XT), o(Y")]
= (X", YD) - o((¥", X)) - (X", Y*]) + [0(X"), o(¥")]
= —o([X, Y1) + [o(X"), o(Y )],
da cui ricaviamo la (7.3.12). o



VIL.4. CONNESSIONI LINEARI INVARIANTI SU SPAZI RIDUTTIVI 147

VIIL.4. Connessioni lineari invarianti su spazi riduttivi

Utilizziamo le notazioni del Supponiamo inoltre, in questo paragrafo,
che lo spazio omogeneo M = K/H sia riduttivo e che valgano le (7.1.7). E ciog
E = bh e m, con Ad(H)(im) = m. In particolare, [h, m] C m, e questa condizione &
equivalente ad Ad(H)(m) = m quando H sia connesso.

Sia m la dimensione di M, G un sottogruppo di Lie di GL,,(R) e § = (P LNy )
una G-struttura su M, invariante per I’azione di K.

Fissiamo un riferimento oy € P,, ove 0 ¢ il punto base di isotropia H. Osser-
viamo che, in questo caso, identificando T, M con m, ¢

Aoy (WX = Ad(W)X = hXh™!, VheH, VX em,
Aoy NX =ad(V)X =[Y,X], VYebh VXem
Il Teorema|[V.14.15|del Capitolo|IV|da in questo caso:

TeoremA VIL4.1 (Wang). C’¢ una corrispondenza biunivoca tra le G-connessioni
affini K-invarianti su M e le applicazioni lineari

(7.4.1) A
tali che

(742) Ay (Adp()(X)) = Ady(hry (M) Ay (X)), Yh € H, VX € m.

com - M — g

O

Identifichiamo T, M con m e di conseguenza gli elementi di g come endomorfi-
smi di m, utilizzando il sistema di riferimento o. Indichiamo al solito con X, € m
ed X € b le componenti di X € E rispetto alla decomposizione (7.1.7). Con queste
notazioni, la ProposiziongVIL.3.12]si riduce all’enunciato seguente.

TeoremA VII.4.2. La torsione e la curvatura della G-connessione K-invariante
I' sono parallele e sono espresse in termini della A, dalle formule

(74.3) To(X,Y) = Mgy (X)Y = Mgy e (NX) = [X, Y]y
(7.4.4) Ro(X, Y) = [Ag (X)), Arg ()] = Ay ([X, Vi) — ad([X, YTy)
VX,Y,Z e m = ToM.

O

Dermnizione VIL4.3. Chiamiamo canonica la connessione lineare corrispon-
dente alla scelta A, = 0.

Poiché A, (X) = 0y, (X*), otteniamo

Proposizione VI1.4.4. La connessione canonica é ’unica connessione G-lineare
K-invariante tale che, per ogni X € m, il campo invariane a sinistra X* sia
orizzontale. O

Proprosizione VIL.4.5. Supponiamo che M sia riduttivo, § una G-struttura su
M eT la connessione canonica su E. Allora:

(1) T é completa;



148 VII. CONNESSIONI LINEARI INVARIANTI

(2) Le geodetiche sono le curve integrali dei campi X™ al variare di X in m.
(3) La torsione e la curvatura di T soddisfano le

(7.4.5) To(X,Y)=—[X, Y], VX, Yem,
(7.4.6) Ro(X,Y)Z = ~[[X,Y]y,Z], VX Y,Zem,
(7.4.7) VT =0,

(7.4.8) VR =0.

Viceversa, vale il

TeorEMA VIL.4.6. Sia M una varieta differenziabile connessa. dotata di una
connessione lineare I'. Fissiamo un riferimento oo € L(M) e sia P = L(oy) lo

spazio totale per o del fibrato di olonomia & = (P iiN M).

(1) Supponiamo esista un gruppo di Lie connesso K di trasformazioni affini
di M tale che l'immagine di oo mediante K contenga P. Allora M e
uno spazio omogeneo riduttivo di K e la connessione I coincide con la
connessione canonica.

2) Se VI = 0, VR = 0 ed M ¢ semplicemente connessa, allora M am-
mette un gruppo di Lie K di trasformazioni affini, che opera in modo
semplicemente transitivo su P e la connessione su M e equivalente alla
connessione canonica su uno spazio riduttivo K/H.

DmosTtrAZIONE. (1). Sia H lo stabilizzatore in H del punto 0 = mp(0). In-
dicheremo con A : H — GLg(T,M) la rappresentazione lineare d’isotropia di H.
Abbiamo un morfismo di fibrati principali

K —— L

ﬂKl lﬂL(M)

KH — M,
con p(k) = dLi(0) o 0g. L'immagine P’ di p ¢ lo spazio totale di un sottofibrato di
L(M), ed abbiamo
Pc P cLWM).
Quindi, indicando con Hy, il sottospazio orizzontale di 7, L(M), abbiamo
Hy, C Ty,P C TP .

Definiamo il sottospazio m di £ come I'immagine inversa di H,,, mediante il diffe-
renziale dell’isomorfismo dp(e) : ¢ — T, P’. E ciod Hy, = dp(e)(m). Se h € H,
abbiamo p(h) = ogM(h) e quindi dp(e) o Ad(h) = dLj, o dp(e). Poiché per ipotesi le
L, sono trasformazioni affini, ¢ dL,(Hs,) = H, e quindi Ad(h)(im) = m. Poiché
la distribuzione orizzontale su P’ ¢ generata dalle immagini dei campi X* di K, al
variare di X in m, ne segue che la connessione lineare su M coincide con la con-
nessione canonica associata alla decomposizione £ = ) ® m sullo spazio omogeneo
riduttivo K/H.
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(2). Nel CorollarigVI.4.5|abbiamo costruito un’algebra di Lie £ = h®m, ove b
¢ ’algebra di Lie del gruppo di olonomia in o9, m = R™, e le operazioni in £ sono
definite da

[A,B] €h e [A, B]* = [A*, B*] se A,B €D,
[A,X]eme [A,X]" = [A*,X"]=(AX)" seAeDh Xem,
[X,Y] =-QX*,Y")eh se X,Y em,

ove ricordiamo che gli A* sono i campi verticali fondamentali corrispondenti ad
A € g C gl,(R) e gli X* sono i campi orizzontali standard caratterizzati da 6(X*) =
X € R™. Su P ¢ definito un parallelismo completo

PxtE=Px(hem) > (0;A,X) > A + X, TP

e quindi una forma ® € Q'(P,F), con ®(A* + X*) = A + X.

Sia K un gruppo di Lie connesso e semplicemente connesso con algebra di
Lie E ed indichiamo con wk la sua forma di Maurer-Cartan. Identifichiamo lo
spazio tangente del prodotto K X P con il prodotto TK x T P degli spazi tangenti
e consideriamo la forma og — ® € Q'(K x P,F), ove wk & la forma di Maurer-
Cartan di K. Sia Q) = {Z = (X,Y) € T(KX P) | og(X) = ®(Y)}. Questa & una
distribuzione il cui rango ¢ uguale alla dimensione di P e di K. Dico che 9 ¢
totalmente integrabile. Infatti essa ¢ generata dagli elementi

A*+ X", A* +X*), conAeh Xem
ed abbiamo
[(A] + X[, AT + X)), (A5 + X5, A% + X;3)]
= ([A’lk + XT,A; + Xz*], [(AT + XT,A; + X;])
= ([A1 + X1, A2 + Xo1", [AT + X[, A3 + X5 €9, VYA, Ay eh, VX1, X, €m.

Consideriamo 1’integrale massimale N di ) per il punto (ek, o). Dico che N ¢ il
grafico di un rivestimento di K su P. Infatti, ogni cammino y € €*°([0, 1], K) (ri-
spettivamente ¥ € € ([0, 1], P)) determina un cammino « = wk(y) € €([0, 1],)
(rispettivamente @ = ®(}) € €([0, 1],E). Poiché K & connesso e semplicemente
connesso, la proiezione sul primo fattore definisce un rivestimento a un solo fo-
glio, e quindi un diffeomorfismo f, di N su K. Componendo I’inversa di f con la
proiezione di N su P, otteniamo un diffeomorfismo locale  : K — P che ¢ un
rivestimento.

Definiamo I’azione di K su P nel modo seguente. Se k € Ke o € P, fis-
siamo una curva continua y € €*([0,1],K) con y(0) = ex e y(1) = k. Sia
Yo € ([0, 1], P) la curva definita da ®(y,) = wk(y) con punto iniziale o e
poniamo ko = y,(1). Poiché laccetti in K di punto iniziale ek si trasformano in
questo modo in laccetti di punto iniziale o, ’azione & ben definita. Gli elementi
k € K che trasformano in sé la fibra P, formano un sottogruppo chiuso di K. Sia
H la sua componente connessa dell’identita. La composizione r o 1 definisce per
passaggio al quoziente un rivestimento @ : K/H — M, che rende commutativo il



150 VII. CONNESSIONI LINEARI INVARIANTI

diagramma

K——n——>P

! [

K/H —— M.
Poiché M ¢ connessa e semplicemente connessa, @ ¢ un diffeomorfismo. La con-
nessione lineare su M coincide con la connessione canonica sullo spazio ridutti-
vo K/H. O

Proposizione VIL.4.7. Sia " una G-connessione lineare K-invariante sullo spa-
zio riduttivo M = K/H e sia A, € Homg(m, g) 'applicazione lineare associata.

Condizione necessaria e sufficiente affinché le curve integrali dei campi XY,
al variare di X in m, siano geodetiche, ¢ che

(7.4.9) (X)X =0, YXem.

U'Om
DmosTRAZIONE. Se X € m, abbiamo

ViuXM = e XMo(XM) = o XM0(X?) = o(XPO(X")) - [0(X)]0(XT)
= —(1X XI") = Ay (X)X = =0 Ay, (OX.

Quindi la condizione A, (X)X = 0 ¢ necessaria e sufficiente affinché la derivata
covariante della velocita sia nulla lungo le curve integrali di X". O

TeorEMA VI1.4.8. Esiste una connessione G-lineare simmetrica sullo spazio
omogeneo riduttivo M = K/H le cui geodetiche siano le curve integrali dei campi
XM al variare di X in m.

DimvosTrAZIONE. Basta infatti considerare la connessione corrispondente alla
scelta

(7.4.10) AgynX)Y = LX, Y], VX, Y €m.
O

Dermvizione VIL4.9. La connessione corrispondente alla scelta (7.4.10) si dice
la connessione simmetrica naturale.

Calcoliamo la curvatura della connessione simmetrica naturale. Abbiamo, per
XY, Zem

= 31Z.[X, Y1l — 3[X, [Y, Z];

Ro(X. V)Z = (X, [Y, Zlwlwm — Y [X, Zlwdw — 3[X, Y]w Zw — [[X, Y1y, Z]
= HX Y, Z) 1w — 3IX, (Y, ZIy] + (Y. [Z, X1 — L1 [Z, X]p]
+ SZ (X, Y1l + 3[Z, [X, Y]]
1
: ]

- MY (Z XTy] + 3[Z.[X, Y]]

DEermvizione VIL.4.10. Si dice spazio simmetrico uno spazio omogeneo ridutti-
vo dotato di una connessione lineare simmetrica associata ad una decomposizione

(7.1.7) con [m, m] C b.
Abbiamo
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TeoreMA VIL.4.11. La curvatura di uno spazio simmetrico e data da
(7.4.11) RoX,V)Z = —[[X,Y],Z], VX, Y,Zem=T,M.

Connessioni di Cartan-Shauten. H Consideriamo il caso particolare in cui
M = G sia un gruppo di Lie. Facciamo agire K = G X G su G mediante

(7.4.12) KX G > ((a,b),x) — axb™' € G.
Lo stabilizzatore dell’identita ¢ il sottogruppo
(7.4.13) H ={(a,a) | a € G}.

Se g ¢ I’algebra di Lie di G, allorat = g ge quelladiKedh = {(X,X) | X € g}
quella di H.

Possiamo rappresentare G = K/H come uno spazio riduttivo in diversi modi.
Tra questi, abbiamo le decomposizioni Ad(H)-invarianti:

(+) E=bhom,, conm, ={0,X)|X€g},
(_) E= [)@m—’ conmy = {(Xa 0) | Xe g}’
(0) E=bhemy, conmy={X -X)]|XEe€g}

Dermizione VII.4.12 (Cartan-Shauten). Le connessioni canoniche corrispon-
denti alle decomposizioni (+), (<)), (0)), si dicono la connessione-(+), la connessione-
() e la connessione-(0)), rispettivamente.

TeoreMA VII1.4.13. La torsione e curvatura delle connessioni di Cartan-Shauten
sul gruppo di Lie G si esprimono con le formule:

(+) TE(X7 Y) = [Xa Y]’ R = 0’
(_) Te(X’ Y) = _[Xa Y]’ R= O’
(0) =0, R.X,Y)Z=-[[XY]Z],

perogni X,Y,Z € g.

DmosTrAZIONE. Per evitare confusione, indicheremo con M il gruppo G con-
siderato come spazio omogeneo K/H. Se (X, Y) € £ abbiamo (X, Y K = (Xb, Y l’)
ed X, V)M = X b _ y*, ove abbiamo indicato con X, Y i campi di vettori invarianti
a destra che valgono X, Y in eg e con Y™ il campo di vettori invariante a sinistra
associato ad Y € g.

Consideriamo la connessione lineare K-invariante corrispondente alla scelta
del complemento m, di ). Possiamo allora identificare lo spazio R™ con m.
Abbiamo allora

0(X",Y") = (0,06(Y* = X)),  oX’, ") = (wg(X"), ng(X")).

6Jan Arnoldus Schouten (28 agosto 1883 - 20 gennaio 1971), matematico olandese, professore
a Delft. Ha contribuito allo sviluppo del calcolo tensoriale e di Ricci.

I lavori a cui facciamo riferimento sono: E.Cartan and J.A. Schouten, On the Geometry of
the group manifold of simple and semisimple groups, Proc. Amsterdam 29 (1926), 803-815 ed On
Riemannian manifolds admitting an absolute parallelism, Proc. Amsterdam 29 (1926), 933-946.
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Se X € g, il sollevamento orizzontale di X* & il campo X* = (0, —-X"). Abbiamo
quindi
(7.4.14)  X*0(F*) = (0,-X")(0, wog(=Y")) = (0,[X", Y’]) = (0, —[X, Y]").
Questo ci dice che Vx-Y* = [X*, Y*]. Otteniamo allora
T(X*,Y)=VxY" —Vp-X* - [X", V"] = [ X", Y],
RX*,Y)Z" = (Vx:Vys = Vyu Vs = Viyxe y)Z°
=[X"[Y",Z - [Y" [X",Z']1 - [X",Y*],Z"] = 0.
Consideriamo ora la connessione lineare corrispondente alla scelta del com-
plemento m_. Identificando R™ ad m_, abbiamo in questo caso
0X", ¥") = (X" = ¥"),0),  oX’,¥") = (06(Y"), 0G(Y").
Se X € g, il sollevamento orizzontale del campo di vettori invariante a destra X’ &
il campo (X”, 0). Abbiamo quindi, se X, Y € g,
X°0(7") = (X, 0)(w6(Y"), 0) = (X", Y1),0) = (oG ([X, Y1"),0).
E percio Vs YP = [Xb, Y b] = —-[X, Y]". Otteniamo quindi
TX',Y") =V’ -V, X' — X, Y] = (X, Y] = -[X, Y]
11 caso della connessione (0) & conseguenza del TeoremdVIL4.11] perché risul-

ta [mg, mg] C b, e quindi, con la corrispondente connessione, M = G & uno spazio
affine simmetrico. O

Calcoliamo esplicitamente la derivata covariante e la curvatura rispetto ai cam-
pi di vettori X¥, al variare di X in g, per la connessione simmetrica. In questo caso
ad X € g ~ mg associamo il campo XM = X* + X", E

Vi YM = L(IX5, Y1+ X0, Y1) = J(IX, Y1 - [X, YT'), VX, Yeaq.
Si verifica immediatamente che la torsione & nulla, mentre la curvatura &
RXM, yMzM = —L(IX*, Y"1, 2°] + X", Y1, 2°])
= - X Y1.ZI" +[[X.Y1.2]"), VX.Y.Z€g.

VILS. Spazi affini simmetrici

Gli spazi affini simmetrici sono varieta differenziabili affini complete dotate di
una connessione lineare simmetrica con curvatura parallela. Per il TeoremdVIIL.4.6|
uno spazio affine simmetrico ¢ della forma M = K/H, per un gruppo di Lie K,
la cui algebra di Lie E si decompone nella somma diretta £ = ) @ m dell’algebra
di Lie b di H e di un sottospazio vettoriale Ad(H)-invariante m con [m, m] C b.
L’applicazione lineare ¢ : £ — F definita da

X se X ebh,
-X seXem,

HX) = {

¢ un’involuzione dell’algebra di Lie E: soddisfa cioe
(7.5.1) 9% =idp, [9(X), ()] = (X, Y]), VX, Y €E.
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Viceversa, dato un automorfismo involutivo di B, il luogo
h={Xeb|dX) =X}
dei punti fissi di 9 ¢ una sottoalgebra di £ e I’autospazio
m={Xet|IX)=-X}
dell’autovalore (—1) un suo complemento lineare in £, ad(h)-invariante.

Proposizione VII.5.1. Sia K un gruppo di Lie connesso e semplicemente con-
nesso, con algebra di Lie €. Gli spazi affini simmetrici connessi e localmente con-
nessi di K, modulo isomorfismi affini, sono in corrispondenza biunivoca con le
classi di equivalenza degli automorfismi involutivi della sua algebra di Lie E.

DimostrazIONE. Per I'ipotesi che K sia connesso e semplicemente connesso,
ogni automorfismo involutivo ¢ di E ¢ il differenziale nell’identita di un automorfi-
smo involutivo 0 : K — K del gruppo K. L’insieme H dei punti fissi dell’involu-
zione ¥ & allora un sottogruppo chiuso di G. La componente dell’identita H di H &
un sottogruppo chiuso di K e lo spazio omogeneo K/H & uno spazio affine simme-
trico connesso e semplicemente connesso associato all’automorfismo involutivo 9.
Il viceversa & conseguenza del TeoremdVIL.4.6| i

OsservazioNE VIL.5.2. Se M ¢ uno spazio affine simmetrico del gruppo di Lie
K, il suo rivestimento universale M & uno spazio affine simmetrico del rivestimento
universale K di K.

VILS.1. Spazi affini simmetrici piatti. 1l prolungamento affine di un sotto-
gruppo G di GL,,(R) ¢ il prodotto diretto R X G, su cui le operazioni di gruppo
sono definite da

v, a)w,b) = (v +aw,ab), Yv,weR" VYa,beG.

Il gruppo G si puo identificare al sottogruppo H = {(0,a) | a € G} di G;. A sua
volta, G si puo identificare al sottogruppo di GL,,;1(R) delle matrici

(7.5.2) (1 0) conveR" aeG.
v a
La proiezione prg : G1 3 (v,a) = a € G ¢ un omomorfismo di gruppi e quindi il
suo nucleo, che ¢ il sottogruppo abeliano R™ =~ {(v, I,;;) | v € R™}, & un sottogruppo
normale di G;. La sua algebra di Lie m = {(v,0) | v € R™} ~ R™ ¢ abeliana ed ¢
un complemento lineare nell’algebra di Lie g; = {(v,X) | v € R", X € g} di G
dell’algebra di Lie h = {(0,X) | X € g} = g del nucleo della proiezione prg. Lo
spazio omogeneo R ~ G1/G ¢ uno spazio affine simmetrico con curvatura nulla.
Lo spazio affine G /G corrisponde all’involuzione (v, X) — (-v, X) di g;.
Tutti gli spazi affini simmetrici piatti sono di questa forma.

VILS5.2. Automorfismi di un’algebra di Lie reale. Sia £ un’algebra di Lie
reale. Ricordiamo che ogni X € F definisce un’applicazione

(7.5.3) ad(X) 3 Y — ad(X)Y = [X, Y] e E.
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Per Iidentita di Jacobi I’applicazione ad(X) & una derivazione di E. E cioé soddi-
sfatta la

ad(X)[Y,Z] = [ad(X)Y, Z] + [Y,ad(X)Z], VX,Y,Z€kl.

Dermizione VIL5.3. Chiamiamo derivazione dell’algebra di Lie £ un’applica-
zione lineare D € gli (E) che soddisfi I’identita di Leibnitz

(7.5.4) D[X,Y] =[DX, Y] +[X,DY], VX, Y€t

Indichiamo con ®(F) I’insieme di tutte le derivazioni di . Le derivazioni ad(X),
al variare di X in E, si dicono interne. Indichiamo con ad(f) = {ad(X) | X € £}
I’insieme delle derivazioni interne di E.

Lemma VILS.4. Le derivazioni di ¥ formano una sottoalgebra di Lie ®(E)
dell’algebra di Lie glg (B) degli endomorfismi lineari di E.
Le derivazioni interne formano un ideale ad(t) di ®(E).

DmosTtrAZIONE. Linsieme ®(F) delle derivazioni € uno spazio vettoriale reale,
perché ¢, per ogni X, Y € E, una relazione linare in D. Siano poi Dy, D; €
®(F). Abbiamo

[D1, D2][X, Y] = D1D12[X, Y] — DDy [X, Y]
= Di([D2X, Y] + [X, D2Y]) — Do([D1 X, Y] + [X, D1 Y])
= [D1D2X, Y] + [D2X, D1 Y] + [D1X, D Y] + [X, D1D,Y]
—[D2D1 X, Y] = [D1X, D2Y] = [D2X, D1 Y] - [X, D2D, Y]
= [(D1D2 = DaD))X, Y] + [X, (D1D2 — D, D1)Y]
= [[D1, D2]1X, Y] + [X, [D1, D2]Y].
Questo dimostra che anche [D;, D,] € una derivazione e quindi ®(£) ¢ una sottoal-
gebra di Lie di glg (B).

Osserviamo che ad(E) ¢ un sottospazio vettoriale di ®(E), perché ad : £ — D(E)

€ un’applicazione lineare. Abbiamo poi

[ad(X),ad(Y)] = ad([X,Y]) e [D,ad(X)] =ad(DX), VX,Y €k, VD € ®(F),
e questo dimostra che ad(E) ¢ un ideale in D(E). O
Dermizione VILS.5. Un automorfismo di £ & un elemento ¢ € GLg(E) tale che
(7.5.5) [¢(X), ¢(V)] = (X, Y]), VX, Y€k

Gli automorfismi di € formano un gruppo Aut(E), che si dice il gruppo degli auto-
morfismi di E.

Proprosizione VIL.5.6. Aut(t) e un sottogruppo chiuso di GLg(E), con alge-
bra di Lie ®F). 1l sottogruppo analitico Int(t) di Aut(t) generato da ad(t) é un
sottogruppo normale di Aut(E). O

DimostrAZIONE. Scriviamo il prodotto di Lie in ¥ come una forma bilineare
antisimmetrica B : € X £ — E. Scegliendo una base otteniamo un’identificazione
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P ~ R" e possiamo rappresentare il prodotto nella forma [X, Y] = X'BY, per una
matrice antisimmetrica B. Allora
Aut(®) = {a € GL,(R) | a'Ba = B}
e di conseguenza Aut(f) & un sottogruppo chiuso algebrico di GL,(R), con algebra
di Lie '
{A € gl,(R) | A"B + BA = 0} = ®(F).
Se a € Aut(f) ed X € E, allora
Adgyg)(@)(adp(X))(Y) = a0 adp(X) 0 a™' (V) = a([X,a” (V)]) = [a(X), Y]

= ad(aX)(Y)
Questo dimostra che Ad;b(g)(ad(f)) = ad(f) e quindi ad(Aut(t)) trasforma in sé il
sottogruppo Int(E), che quindi & un sottogruppo normale. O

OsservazioNE VIL5.7. Osserviamo che il sottogruppo Int(E) pud non essere
chiuso in Aut(f). Si consideri ad esempio I’algebra £ delle matrici complesse
triangolari superiori generata dalle quattro matrici

2 010 000 00 1
A= 1 ,Bi=|0 0 0|,B,=|0 0 1|,C=]|0 0 0],
~ sl 000 000 000

Abbiamo ’
[A, B1] = By, [A, B2] = 7By, [A,C] = (m+ DC,
[B1, Bz2] = C, [B1,C] =0, [B2,C] = 0.
Nella base A, By, By, C Le matrici diagonali di Int(E) sono della forma
diag (1, €%, €7, ! 1+77)

al variare di z in C. La sua chiusura contiene tutte le matrici della forma

—_

diag (1, p exp(if), p" exp(is), p' ™ exp(i(t + 5))),
con s,t,p € Re p > 0. Quindi Int(f) non & un sottogruppo chiuso di GLg ().

VILS5.3. Involuzioni C-lineari del gruppo lineare complesso. Gli automor-
fismi interni dell’algebra di Lie lineare complessa gl,,(C) sono della forma
Ad(a)(X) = aXa™', ¥X € gl,(C), cona € GL,(C).
Infatti exp(Ad(X))(Y) = exp(X)Y exp(—X) per ogni X, Y € g1,,(C) e I’esponenziale
di matrici exp : gl,(C) —» GL,(C) & surgettivo. Il nucleo di Ad ¢ costituito dai
multipli dell’identita. Quindi

Proposizione VIL.5.8. Il gruppo degli automorfismi interni di gl,(C) e di s1,(C)
¢ il gruppo PL,(C) = GL,(C)/(C*1,) delle proiettivita di CP"~'. O

Proposizione VIL.5.9. Gli automorfismo involutivi interni di gl,,(C) e di s1,(C)
sono coniugati, modulo automorfismi, a

I
(I) ﬂ(X) = Iv,n—vXIv,n—v con Iv,n—v = ( Y -1 )
n—v
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DivosTrAzZIONE. Un automorfismo interno X — aXa~! & involutivo se e sol-
tanto se a*’Xa~? = X per ogni X € gl,(C). Questo equivale al fatto che a*> commuti
con ogni matrice X e sia quindi un multiplo dell’identita. Il polinomio minimo di a
divide quindi un polinomio della forma x> — k, con k € C. Percid a & semisemplice
ed abbiamo, in una base opportuna di C",

a=diag(4,...,4,—-4,...,—A).
v volte n—vvolte

Moltiplicando questa matrice per una costante opportuna, possiamo fare in modo
che a € SL,(C). Da questo segue la tesi. O

Indichiamo con Autc(E) il gruppo degli automorfismi C-lineari di un’algebra
di Lie complessa . Chiaramente Int(E) ¢ un sottogruppo normale di Autc(E).

TeorEMA VIL.5.10 (Cartan). Il quoziente Autc(slc(n))/Int(slc(n)) é un gruppo
isomorfo a Z,, generato dall’immagine dell’ automorfismo X — —X'. O

Proposizione VIL5.11. Gli automorfismo involutivi esterni C-lineari di s1,(C)
sono coniugati, modulo automorfismi, a

(]I[) ﬁ(X) = JXTJ oven =2y épari elJ = (I —Iv)'
v

DimostrAzZIONE. Per il TeoremdVIL.5.10un automorfismo esterno ¢ di s[,,(C) &
della forma 9(X) = —aX'a™!, con a € SL,(C). E

X=9X)=ala Y Xd'a! = Xa'a' =d'a”'X, VX € sl,(C).

Da questa relazione segue che a'a™! = kI, cioé a' = ka. Allora¢ a = a'" = k%a
e quindi k = +1. Poiché k" = 1 in quanto a,a’ € SL,(C), ne segue che k = 1,
ed a ¢ simmetrica, se n ¢ dispari ed a puo essere 0 simmetrica o antisimmetrica
quando 7 ¢ pari. Ogni matrice simmetrica a € GL,(C) si puo rappresentare nella
forma a = bb" per un’opportuna b € SL,(C). Quindi %(X) = —b([b"'Xb])b~!,
cioe ad(b™!) o ¥(X) = —[ad(b~'(X)]" e quindi ¢ & coniugata ad un automorfismo
involutivo della forma (II). In modo analogo, nel caso n sia pari ed a antisimmetrica,
si verifica che 9 ¢ coniugata a un endomorfismo di tipo (). O

Abbiamo quindi tre tipi di spazi affini simmetrici complessi connessi e sempli-
cemente connessi del gruppo SL,(C):

@ SL,(C)/S(GL,(C) X GL,-,(C)), 1<v<n/2,
(I SL,(C)/80,(C),
(1 SL2,/(C)/Sp,(C),

ove ricordiamo le notazioni pei gruppi di Lie complessi e le loro algebre di Lie:
SO,(C) = {a € SL,(C) |d'a=1,}, 0,C)={Xe€sl,(C)|X+X =0},
Sp,(C) = {a € SLy,(C) | a'Ja = J}, sp,(C)={X € s, (C) | X'J + JX = 0}
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VILS5.4. Forme reali. Ogni algebra di Lie reale £y si puo complessificare,
estendendo il prodotto alla complessificazione £ dello spazio vettoriale £y per C-
bilinearita. Viceversa, se un’algebra di Lie complessa E contiene una sottoalgebra
reale £y di cui ¢ la complessificazione, il coniugio

X+i¥Yy —> X-iY, VX, Yeb

rispetto alla forma reale £y ¢ un automorfismo involutivo anti-C-lineare di £ con £
come luogo di punti fissi.

Proposizione VII.5.12. Sia € un’algebra di Lie complessa. 1l luogo di punti
fissi di un qualsiasi suo automorfismo involutivo anti-C-lineare e una forma reale
By di k.

DimosTrAZIONE. Sia ¥ un automorfismo involutivo anti-C-lineare di E. Indi-
chiamo con By e E; gli autospazi reali in E di ¢, relativi agli autovalori 1 e —1, ri-
spettivamente. Abbiamo ify C E; e if| C By, da cui deduciamo che E; = itj e quindi
E=EydE = ®ilyetelacomplessificazione dell’algebra di Lie reale E. O

Sia K un gruppo di Lie connesso e semplicemente connesso con algebra di Lie
E e sia Ky il sottogruppo analitico di K generato dalla sua forma reale £y. Per la
ProposiziondVIL5.1]il sottogruppo K ¢ chiuso e K/K( ammette una connessione
lineare, associata alla decomposizione £ = )@ m con ) = £y ed m = i€y, che lo
rende uno spazio affine simmetrico.

Elie Cartan ha classificato (ameno di automorfismi) le forme reali delle algebre
di Lie complesse semisemplici, riconducendolo a quello degli automorfismi C-
lineari involutivi che commutano con una involuzione anti-C-lineare fissata.

VILS.5. Sottoalgebre di Cartan. Nella sua tesi di dottorato, nel 1894, E. Car-
tan introdusse una nozione fondamentale per la classificazione delle algebre di Lie
semisemplici e riduttiveﬂ complesse e reali e quindi degli spazi simmetrici affini e
Riemanniani.

Sia £ un’algebra di Lie.

Dermizione VIL.5.13. Una sottoalgebra di Cartan di t € una sua sottoalgebra
di Lie nilpotente d, massimale tra quelle che sono autonormalizzanti, per cui cioe
b={Xel|[X,d] Cd}

Le sottoalgebre di Cartan di un’algebra riduttiva E coincidono con le loro sot-
toalgebre abeliane massimali, e queste a loro volta sono i commutatori d = {X € E |
[X,A] = 0} degli elementi regolare A di E, quelli cioe¢ per cui ad(A) € gl(E) abbia
rango massimo.

Supponiamo che £ C gl,(R) per qualche n e sia b una sua sottoalgebra di Car-
tan. Il sottogruppo analitico D di GL,(R) generato da d ¢ un gruppo abeliano,
isomorfo a un prodotto diretto R x --- X R x S x --- x S di ¢, copie del gruppo
additivo R ed £ copie del gruppo moltiplicativo S! = {|z] = 1} ¢ C. Diciamo che
D ¢ vettoriale se £y = 0, compatta se £, = 0, e chiamiamo in generale ¢, la sua

7Un’algebra di Lie P si dice riduttiva se, per ogni suo ideale ), esiste un altro ideale a tale che
E=bhoa
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dimensione vettoriale ed {; 1a sua dimensione compatta. Queste nozioni sono perod
relative alla rappresentazione di £ come algebra lineare. Esse diventano indipen-
denti dalla particolare realizzazione se ci restringiamo al caso delle algebre di Lie
semisemplici.

Dermizione VIL5.14. Un’algebra di Lie semisemplice reale si dice split se
contiene una sottoalgebra di Cartan vettoriale.

Un’algebra di Lie semisemplice si dice compatta se ¢ I’algebra di Lie di un
gruppo compatto.

Vale il

TeorEMA VII.5.15. Ogni algebra di Lie semisemplice complessa ammette una
forma reale split e una forma reale compatta, uniche a meno di isomorfismi. O

VILS5.6. Forme reali dei gruppi classici semplici. Le forme reali delle al-
gebre di Lie semisemplici, modulo il coniugio, sono state classificate da E.Cartan.
Diamo la lista delle forme reali per le algebre semplici complesse sl,(C), s0y,+1,C),
5p,(C), 0y, C).

Poniamo

I, 0 O
0 I I, O P
0o o0 I

Forme reali di sl,,(C). Gli spazi omogenei SL,(C)/Kg, ove Ky & una forma
reale di SL,(C) sono spazi affini simmetrici di dimensione n*—1.

(1) sl,(R) & la forma split, corrispondente all’involuzione H(X) = X. Lo
spazio affine simmetrico SL,(C)/SL,(R) ¢ la grassmanniana degli n-piani
totalmente reali di C”. E una varieta differenziabile di dimensione n? — 1.

) su, = {X € sl,(C) | X* + X = 0} ¢ la forma compatta, corrispondente
all’involuzione ¥#(X) = —X*. Lo spazio affine simmetrico corrispondente
¢ uno spazio Riemanniano simmetrico con curvatura sezionale negativa
SL,,(C)/SU,,.

3) su(v,n —v), per 1 < v < n, con X) = -I,,-,X"I,,—,. Lo spazio
affine simmetrico SL,(C)/SU(v,n — v) ¢ I'aperto dello spazio proietti-
vo reale P(p,) associato allo spazio vettoriale p, delle forme Hermitiane
simmetriche, che corrisponde alle forme non degeneri di indice di Witt v.

4) sl,(H) = {X € s, (C) | XJ, = J,X}, conn = 2v pari e $(X) = —J, XJ,.
11 sottogruppo SL, (H) consiste delle matrici a di SL,,(C) che soddisfano
alJ = Ja.

Forme reali di so,,,1(C). Gli spazi omogenei SO;,.1(C)/Ky, ove abbiamo
indicato con Kq una forma reale di SOy,1(C), sono spazi affini simmetrici di di-
mensione n(2n + 1). Essi sono le grassmanniane dei (2n + 1)-piani totalmente reali
di C?"*! su cui la restrizione della parte reale di una forma bilineare simmetrica
assegnata ¢ non degenere ed ha segnatura assegnata.

Su $02,41(C) = {X € 5l 1(C) | XT = X e X = - X*.



VILS5. SPAZI AFFINI SIMMETRICI 159

(1) sop041 = {X € 500,11(C) | X* [ p1 + Inp1 X = 0} € la forma split, con
HX) = - n,n+1X*In,n+1' _

(2) sopp41 € la forma compatta, con #(X) = —X* = X. Lo spazio omo-
geneo corrispondente SO,,11(C)/SOy,+1 € Riemanniano simmetrico con
curvatura sezionale negativa.

3) SOy 2n-v+1 = {X € 502,141(C) | X*Iv,Zn—v+1 + Lop—yi1X = 0}, con0 <v<n,
con H(X) = _Iv,Zn—v+1X*Iv,2n—v+1-

Forme reali di sp,(C). E 5p,(C) = {X € s, (C) | J,X + X'J, = 0}. Poiché
J,zl = —I,, otteniamo —X* = JXJ. Osserviamo che, se 0 < v < n, allora
1, 200-v)y = L 2(n-v)vJ. Gli spazi affini simmetrici Sp,(C)/Ko, ove K¢ & una forma
reale di Sp,,(C), hanno dimensione n(2n + 1).

(1) sp,(R) = {X € sh,(R) | J,X+XTJ, = 0} &1aforma split, con %(X) = X. 1l
quoziente Sp,(C)/Sp,,(R) & uno spazio affine simmetrico che si puo iden-
tificare all’aperto nella grassmanniana dei sottospazi reali di dimensione
2n di C?* su cui la restrizione della parte reale di una forma bilineare
alternata assegnata su C2" & non degenere.

2) sp, ={X € 5p,(C) | X+ X* =0} = sp,(C) N su, ¢ la forma compatta,
con HX) = —X*. Il quoziente Sp,(C)/Sp,, ¢ uno spazio Riemanniano
simmetrico con curvatura sezionale negativa.

3) SPyn—v = {X € sp,(C) | X*Iv,2n—2v,v + Iv,2n—2v,vX =0},con0<v<ne
ﬂ(X) = - v,2n—2v,vX*Iv,2n—2v,v-

Forme reali di s0,,(C). E X* = -X. Gli spazi affini simmetrici SO,,(C)/Ko,
con K¢ forma reale di SO,,(C), hanno dimensione n(2n — 1).
(1) La forma split € 0,, = {X € 02,(C) | X*I,,, + I,,X = 0}, con H(X) =

—L X1 . '
(2) La forma compatta ¢ 0y, = {X € sl,(R) | X" + X = 0}, con #X) =
X = —-X*. 1l quoziente SO,,(C)/SO,, & Riemanniano simmetrico con

curvatura sezionale negativa.
(3) 020y = {X € sb,(R) | X100y + I,2pyX = 0}, con0 < v < n. Lo
spazio affine simmetrico SO, (C)/SO,,,—, ha dimensione n(n — 1)/2.

@) suy(H) = {X € s00,(C) | XJ,, = J.X) = {(3{—/ l};) Xen(C), Ye un},
con ¥(X) = —J,XJ,.







CAPITOLO VIII

Applicazione esponenziale e campi di Jacobi

VIIIL.1. I’applicazione esponenziale

Sia M una varieta differenziabile affine. Fissiamo un punto py € M. Le geode-
tiche di punto iniziale py sono parametrizzate dalla loro velocita iniziale v € T, M.
La geodetica v,, di velocita iniziale v, ¢ la soluzione del problema di Cauchy

D%y, _

a7
®.1.D) 7(0) = po,

7,(0) = v.

Indichiamo con 7, ilsuo intervallo massimale di definizione. E Iy, = k'I, per ogni
numero reale k # O e

(8.1.2) Yio(0) = yp(kt), Vtek'I,.

Per la dipendenza € delle soluzioni del problema di Cauchy dai dati iniziali,

(8.1.1), I’insieme

(8.1.3) Wy ={v €Ty | 1€l

¢ un intorno aperto di 0 in Tp, M, che, per la (8.1.2)) ¢ stellato rispetto all’origine.
La

(8.1.4) Expp0 Wy 2v— () eM

¢ un’applicazione di classe €.

Derinizione VIIL1.1. La (8.1.4) si dice ’applicazione esponenziale in py as-
sociata alla connessione lineare I di M.

OsservazioNE VIII.1.2. Se la connessione I" &€ completa, allora, per ogni punto
po. I’applicazione esponenziale ¢ definita su 7, M.

Esempio VIII.1.3. Se G & un gruppo di Lie reale su cui sia fissata una connes-
sione di Cartan-Shauten, ¢ Exp,(X) = exp(X) per ogni X € g = T.G. Usando
I'identificazione TG 3 v — (n(v), wg(v)) € G X g, abbiamo exp,(X) = aexp(X)
per ognia € G ed X € g. In particolare, G con una qualsiasi delle connessioni di
Cartan-Shauten, & completo.

Proprosizione VIII.1.4. L’applicazione esponenziale in py € M definisce un
diffeomorfismo di un intorno aperto di 0 in T ,yM su un intorno aperto di po in M.

161
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DimosTtrAZIONE. L'enunciato & conseguenza del teorema dell’applicazione in-
versa, perché il differenziale di Exp o in 0 ¢ I'identita su 7', M. O

In particolare, I’esponenziale in p( definisce una carta locale con centro in py.

VIII.2. Intorni normali ed intorni convessi

Dernizione VIIL.2.1. Un intorno stellato No(p) dell’origine in 7', M, contenuto
in Wy, e su cui Exp,, definisca un diffeomorfismo su un aperto N, di M, si dice
normale, ed N, = Expp(No(p)) si dice un intorno normale di p in M.

Dernizione VIIL.2.2. Se vy,..., v, ¢ una base di T,M, si dicono coordinate
normali del punto q € N, i numeri reali x!, ..., x™ tali che

Expp(xlvl +--+X"vy) =q.
Le coordinate normali definiscono una carta coordinata in N,.

TeoreMa VIII.2.3. Ogni punto pg € M ha un sistema fondamentale di intorni
normali Ny, che sono anche intorni normali di ciascuno dei suoi punti.

In particolare, per ogni coppia di punti py,py di Np, vi é una e una sola
geodetica di estremi | p\, py contenuta in N .

DmmosTRAZIONE. Fissiamo coordinate locali x', ..., x™ in un intorno U di po in
M, con x/(pg) =0perj=1,...,n. Seqp € Uedr>0,e definiamo

Vo ={pev | 37 W - xigoP < 2}

Utilizzando i teoremi di esistenza, unicita, dipendenza 6> dai dati iniziali per le
equazioni differenziali ordinarie ed il teorema delle funzioni implicite, possiamo
trovare un rq > 0 tale che, per ogni p € V(po, 2rp), ’aperto V(p, 2rg) sia contenuto
in un intorno normale di p. In particolare, tutti gli aperti V(p, r), con p € V(po, rp)
ed r < rg sono semplici, ovvero contengono al pitt un segmento di geodetica che
congiunga due punti assegnati.

Sia F(p) = 3. l|xf(p)|2 € €°(U). Ad una geodetica y € €%([a, b], V(po, ro))
associamo la funzione G(¢) = F(y(t)) € €*([a, b]). Abbiam(ﬂ

G(t) = 2Zjlle(r)xf(r),
Gt = 22?’:1 (|xf(t)|2 + xj(t))'c'j(t))
=23 (6= Yo 0 THom) Fo 0.

Possiamo quindi determinare un numero reale r*, con 0 < r* < ry, tale che, per
ogni geodeticay : [a,b] — V(po, "), la funzione F(y(¢)) sia strettamente convessa.

Ise v € €°([0, 1], M) chiamiamo i punti y(0) e y(1) estremi di .
21 simboli di Christoffel I’} sono definiti da V o 2 = ym " -2 Le geodetiche soddisfano le

P oxJ ij oxh

equazioni locali ¥ + ¥7",_ ¥'%/ = 0, per 1 < h < m.Vedi §XXIX.3
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Fissiamo un r > 0 tale che ogni p € V(py, r) abbia un intorno normale N, con
V(po,r) C N, C V(po, r*). Dati due punti g, g, € V(po, r) vi € un’unica geodetica
y : [0,1] = V(po, r*), che congiunge ¢o a g;. Poiché F(y(0)) < r?, F(y(1)) < r?,
segue dalla convessita di F(y(t)) che y(¢) € V(po, r) per ogni t € [0, 1]. O

DerinizionNe VIII.2.4. Un sottoinsieme A di M si dice

® convesso se, per ogni coppia di suoi punti contiene una geodetica che li
congiunge;

o semplice se, per ogni coppia di suoi punti vi ¢ al pili una geodetica che li
congiunge.

Per il Teoremal|VIII.2.3| abbiamo:

Teorema VIIL.2.5. Ogni punto di M ammette un sistema fondamentale di in-
torni aperti semplici e convessi. O

Sia N, un intorno normale di un punto p € M. Per ogni g € N, v’¢ un’unica
geodetica y[p 4 : [0,1] — N, che congiunge p a g. I trasporto parallelo lungo la
geodetica [, 4] i permette di definire un’applicazione lineare 7, , : T,M — T, M.
Indichiamo con v* € X(N,,) il campo di vettori

(8.2.1) Vi(q) = Tpg(v) € X(N)).

DeriNnizioNe VIIL.2.6. 11 campo di vettori (8.2.1)) si dice adattato al vettore
tangente v € T, M.

Possiamo utilizzare i campi di vettori adattati per esprimere con una formula il
differenziale dell’esponenziale di una connessione analitica.

DerinizionNe VIIIL2.7. Se M € una varieta analitica reale, la connessione V si
dice analitica se VxY & analitico in U™ c M per ogni coppia di campi di vettori
X, Y che siano analitici in U.

Questa condizione equivale al fatto che i simboli di Christoffel, calcolati in un
sistema di riferimento analitico, siano analitici.

Indichiamo con Ly la derivata di Lie rispetto al campo di vettori X € X(M).

TeoreMa VIIL.2.8. Sia M una varieta analitica su cui sia assegnata una con-
nessione affine analitica I'. Siano p € M ev € T,M. Allora esiste un € > 0 tale
che Expp sia definita ed analitica in un intorno di {tv| —e€ <t < €} e si ha:

— pLl-n*

(822)  (dExp,)(v)(w) = {%(W*)} Vi < e.
v Exp,,(tv)

OsservazionNE VIII.2.9. Se (M, g) ¢ una varieta Riemanniana, in coordinate
normali (N,,, x) abbiamo:

L. - 5. . 2
(8.2.3) {gw(x) = 0;,j + 0(1x%)

I, (0)=0.
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VIIL.3. Definizione dei campi di Jacobi

VIIL.3.1. Superfici parametriche. Sia M una varieta differenziabile.

Dermnizione VIIL3.1. Una superficie parametrica in M ¢ il dato di un aperto
connesso U di R? e di un’applicazione differenziabile f : U—M .

Siano (¢, s) le coordinate cartesiane di R?. Poniamo

of(t,5)/0t = f(8]00) s, e Of(1,5)/0s = f(9]05)s)-

Chiamiamo campo di vettori su f un’applicazione differenziabile V : U—T M che
renda commutativo il diagramma:

v _TM
U < in

oM

Supponiamo ora che su M sia assegnata una connessione lineare I'. Per ogni
s fissato, la t—f(¢, s), e per ogni ¢ fissato la s — f(t, 5), sono curve differenziabili
in M e possiamo quindi calcolare le derivate covarianti di V lungo ciascuna di tali
curve. Le denoteremo con

DV DV
(831) W(t, S) € E(l, S).

Lemma VIIL.3.2. Siano f : U—M una superficie parametrica in M e V un
campo di vettori su f. Valgono allora le:

Daf Dof . (df of
(83:2) ds 0t Otds (6s Ht)
DD DD_ __(of Of

(8.3.3) 8s8tv atasV_R((?s’ BI)V

DmosTtrAZIONE. La verifica delle formule ¢ immediata quando la f si scriva, in
un sistema di coordinate locali x', ..., x™, mediante:

(t, 5)—(t,5,0,...,0).

Cio ¢ possibile vicino a ciascun punto (¢, s) in cui la f sia un’immersione, cio¢ in

0 0
cui a—]: e 8_f siano linearmente indipendenti. Perturbando la f, ed osservando che
K

le formule che vogliamo dimostrare dipendono con continuita dalla f e dalle sue
derivate, ci riconduciamo al caso in cui f sia un’immersione. O

VIIL.3.2. L’equazione di Jacobi. Fissiamo un punto p € M e consideria-
mo I"applicazione esponenziale Exp,,, definita sull’intorno W), di 0 in 7,M. Per
calcolarne il differenziale in un punto v € W,, consideriamo una curva v(s) €
¢ ([—€,€l,TpM) con v(0) = v e ¥(0) = w e la superficie parametrica

(8.3.4) [, s) = Exp,(tv(s)),
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definita su un intorno aperto U di [0, 1] X (=€, €) in R?. E

af(1,0
(8.3.5) (Exp,),(m(w) = fas )-
. . af(1,0) . , . . . .
Il campo di vettori J(¢) = e soddisfa un’equazione differenziale lineare del

second’ordine lungo la geodetica y(#) = Exp,(7v). Infatti, poiché per ogni s la

t— f(t,s) = expp(tv(s)) ¢ una geodetica, per il Lemm abbiamo

- DDA _DDI (o )0
Osot ot 0tds Ot ds’ ot ) ot
DD B (o )L )2
0101 ds Ot ds’ ot ot’ ds) ot
Abbiamo quindi ottenuto I’equazione di Jacobi per il campo di vettori J(f) lungo
la geodetica y(t) = Exp ,(tv):

D?J N DT(J,y)

8.3.6 +R(J,y)y =0.

(8.3.6) e 7 L7y
L’ equazione di Jacobi per una connessione simmetrica si semplifica nella
(8.3.7) J+R(J,y)y=0.

Siay € €*(I, M) una geodetica.

Dermizione VIIL.3.3. Chiamiamo campi di Jacobi lungo vy le soluzioni della

@.3.9).

Indichiamo con _# (y) I'insieme dei campi di Jacobi lungo .

Proposizione VIIL.3.4. Siay € €, M) una geodetica e sia ty € 1. Per ogni
coppia vy, wy di vettori tangenti in T, M esiste uno ed un solo campo di Jacobi
J lungo y che soddisfi le condizioni iniziali J(ty) = vo, J(tg) = wo.

F (y) é uno spazio vettoriale reale di dimensione 2m.

DimosTrRAZIONE. L’enunciato segue dal fatto che la (8.3.6) & un’equazione dif-
ferenziale ordinaria del second’ordine lineare per il campo J(t). O

Lemma VIIL3.5. Siano p € M, v,w € T,M. Allora
(8.3.8) J(1) = Exp,, (tv)(tw)
e il campo di Jacobi lungo la geodetica y(t) = Exp,(tv) che soddisfa le condizioni
iniziali:
(8.3.9) J(0)=0, J(O)=

DimvosTrAZIONE. Infatti, J(f) = df(t,0)/ds per la superficie parametrica

(1, 5)—> f (2, 5) = Exp,(t(v + sw)).

Poiché f(0, s) = p per ogni s, ¢ J(0) = 0. Abbiamo poi

IO~ () [Expp o] = () [r(Bxp, .00
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D
= |[(Exp,).(tv)(w) + zd—t((Epr)*(l‘v)(W)) - = w.
O

OsservazioNE VIII.3.6. Per ogni geodetica vy, la sua velocita y ed il campo #y
sono di Jacobi lungo .

Dal Lemmal[VIIL.3.5l abbiamo:

Proposizione VIIL.3.7. Sia Ny un intorno normale di 0 in T,M, v € Ny e wy €
T,M. Allora dEpr(v)(w) eilvalorein 1 del campo di Jacobi J,, lungo la geodetica

y(t) = Expp(tv), che soddisfa le condizioni iniziali J,,(0) = 0, J,,(0) = w. O

Cororrario VIIL3.8. I punti singolari di Exp,, sono i vettori v € Ny per cui
esiste un campo di Jacobi non nullo lungo y(t) = Exp,(tv) che si annulli in 0 ed
1. O

Esempio VIIL.3.9. Sia G un gruppo di Lie con algebra di Lie g. Per calco-
lare il differenziale dell’applicazione esponenziale, consideriamo su G la connes-
sione lineare di Cartan-Shauten di tipo (+). Essa ha curvatura nulla e torsione
T(X*,Y*) = [X*,Y"] sui campi di vettori invarianti a sinistra. Fissiamo X € g.
L’equazione dei campi di Jacobi lungo la geodetica y(¢) = exp(zX) si puo scrivere,
utilizzando 1’isomorfismo di 7G con G X g dato dalla forma di Maurer-Cartan, e
posto quindi J(¢) = exp(¢X).Y(¢), mediante

Y e € R,q), YV+[X,Y]=0.
d (Y()) _ (0 I Y1)
a\vn] o —ad))\¥(0))

0 I ' (0 (—adX))!
(0 —ad(X)) ‘(0 (—ad(X))h) h>0.

0 )i I I—exp(—t ad(X))
exp |z = ad(X) ,
0 —ad(X) 0 exp(-rad(X))

ove abbiamo posto, se A ¢ un endomorfismo di g,

Abbiamo cioe

Poiché

otteniamo

exp(A) — 1 _ Zoo Al
A h=0 (h + 1)!
I campi di Jacobi lungo y sono quindi della forma
I — exp(—tad(X))
ad(X)
In particolare, poiché il differenziale dell’esponenziale in X valuta in 1 il campo di
Jacobi con valore iniziale 0 e velocita iniziale Z € g, otteniamo
I — exp(—tad(X))
ad(X)

Y=Y+ Yy, Yo.Yi€q.

dexp(X)(Z) =

exp(X)Z.



VIIL4. CAMPI DI JACOBI SU UNA VARIETA RIEMANNIANA 167

VIIL.4. Campi di Jacobi su una varieta Riemanniana

Supponiamo che (M, g) sia una varieta Riemanniana, e consideriamo su M la
connessione di Levi-Civita.

Dernizione VIIL4.1. Un riferimento mobile lungo una curvay € €, M) &
unacurva o = (eq,...,ey,) € €U, 0(M)) tale che:

(1) perognit€l, e(1),...,en(t) ¢ una base ortonormale di T, M;
(2) perognii=1,...,m, ¢; € €, TM) & parallelo lungo 7.

Un riferimento mobile & cio¢ un sollevamento orizzontale ¥ di y in o(M).
Sey € €, M) & una geodetica, allora

d .. Dy .\
d—tg(y(t),y(t)) = 2g(—dt ,V(t)) =0.

Quindi

Lemma VIIL4.2. Le geodetiche non costanti di una varieta Riemanniana (M, g)
sono parametrizzate mediante un multiplo della lunghezza d’arco. O

Potremo dunque scegliere, su una geodetica non costante y € € (I, M), un
riferimento mobile (ey,...,e,) € €U, 0(M)) con e¢; = y/||¥||. Poniamo

(8.4.1) a; j(t) = R(ei(1), 7(1), ¥(1), e j(1)) = g(R(ei(1), ¥(1)), ¥(1), e;(1)).
Per la prima identita di Bianchi, i coefficienti a; ; sono simmetrici. Abbiamo infatti
a; j(1) = g(R(ei(®), y(1)) ¥(1) , ej(1) = —g(R((ei(n), ¥(1)) e (1), ¥(1))
= g(R(¥(1), ej(1) ei(1), (1)) + g(R(e (1), (1)) ¥(1), ¥(1))
= 8(R(e;(0), ¥(0) ¥(1), ei(n)) = a;i(D),

perché R(v, w) ¢ un endomorfismo g,-antisimmetrico di 7, M per ogni v,w € T, M.
E poi, per lasceltadiej,a;; =a;; =0perognii=1,...,m.

Le componenti f* di un campo di Jacobi J(¢) = 377", f'(t)e;(?) rispetto al riferi-
mento mobile scelto sulla geodetica y, soddisfano il sistema di equazioni differen-
ziali ordinarie

m . .
(8.4.2) fit ijlai,,ff =0, i=1,...,m.
In particolare,
(8.4.3) fl=o.

I campi di Jacobi y(¢) = ||yl ei(?) e ty(¢) = t||y|lei(¢) sono le soluzioni della
(8:4.2)), corrispondenti, rispettivamente, alle condizioni iniziali

fwo) = (0,0, f(to) =0,
ft)=0 fto) = (I, 0,...,0).

Dalla (8.4.3) segue il
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Lemma VIIL4.3. Siay € €*([0, al, M) una geodetica e fissiamo ty € I. Ogni
campo di Jacobi J tale che

(8.4.4) 8(J(10), 7(t)) =0 e g(J(10),¥(10)) = O

soddisfa

(8.4.5) g, 7)) =0 e gJ®),y(t)=0, Vtel. O
Cororrario VIIL4.4. Sia po € M, v e Wy, CTpyM ew € TpyM conw L v.

Allora Exppo(v)*w 1 Exppo(v)*v. O

Il tensore di curvatura R della connessione di Levi-Civita € una due-forma
a coefficienti nel fibrato o,(M) ¢ T!'M degli endomorfismi g-antisimmetrici di
TM. La

(8.4.6) R(X1, X2, X3, X4) = g(R(X1, X2)X3, X4), VX1,X2,X3, X4

definisce una forma bilineare simmetrica su A2TM, con R(X; A X2, X3 A X3) =
R(X1, X2, X3, X4). In particolare, se « ¢ il piano di T, M generato dai vettori X1, X,
il quoziente R(X1, X2, X1, X2)/(I1X1 A X2lI%, ove [IX1 A Xol* = g(X1, X1)g(X2, X2) —
le(X1, X»)[%, non dipende dalla scelta della base X;, X5 di a.

DEermizione VIILL4.5. Chiamiamo curvatura sezionale di (M, g) rispetto al pia-
no a di TM il numero reale K () per cui

(8.4.7) R(X1, X2, X1, X2) = —K(@)(8(X1, X1)g(X2. X2) — 1g(X1, X2)")
per ogni base X1, X, € T,M di a.

Esempio VIII.4.6. Supponiamo che G ¢ GL,(C) sia un gruppo semplice li-
neare, la cui algebra di Lie £ ammetta una decomposizione di Cartan g = By & m,

con By = gNu, e m = gn p, Possiamo definire su G/K una struttura di spazio
Riemanniano simmetrico definendo su m il prodotto scalare

go(X,Y) = trr(XY) = Retraccia(X, ¥Y), VX,Y em.
Poiché Ry(X, Y)Z = —[[X, Y], Z], abbiamo
—-R(X,Y,X,Y) = trr([[X, Y], X]Y]) = tr([X, Y]XY) — trg(X[X, Y]Y)
= trr(XY[X, Y]) — trp(YX[X, Y]) = trr([X, Y][X, Y])
La curvatura sezionale ¢ allora data da
K(X, 7)) = e (X, Y1, [X, YD/ (= (Xt (Y?) — e (XY)PP) < 0

per ogni X, Y € m. perché [X, Y] € u, ed ha quindi autovalori puramente immagi-
nari.

La somma diretta £ = £y @ im ¢ ancora un’algebra di Lie reale. Il sottogruppo
analitico K di SL,(C) da essa generato & compatto. Il quoziente M’ = K/Kq ¢ uno
spazio Riemanniano simmetrico, con la metrica definita su 7, M da

20X, Y) = —trp(XY), VXY € im.
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Sostituendo iX ed i¥Y ad X ed Y nei calcoli precedenti otteniamo per la curvatura
sezionale

K((iX,iY)) = —trg ([X, Y1, [X, Y])/(tra (X*)trp(Y?) — [tre(XY)[*) > O

per ogni iX, iY € im.

Gli spazi Riemanniani simmetrici M ed M’ dell’esempio si dicono in dualita:
possiamo dire che le curvature sezionali dell’uno sono I’opposto delle curvature
sezionali dell’altro.

Se G = SO*(1,n), questa costruzione ci da M uguale allo spazio di Lo-
bacevskij n-dimensionale, con curvatura sezionale costante —1, ed M’ alla sfera
S, con curvatura sezionale costante 1.

Esempio VIII.4.7 (Campi di Jacobi su una varieta a curvatura sezionale costan-
te). Supponiamo che M abbia curvatura sezionale costante K e sia y una geodetica
su M. Supponiamo che 7 sia parametrizzata per lunghezza d’arco.

Fissiamo un campo di vettori w(z) parallelo suy, con [|[w(?)|| = 1 e gw(t), ¥(¢)) =
0. Allora R(w(1), ¥())y(t) = Kw(t). Poiché Dw/dt = 0 lungo 7y, ne segue che le

K=Y (Acos(t VK) + Bsin(t VK)) - w(t) se K > 0,
(8.4.8) J(®) =S (A+ Br) - w(r) se K =0,
K~'(A cosh(t V=K) + Bsinh(t V-K)) - w(f) se K <0
sono campi di Jacobi ortogonali lungo y. Tutti i campi di Jacobi ortogonali si
ottengono al variare di w(t) tra i campi di vettori ortogonali paralleli lungo y.

Esempio VIIL4.8. Piu in generale, possiamo considerare il caso in cui sia VR =
0, che si verifica ad esempio per una metrica invariante su uno spazio omogeneo
riduttivo. Siay € €*°(I, M) una geodetica. Supporremo per semplicitache 0 € I e
[l¥|| = 1. Abbiamo

aij(t) d P .
= = Zg(Re(n). 1(0) V(). ¢(0)
D DR
= ZE R, 700 70, ¢(0) + g ==, ¥ 70, €10)
+ g(R(&i(D), (D) ¥(1), e (1) + g(R(ei(1), ¥(1)) ¥(1), e;(1))
+ g(R(ei(1), ¥ (D) ¥(1), e (1)) + g(R(ei(1), ¥(1)) ¥(1), (1)) =0
e quindi i coefficienti a; ; sono costanti lungo y. Possiamo fissare il riferimento
mobile o = (ey, ..., e,) lungo y in modo che i vettori e; diagonalizzino (a; j), che
ciog
ZL“’F jei() = kien), peri=1,....m

ove kj =0ek,...,k;, sono gli autovalori della matrice (a; ;). Allora

ki_1 cos(t \//;)e,-(t) se ki >0, ki_1 sin(z \/%)ei(t) sek;i >0,
Jl{ = <ei(t) sek; =0, ‘]i” =<tei(t) sek; =0,
k' cosh(tV=k;) sek; <0, k! sinh(t V=k;)ei(t) se k; <0,

peri=1,...,m formano una base dello spazio vettoriale di _#Z ().
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VIILS. Punti coniugati
Sia y € € ([a, b], M) una geodetica.

Dermvizione VIIL5.1. Diciamo che #y, ¢, con a < ty < t; < b, sono coniugati
lungo y se esiste un campo di Jacobi J(#) non identicamente nullo su y che si
annulli in ¢y e #;. La molteplicita di (#o, ;) ¢ la dimensione dello spazio vettoriale:

(8.5.1) (Je Zy)|Jt) =0, J(t) = 0}.

Diremo anche che due punti pg, p; € M sono coniugati se py = y(tg) € p1 = y(t1)
per una geodetica y € € ([a, b], M) per cui ty, t; siano coniugati e chiameremo la

dimensione di (8.5.1)) molteplicita di (po, p1) lungo 7.

Se pensiamo 1y fissato, chiameremo la dimensione dello spazio vettoriale (8.5.T))
molteplicita di t,.

OsservazionNE VIIL5.2. Fissato 7y € [a, b], lo spazio vettoriale dei campi di
Jacobi che si annullano in #y ha dimensione m. Tra di essi c’¢ il campo di vettori
(t — t9)y(2), che si annulla soltanto nel punto fy. Quindi la molteplicita di un punto
coniugato ¢ un intero < (n — 1).

Esempio VIIL.5.3. Nel caso della sfera S* = {x € R"™!||x] = 1}, le geodetiche
sono i cerchi massini (intersezioni di S” con i piani per I’origine). Su ciascuna di
esse il punto antipodale (e il punto stesso) ¢ coniugato con molteplicita (n — 1).

Dermvizione VIILL5.4. Sia p € M. 1l luogo coniugato di p & I'insieme C(p) dei
punti g di M tali che
(1) g = Exp,(t5vy) per qualche 0 # v, € T,M e 1, > 0;
(2) esiste un campo di Jacobi J € /(Expp(t vg)) con J(0) =0, J(z,) = 0.

Esempio VIIL5.5. Nel caso della sfera 8" = {x € R"*!||x] = 1}, & C(x) = {—x}
per ogni x € S™.

Proposizione VIIL5.6. Sia y : [0,al—>M una geodetica, con y(0) = p € M,
¥(0) = v e T,M\ {0}. Allora y(t), con 0 < t < a e coniugato di 0 lungo y se
e soltanto se tv e un punto singolare dell’applicazione Exp,, e la molteplicita del
punto coniugato y(t) ¢ la dimensione del nucleo di (Expp)*(rv).

DimosTtrAZIONE. Infatti i campi di Jacobi lungo y che si annullano in 0 sono
tutti e soli quelli della forma J(¢) = [(GE p(t(v + sw))) /Bs]szo e il loro valore in T €
(Expp)*(tv)(tw). O

Prorosizione VIIL.5.7. Sia y : [a,b]—>M una geodetica. Se a e b non sono
coniugati, allora il problema al contorno:

2

D?J
2 RGL D=0
(8.5.2) az TRy

J@a) =v,, J(b) = vy

ammette un’unica soluzione per ogni coppia di vettori v, € TyyM e vy, € T, ) M.
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DimMosTRAZIONE. Se a e b non sono coniugati, I’applicazione lineare
)3 J-(a),JDb) € TyaM & TypM

¢ iniettiva e quindi anche surgettiva perché i due spazi vettoriali hanno la stessa
dimensione finita 2m. O






CAPITOLO IX

Proprieta metriche delle varieta Riemanniane

IX.1. Geodetiche e distanza Riemanniana
Sia (M, g) € una varieta Riemanniana. Poniamo

9.1.1) vw) = gv,w), VIl = +/glv,v) =0, sepeMev,weT,M.

Considereremo su M la struttura affine definita dalla connessione di Levi-Civita.
Siay € €'([a, b], M) una curva differenziabile.

Derinizione 1X.1.1. La lunghezza L(y) e I'energia, o azione E(y) di y sono
definite dagli integrali:

b
9.12) uw=memm
a
b
(9.1.3) Exy)=‘f‘nyanﬁdﬁ
a
Se |[[y(0)l| = 1 per ogni t € [a,b] diciamo che y & parametrizzata per lunghezza

i . .
d’arco. In questo caso t) — 1| = lez lly(®)||dt perognia < t; <t <b.
Queste definizioni si estendono in modo ovvio al caso in cui v sia di classe ¢!
a tratti.

Indichiamo con CK; ([a, b], M) 1a famiglia delle curve di classe €’ a tratti defini-
te sull’intervallo [a, b] e con ‘Ké ([a, b], a, b; M, p, q)} il sottoinsieme di ‘5& ([a, b], M)
delle curve 7y di punto iniziale y(a) = p e punto finale y(b) = q.

Dalle formule di cambiamento di variabile negli integrali ricaviamo il

Lemma IX.1.2. La lunghezza di una curva non dipende dalla sua parametriz-
zazione. O

Supponiamo che M sia connessa.
Dermizione IX.1.3. La distanza Riemanniana tra due punti p,q € M ¢
9.1.4) d(p,q) = inf(L(y) |y € €,;(10,11,0,1; M, p, )} .

Nortazione IX.1.4. Per semplicita indicheremo a volte, nel seguito, con pq la
distanza Riemanniana d(p, ¢) di due punti p, g di M.

Proposizione IX.1.5. Sia N, (r) ={v € T,yM | ||| < r}, con r > 0, un intorno
normale dell’origine in T,yM e B (r) = ExppO(Npo(r)) il corrispondente intorno
normale di pg in M. Allora

9.1.5) d(po, Exp, () = [IVll,  ¥v € Npy(r)

173
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e By, (r) = {p € M| d(p, po) < r}é la palla aperta di centro py e raggio r della
distanza Riemanniana.

DimvosTrAZIONE. Per ipotesi, Exp o ¢ un diffeomorfismo di N (r) su B, (7).
Quindi, ogni cammino y € So”t}([O, 11, Bp,(r)) da po ad Exppo(v) si puo scrivere in
modo unico nella forma y(f) = eXpp, (o)) con a € ‘5&([0, 1], Np,(r)) ed a(0) = 0,
a(l) = v. Possiamo limitarci a considerare il caso in cui « sia semplice e para-
metrizzata per un multiplo della lunghezza d’arco. Per ¢ > 0 decomponiamo &(¢)
nella sua componente radiale d,(f) = (a(®)|a(r)a(t)/ lloa@®|I? ed in quella normale
O, (1) = &(f)—a,(¢) alla direzione radiale. Allora ||&,|| ¢ definita e continua per ¢ > 0
e limitata sull’intervallo (0, 1]. Abbiamo

(1) = Exp,,, (D) = Exp,,,_(0,(1)) + Exp,,, (ca(1)) = () + (2).
Per la Proposizione|VIII1.3.7|ed il Lemma([VIII.4.3|i vettori ¥, e y, sono ortogonali.

Inoltre ||y,|| = ||&.]] e |l¥xll = O se e soltanto se ||&,|| = 0. Osserviamo che
d|lal| d||oll*
22—l = = 2(aja) = 2]\ - ||l
0 llod] 7 (&tlar) llew | - el

Quindi

d La

—_ > [ = .
dtlla(t)ll‘dt_fo dtlla(t)lldt [Vl

1 1
f llew-()lldr = f
0 0

Otteniamo percio
1
Lw=fnw;ﬂmwzw
0

e vale I’'uguaglianza solo quando &, (¢) sia identicamente nulla, cio¢ quando y sia
la geodetica Exp,, (v). Per concludere la dimostrazione basta osservare che ogni

cammino di classe %& che congiunga po ad un punto non contenuto in B),(r) ha,
per la prima parte della dimostrazione, lunghezza maggiore o uguale ad r. O

Per la Proposizione le geodetiche minimizzano localmente la lunghezza
d’arco. Abbiamo cioe

CoroLLARIO IX.1.6. Se y € €I, M) é una geodetica, allora per ogni ty € 1
possiamo trovare €y > 0 tale che d(y(t), y(ty)) = |[¥(to)l| - |t — tol per |t — 1ol < €. O

Dermizione 1X.1.7. Chiamiamo segmento il supporto di una geodetica y €
©*([0, 1], M) tale che

d(y(t), y(2)) = ¥l —t2l, VO <1,00 < 1.

Chiamiamo retta il supporto di una geodetica y € € (R, M) non costante e com-
pleta, cio¢ definita per ogni ¢ € R.

Per la ProposiziondIX.1.5|abbiamo

TeorEMA [X.1.8. M X M > (p,q)—d(p, q) é una distanza su M. La topologia
indotta dalla distanza Riemanniana coincide con la topologia di varieta di M. O
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IX.2. Il funzionale dell’energia

Mostriamo in questo paragrafo che le geodetiche di una varieta Riemanniana
sono i punti stazionari del funzionale dell’energia.

Lemma I1X.2.1. Per ogni curvay € ‘Kti([a, bl, M) vale la diseguaglianza:
(9.2.1) L(y)* < (b - a)E(y).
In (9.2.1) vale I’'uguaglianza se e soltanto se |ly(t)|| = costante.

DimvosTrAZIONE. La diseguaglianza di Holder da

b b 12 b 172
Liy) = f ||7<z>||dzs( f ||7<r)||2dr) ( f dr) = (b-a)PER)

e vale I’'uguaglianza se e soltanto se ||y(¢)|| ¢ costante. O

CoroLLARIO [X.2.2. Sey € %&([a, bl, M) é parametrizzata per lunghezza d’ar-
co, allora E(y) e minimo di {E(y o ¢)}, al variare di ¢ tra i diffeomorfismi di
la, D]. O

Proposizione 1X.2.3. L’equazione delle geodetiche

D%y
9.2.2 — =0
9.2.2) 2
e I’equazione di Eulero-Lagrange per il funzionale dell’energia con estremi fissi.

DivosTRAZIONE. Sia f € €' ([a, b]xI, M), ove I & un intervallo reale contenente
0, con f(a, s) = p, e f(b,s) = pp sono costanti per s € I. Abbiamo

o b ) 2 b 2 b
s 15 = [ 5o a2 [ (5] 5 )ar
as J, |l ot q Os |l ot . \0s Ot ot
b b
Dof|of of| D of
=2 —=|=|dt=-2 —|=—=dt
fa (6t8s 8t) fa (8s orot)
dove abbiamo utilizzato il fatto che il tensore della metrica ¢ parallelo, che la con-
nessione di Levi-Civita & priva di torsione, e che % ¢ un campo di vettori che si

annulla negli estremi d’integrazione. Se y(f) = f(¢,0) ¢ un estremale del funzionale
dell’energia con estremi fissi, la derivata di E(f;) si annulla per s = 0. Otteniamo

quindi
f¢23
. \df?

per ogni campo di vettori V di classe "' lungo y che si annulli agli estremi. Questa
relazione ¢ equivalente alla (9.2.2). o

v)ar=o
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IX.3. Varieta di Riemann compatte

TeoreMa 1X.3.1. Sia (M, g) una varieta Riemanniana compatta. Ogni curva
continuay € €([0, 1], M) é omotopa, in un’omotopia che lascia fissi i suoi estremi
po = ¥(0) e p1 = y(1), ad una geodetica. Essa puo essere scelta come una curva
di lunghezza minima nella classe [y] di y in n([0, 11,0, 1; M, pg, p1).

DimostrAZIONE. Gli intorni normali sono contrattili e quindi due archi qual-
siasi, che abbiano gli stessi estremi e siano contenuti in un intorno normale, sono
omotopi in un’omotopia con gli estremi fissi. Sia % = {U;}i<i<x un ricoprimento
finito di M mediante aperti semplici e convessi.

Possiamo fissare un numero reale positivo r tale che, per ogni p € M la palla
B(p,r) ={q € M | d(p, q) < r} sia contenuta in un aperto del ricoprimentcﬂ@/ .

Siano pg,p1 € M ed a una classe di omotopia in ([0, 1], 0, 1; M, po, p1)-
Sieﬂ u = inf{L(y) | v € a} e {yu}u>0 una successione in o con {L(y,)} decre-
scente a u. Possiamo supporre che le vy, siano delle geodetiche a tratti, e quin-
di di classe %t}, parametrizzate per lunghezza d’arco. E allora llvall = L(yn) €
d(y, (1), vn(s)) < L(y,) |t — s| per ogni 0 < s,¢ < 1. Poiché le L(y,) sono uniforme-
mente limitate, pur di scegliere un intero N sufficientemente grande, avremo, con
t; = i/N, dyu(t), Ya(tic1)) = Lyn)/IN < rse 1 <i < n. Ey,(to) = po € ya(tn) = p1
per ogni n. In generale, le {y,(t;)} sono, per ogni i = 0, ..., N, delle successioni a
valori nel compatto M. Quindi, a meno di passare ad una sottosuccessione, possia-
mo supporre che tutte le N+ 1 successioni {y,(f;)},en covergano a punti y(t;) di M.
Per costruzione, d(y(t;), y(t;i-1)) = u/N < rperognii = 1,...,N. Quindi le coppie
di punti y(t;), y(ti—1) appartengono ad uno stesso aperto semplice e convesso del
ricoprimento %/ e possono quindi essere congiunte da un unico arco di geodetica
di lunghezza u/N. Otteniamo in questo modo una spezzata y € CK;([O, 1], M) di
lunghezza p, che possiamo parametrizzare per un multipo della lunghezza d’arco,
e che realizza il minimo delle lunghezze tra i cammini continui che congiungono
po a p1 ed ¢ quindi la geodetica cercata. O

Corovrrario IX.3.2. Due punti qualsiasi di una varieta Riemanniana compatta
sono estremi di un segmento che li congiunge.

IX.4. 1l teorema di Hopf-Rinow

Dermizione [X.4.1. Una varieta affine M si dice geodeticamente completa se &
completa rispetto alla connessione di Levi-Civita.

Unfatti, se cid non fosse vero, per ogni intero positivo v potremmo trovare un punto p, in M
tale che B(p,,27") non sia contenuto in nessun aperto del ricoprimento %/. Poiché M & compatto,
a meno di passare ad una estratta, possiamo supporre che la successione {p,} converga ad un punto
P € M. E P € Uj, per qualche iy e B(peo, 1) C Uj, per qualche r > 0. Ma, se 2 < r,u>ve
d(py, p) < 2771, la palla B(p,, 27*) sarebbe contenuta in B(pw, ) € quindi in U, contraddicendo
la scelta della successione {p,}.

Na lunghezza di una curva continua y € %([0, 1], M) in uno spazio metrico (M, d) & ’estremo
inferiore delle somme Zﬁild(y(t,«,l),y(t,«)) al variare di0 =#) < t; < --- < ty_; < ty = 1 tra tutte le
partizioni finite dell’intervallo [0, 1].
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TeOREMA 1X.4.2 (Hopf—Rinovﬂ). Sia (M, g) una varieta Riemanniana. Le se-
guenti affermazioni sono equivalenti:

(1) Con la distanza Riemanniana, M e uno spazio metrico completo;
(2) i sottoinsiemi chiusi e limitati di M sono compatti;

(3) esiste un punto po € M tale che Exp,, sia definita su tutto T, M;
(4) M e geodeticamente completa.

Ognuna delle (1), (2), (3), (4) implica:
(5) due punti qualsiasi p,q € M possono essere congiunti da una geodetica
di lunghezza d(p, q), sono cioé estremi di un segmento che li congiunge.

DimMOSTRAZIONE. In primo luogo mostriamo che, se Exp, ¢ definita su tutto
T,,M, allora ogni p € M pud essere congiunto a pg da una geodetica di lunghezza
d(p, po). In particolare, questo dimostra che (4)=(5).

Sia p > 0 tale che B),(p) sia contenuto in un intorno normale di py. In par-
ticolare, ¢ By,(p) = {p € M | d(p, pop) < p}. Sia p un qualsiasi punto di M. Se
r=d(p,po) < p, ¢ p € By,(p) e quindi p = Exp, (v) per qualche v € T}, e, per la
Proposizion lat — Exp,, (tv) &€ I'unica geodetica che congiunge po a p ed
ha lunghezza r. Supponiamo sia r > p e sia {y,,} una successione di curve di classe
%;, parametrizzate per lunghezza d’arco, di estremi pg, p, con L(y,) \, r. Cia-
scuna di esse contiene un punto g, in B, (p). Poiché, per la Proposizion[X.1.5]
d(po, gn) = p, abbiamo

L(yn) = d(po, qn) + d(gn, p) = p + d(gn, p) 2 1.

Se quindi p, ¢ un punto limite della successione {g,}, abbiamo d(p,, p) = r — p.
Siave T, Mconl|y||=1ep,= Exppo(pv). Dico che p = Exppo(rv). Sia infatti

I={7€[0,r]| dExp, (tv),p) =r—1, YO <1 <7}

Dobbiamo dimostrare che r € I. Osserviamo che 1’intervallo I & chiuso e con-
tiene [0, p]. Mostriamo che I ¢ anche aperto in [0,r]. Siafy € I. Sety = r,
allora I = [0, r] e non c’¢ nulla da dimostrare. Consideriamo allora un 7, € I con
p < to < r. Sia p;, = y(tp). Fissiamo 0 < € < min(p,r — 1), in modo che la
chiusura di B, (€) sia contenuta in un intorno semplice convesso U di py,. Ripe-
tendo il ragionamento svolto sopra, su dBp, (€) possiamo trovare un punto py, e a
distanza r — fo — € da p. Questo punto appartiene a una geodetica Eprto ([t = tp]w),
per un w € T,,IOM, con |lw|| = 1, tale che d(Expplo([t - tolw),p) = r —t per
to <t < fy + €. Se questa non coincidesse con la geodetica Exppo(tv) sull’intervallo
[to — €, 1y + €], potremmo trovare una curva di lunghezza minore di r che congiun-
ge po a p, prendendo Exp,, (v) per 0 < 7 < fy — €, la geodetica in U che congiunge
Exppo([to —€]v) a psy+e in U, ed una curva da py, ¢ a p la cui lunghezza approssimi
d(p,q) = r — o — €. Questo dimostra che 79 + € € I. Quindi I = [0, r] e la nostra
affermazione & dimostrata.

3Hopf, H., Rinow, W., Uber den Begrift der vollstindigen differentialgeometrischen Fliche,
Commentarii Mathematici Helvetici 3 (1931), 209-225. Heinz Hopf (1894-1971) matematico tede-
sco, ha dato importanti contributi alla topologia e alla geometria differenziale. Willi Ludwig August
Rinow (1907-1979), geometra differenziale, fu suo studente a Berlino.
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Completiamo ora la dimostrazione delle altre implicazioni del teorema.
(4)=(3) ¢ banale.
(3)=(2) Se A ¢ un sottoinsieme limitato di M, & A C B(p, R) per qualche R > O e
quindi ¢ un sottoinsieme del compatto Expp({v € T,M | |vl| £ R}). La (2) segue
quindi dal fatto che un sottoinsieme chiuso di un compatto ¢ compatto.

(2)=(1) Ogni successione di Cauchy {p,} € M ¢ limitata e quindi la chiusura
della sua immagine ¢ compatta. Esiste percid una sottosuccessione convergente e
dunque la successione {p,} stessa ¢ convergente.

(1)=(4) Sia p € M e consideriamo la geodetica t—y(t) = Expp(tv). Sia I il suo
intervallo massimale di definizione. Se fosse sup/ = Ty < +oco, potremmo sce-
gliere una successione {t,} tale che t, , Ty. Poiché d(y(t,), y(tn)) < VIl |ty — tml,
la {y(#,)} ¢ una successione di Cauchy. Per ipotesi ammette un limite py € M. Se
B(po, r) € un intorno normale di pg € y(t,) € B(po, r), vi € un unico vg € T, M tale
che y(t,) = Exppo((t,, —To)vo) e le geodetiche y(r) ed Exppo((t — To)vp) coincidono
sull’intervallo [¢,, Ty). Questo mostra che Expp(tv) ¢ definita in un intorno destro
di Ty. Cio contraddice la scelta di Ty e mostra quindi che Ty = +c0. Analogamente
si dimostra che la y ¢ definita per ogni ¢ < 0.

Cio completa la dimostrazione. O

Proposizione 1X.4.3. Se (M, g) e completa, per due punti po, p1 di M passa
almeno una retta.

DimvosTrAZIONE. L affermazione ¢ conseguenza immediata della (5) del Teore-
malX.4.2]e del fatto che completezza metrica e geodetica sono equivalenti. O

ProposizionE 1X.4.4. Se (M, g) ¢ completa, dati una retta e un punto vi e al-
meno una retta incidente e perpendicolare alla retta data e passante per il punto
assegnato.

DiMosSTRAZIONE. Sia r; € (R, M) la retta assegnata e pg € M. L’affermazio-
ne ¢ banale se pg € r = r(R). Supponiamo quindi che 6 = d(pg,r) > 0. La palla
chiusa §p0(26) € compatta e EPO(Z(S) N r & compatto e non vuoto. Poiché la distanza
da un punto & una funzione reale continua ci sara un punto di EPO(Z(S) N r, che pos-
siamo supporre corrisponda al valore 0 del parametro, per cui po, 7o = d(po,7) = 9.
La retta p, per pg ed ro = p; ¢ perpendicolare ad r in ry. Definiamo infatti
f € €°(0,1] x [—¢, €], M) in modo che, per ogni —€ < s < €, t — f(t,5) sia
la geodetica da py ad r;. Poiché E(s) = fol [|l0f(z, $)/0t|>dt ha un minimo per
s = 0, il campo di Jacobi J(¢) = (0f/0s)s=0 soddisfa le condizioni

1
J(0) = 0, fo GO) = 0.

Decomponiamo J nella somma di un campo di Jacobi J, ortogonale a p, e di un
campo tangenziale J;. Poiché J(0) = 0, esso ¢ della forma della forma cty(z).
Quindi

1 1
. Cc
0= f JOh) = f et Porgdt = 5 Por;
0 0
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e ¢ = 0. Dunque J(¢) ¢ perpendicolare a y ed in particolare lo ¢ J(0), che ¢ un
vettore tangente ad r in ry. O

Proposizione 1X.4.5. Se (M, g) e completa, allora ogni classe di omotopia di
curve continue tra due punti pg, p1 di M contiene una geodetica di lunghezza
minima.

DimosTRAZIONE. Sia @ una classe di omotopia in ([0, 1],0, 1; M, pg, p1), it =
inf{L(y) | y € a} e sia {y,} C « una successione di curve di classe ‘Q, parame-
trizzate per multipli della lunghezza d’arco, con L(y,) \, u. I supporti delle y,
sono tutti contenuti in un compatto B, (R), per R > 0 e possiamo quindi utilizza-
re I’argomento della dimostrazione del TeoremdIX.3.1| per ottenere una geodetica

in a. =

1l punto (5) del TeoremalX.4.2si puo riformulare nella

Prorosizione 1X.4.6. Se (M, g) é completa, allora per ogni coppia di punti
distinti ¢’é un segmento che li ha come estremi.

OsservazionE [X.4.7. 11 segmento che unisce due punti pud non essere univo-
camente determinato, come ad esempio nel caso di punti antipodali di una sfera
S™ con la metrica standard. Il segmento ¢ invece unico se consideriamo lo spazio
proiettivo RP”. Se chiamiamo rette le sue geodetiche, per RP™ con la metrica che
rende la proiezione canonica S — RP" un’isometria locale, in esso valgono le
affermazioni che per due punti passi una ed una sola retta e che due punti sono gli
estremi di uno ed un solo segmento.

TeoreMA [X.4.8. Se (M, g) é connessa e completa e contiene un punto pgy privo
di punti coniugati, allora Exp,, : T,M — M é un rivestimento. In particolare, se
M e semplicemente connesso, l'inversa di Exp,, definisce un diffeomorfismo di M
con uno spazio Euclideo.

DimosTrAZIONE. Se (M, g) € connessa e completa e contiene un punto pg pri-
vo di punti coniugati, allora Exp,,, che ¢ definita su tutto 7, M perché abbiamo

supposto (M, g) completa, non ha punti criticﬂ Possiamo quindi considerare su
T(,M la metrica Riemanniana g* = Exp), g. Anche (7),,M, g") ¢ una varieta Rie-
manniana completa per il teorema di Hopf-Rinow, perché tutte le geodetiche di g*
passanti per I’origine, che hanno come supporto le rette per I’origine in 7', M, sono
geodetiche complete. L’applicazione Exp,, definisce un’isometria di (T, M, g*) su
(M, g). La sua immagine ¢ aperta per il teorema dell’inversa locale perché Exp,,
non ha punti critici, ed ¢ chiusa perché ¢ un’isometria di uno spazio metrico com-
pleto. Poiché abbiamo supposto M connessa, Exp,, ¢ allora anche surgettiva e
definisce percid un rivestimento, perché ogni aperto semplice convesso di (M, g) &
di trivializzazione. O

“Ricordiamo che una coppia (po, p1) di punti di M & coniugata se p; ¢ un valore critico di Exp,,|
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IX.5. Varieta Riemanniane con curvatura sezionale negativa

DEermvizione IX.5.1. Diciamo che una varieta Riemanniana (M, g) ha curvatura
sezionale non positiva (rispettivamente negativa) se K(a) < 0 (rispettivamente
K(a) < 0) per ogni 2-piano @ C T,M, per ogni p € M.

Ricordiamo che i campi di Jacobi sono le soluzioni, lungo le curve geodetiche
v € €%, M), dell’equazione differenziale
2

D*J
9.5.1 —— +R(J,¥)y = 0.
(9.5.1) o TRUYY

LemMma I1X.5.2. Sia J un campo di Jacobi lungo una geodetica y € €, M)
di (M, g). Se la curvatura sezionale ¢ non positiva, allora ||J(t)|| ¢ una funzione
convessa. Il campo J(t) si annulla al pivt per un valore di t. Se non é identicamente
nullo ed e ortogonale a vy, e la curvatura sezionale e negativa, allora la ||J(t)|| e
strettamente convessa.

DmosTtrAZIONE. Calcoliamo le derivate prime e seconde del quadrato della
norma di un campo di Jacobi J(¢) lungo una geodetica y € €*°(I, M). Abbiamo

d . d? . ,
Enm)n2 = 2(J (1), J(1)), d?nm)u2 = 2(J(OJ (@) + 2T,

ove J e J sono le derivate covarianti prima e seconda di J lungo y. Utilizzando
I’equazione (9.5.1), che caratterizza i campi di Jacobi, otteniamo

d? ,
ﬁnmn2 = —2R(J, 7,7, J) + 2l

Quindi, se la curvatura sezionale & non negativa N J@DI? = 2I1J1P e, nei punti in

cui [lJ(1)]| > 0 abbiamo K
)
I (MO @I = (@) = 0

per la diseguaglianza di Cauchy. Una funzione non negativa che ¢ convessa nei
punti in cui ¢ positiva & convessa e quindi ||J(?)|| ¢ convessa. Osserviamo che, se
J # 0, allora gli zeri di J sono isolati. In particolare, un campo di Jacobi si annulla
al piu in un punto di y. Se la curvatura sezionale & negativa, per i campi di Jacobi

Lo 2||J(r)||2d—2||.l<r>||2 - '1”1(,)”2
4 dr? dt

d2
—||J(¢
Il

Y

ortogonali a y abbiamo %ll](t)ll > 0 nei punti in cui J # 0, e quindi la J(¥) ¢
strettamente convessa. O

TeoreEmA IX.5.3 (von Mangoldt—CartarE] ). Una varieta Riemanniana (M, g)
con curvatura sezionale non positiva non contiene coppie di punti coniugati.

SHans Carl Friedrich von Mangoldt (1854-1925) ha dimostrato questo risultato nel 1881 nel ca-
so delle superfici (Ueber diejenigen Punkte auf positiv gekrumraten Flachen, welche die Eigenschaft
haben, dass die von ihnen ausgehenden geodiitischen Linien nie aufhoren, kiirzeste Linien zu sein.
Journ. fiir Math., vol. 91, 23-53, 1881). La formulazione generale ¢ dovuta a Elie Cartan (1869-
1951) (La géométrie des espaces de Riemann, Mémorial des sciences mathématiques, fascicule 9
(1925), p. 1-61).
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Se (M, g) e connessa e completa, allora per ogni py € M, ’applicazione
Exp,, : Tp, = M é un rivestimento.

DmvostrAzIONE. Per il LemmalX.5.2]i campi di Jacobi hanno soltanto zeri iso-
lati e quindi non ci possono essere punti coniugati lungo le geodetiche. L’afferma-
zione successiva & quindi conseguenza del TeoremalX.4.8 O

CororrarIO 1X.5.4. Una varieta Riemanniana (M, g), connessa e semplice-
mente connessa, e con curvatura sezionale non positiva, e diffeomorfa ad uno
spazio Euclideo. O

TeorEMA [X.5.5. Supponiamo che (M, g) abbia curvatura sezionale non posi-
tiva. Siano p un punto di M ed Ny un intorno aperto di 0 in T\,N, stellato rispetto
all’origine, su cui Exp,, sia definito. Allora

(9.5.2) ldExp, ()W)l = |lwll,  ¥Yv € No, Yw e T,M.
In particolare, se yg € €' ([a, b, Ny), ¢

b
9.53) Low = [ o0l < LExp, o o).

DimostrazIONE. La prima affermazione € conseguenza del LemmalX.5.2| perché
dExp(v)(w) ¢ il valore per t = 1 del campo di Jacobi J(r) = dExp(tv)(tw), con
J(0) = 0 e J(0) = w. Poiché ||J(?)|| & convessa, abbiamo

dlly@)| (J(el(e)
DI =N 2 ——| (-6 =—"——(0-6¢).
=€ l7Cell
Passando al limite per € “\, 0, otteniamo la (9.5.2). La (9.5.3) & conseguenza del
fatto che $Exp,(yo(t)) = dExp,,(70(1)). O

ProposizionE 1X.5.6. Supponiamo che (M, g) sia completa e a curvatura sezio-
nale non positiva. Allora ogni classe del gruppo fondamentale m\(M, po) contiene
un’unica geodetica di lunghezza minima.

DivosTrAZIONE. Fissiamo un punto py € M. Per il TeoremalX.4.2] 1I’appli-
cazione Exp, : Tp,M — M ¢ un rivestimento. Quindi a laccetti geodetici in po
omotopi corrispondono segmenti uscenti dall’origine e con lo stesso secondo estre-
mo in T,yM — M, cioe due laccetti geodetici in py sono omotopi se e soltanto se
sono coincidenti. O

Dermizione [X.5.7. Un triangolo geodetico in M ¢ il dato di tre segmenti, gli
estremi di ciascuno dei quali siano anche estremi degli altri due.

I tre segmenti si dicono lati, i loro estremi vertici e gli angoli che essi formano
due a due nei punti d’intersezione angoli del triangolo geodetico.

Ricordiamo che I’angolo « tra due curve regolari yy,y; € %1([0, 1], M) uscenti
dallo stesso punto pg ¢ il valore a € [0, 7] per cui

10)7200)) = [y 1Ol [¥2(0)] cos a.

Nortazione IX.5.8. Per semplicita indicheremo nel seguito con pgq la distanza
Riemanniana d(p, ¢) di due punti p, g di M.
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Proposizione 1X.5.9. Sia (M, g) una varieta Riemanniana a curvatura sezio-
nale non positiva e B una palla convessa e semplice di M. Siano pg, p1, p2 i vertici
di un triangolo geodetico e poniamo a = pip,, b = pop,y, ¢ = PoP1, @ = P1POP2
B = popiPy Y = pop2py, con 0 < a, B,y < m. Valgono allora le diseguaglianze:

(9.5.4) a® + b* - 2abcosy < ¢?
(9.5.5) a+fB+y<m.

DimosTRAZIONE. Abbiamo pg = Exppz(vo), p1 = Exppz(vl), per due vettori
vo,v1 € Tp,M con ||vol| = b, |[vi|| = a. 1l lato [po, p1] del triangolo ¢ il supporto
di una geodetica y € ([0, 1], M), di lunghezza ¢, che possiamo scrivere nella
forma y = Expp2 o ¥p, con yg € €([0,1], Ty, M € yp(0) = vo, yo(1) = vy. Peril
TeoremdlX.5.3]

¢ = |L(y)* = IL(yo)l* = IIvi = voll* = @* + b* — 2abcos y.

Le ampiezze o’, 8"y’ degli angoli interni del triangolo Euclideo i cui lati hanno
lunghezze a, b, c soddisfano
a® +b* —2abcosy’ =%, a® + ¢* —2accos B = b%, b* + ¢ - 2bccosa’ = d’.
Poiché gli angoli «,B,v,a’, 8,7y’ sono tutti compresi tra O e 7, per la prima parte
della dimostrazione abbiamo @ < o/, B < ',y <y'. Essendoa’ + 3 +vy' =,
otteniamo anche la seconda diseguaglianza. O

Osservazione [X.5.10. La ProposiziondlX.5.9si applica in particolare a tutti
i triangoli geodetici di una varieta Riemanniana completa con curvatura sezionale
non positiva.

Proposizione IX.5.11. Se (M, g) é connessa e completa, con curvatura sezio-
nale non positiva, allora per ogni coppia di punti distinti di M passa una e una
sola retta.

DmosTrRAZIONE. L’enunciato ¢ un’immediata conseguenza del Teorema di von
Mangoldt-Cartan. O

Proposizione I1X.5.12. Sia (M, g) connessa, semplicemente connessa e comple-
ta, con curvatura scalare non positiva. Allora per ogni retta ed ogni punto fuori di
essa esiste un’unica retta incidente e perpendicolare alla retta data e che passi per
il punto assegnato.

DimosTrAZIONE. Per la Proposiziond[X.4.4] per ogni punto py ed ogni retta r
che non lo contiene, c’€ una retta r’ per pg, incidente e perpendicolare ad r in un
punto p;. Se ce ne fosse un’altra, incidente ad r in un punto p, # pi, la somma
degli angoli interni del triangolo geodetico pop;p> sarebbe maggiore di 7. O

Ricordiamo la

DerNizionE IX.5.13. Una funzione reale f € €°(M, R), definita su una variet
differenziabile affine M, si dice convessa se, per ogni intervallo / C R ed ogni
geodetica y € ¥(I, M), la funzione composta f oy € ¢ (1,R) & convessa.
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Proposizione 1X.5.14. Se (M, g) e una varieta Riemanniana semplicemente
connessa, completa e con curvatura sezionale non positiva, allora la distanza da
un punto e una funzione convessa.

DimosTrAZIONE. Fissiamo tre punti g, pg, p; di M. Sia p, € €*([0, 1], M) il
segmento che congiunge po a p1. Abbiamo pop; = t pop;, pip; = (1 —1) pop;. Sia
a; = pop.q. Poiché pip,q = m — a;, otteniamo dalla (9.5.4), applicata ai triangoli
geodetici pop:q € p1p:g:

P’ + P Pop| — 2 Popy - Pid €08 & < Poq
P + (1= 17popi +2(1 = 1) Popy - PG cos a; < Piq -
Moltiplichiamo per (1—7) la prima e per ¢ la seconda diseguaglianza e sommiamole.
Otteniamo:
—2 —2 —2 =2
pig- +1(1 =) popy < (1 =1 pog” +1p1q".
Poiché per la diseguaglianza triangolare pop, > [pog — p14l, otteniamo che
g’ < (L=0pog’ +1p1q° ~ (1 = Dlpog — prql”
<(1=0°pog” + £P1q” +2(1 = 0pog - Piq
< (1= 1Pog + 1197,
da cui ricaviamo che la t — p;q ¢ convessa. O

Nella dimostrazione abbiamo ottenuto

Lemma IX.5.15. Siano po, p1, q tre punti di un aperto semplice convesso di una
varieta Riemanniana (M, g) a curvatura sezionale non positiva. Consideriamo il
segmento p; € €°([0, 11, M) di estremi py, pi. Allora

(9.5.6) Pq <(1-0pq +1Piq° —t(1 -0 popr, VO<t<1. O

Lemma I1X.5.16. Supponiamo che (M, g) abbia curvatura sezionale non posi-
tiva. Siano po € M ed N,, un intorno normale di py in M. Allora la funzione
P — ppy é differenziabile su Ny, \ {po} e

(9.5.7) d,ppo(w) = —|w|| cosa, Vpe Ny, Y'weT,M,
ove a ¢ [’angolo che il segmento [ py, p] forma con la direzione w.

DimostrAzZIONE. Sia f(p) = ppy. E f(Epro(v)) = |vl|. Quindi

(viw) —
df(p)(dExp,, (v)(w)) = L = |wllcosvw, se p = Exp, (v),v,w € T)p,M.
Poiché il trasporto parallelo preserva 1’ortogonalita lungo la geodetica, otteniamo
la tesi, perché ’angolo vw ¢ il supplementare di quello che il segmento [0, v] forma

con la semiretta {v + tw | t > 0}. O

Osservazione 1X.5.17. Si potrebbe utilizzare il LemmadlX.5.16]e la (9.5.7) per
dimostrare la convessita della funzione distanza, verificando che la derivata della
distanza di un punto di una geodetica dal punto fissato pg ¢ una funzione non
decrescente.
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Piu in generale, se (M, g) ¢ completa, connessa e semplicemente connessa
ed ha curvatura sezionale non positiva, allora la funzione M X M > (p1, p2) —
d(p1, p2) € R ¢ convessa e € fuori dalla diagonale.

Lemma IX.5.18. Supponiamo che (M, g) abbia curvatura sezionale non posi-
tiva. Siano p, € €°([0,11,M) e g, € €*([0, 1], M) due geodetiche uscenti dallo
Stesso punto pg i cui supporti siano contenuti in un aperto semplice convesso di M.
Allora

(9.5.8) d(pr,qr) < td(p1,q1), YO<tr<1.
DimosTRAZIONE. Abbiamo, per la (9.5.6):
pigi” < tPigy + (1 — ) pop; — (1 — 1) Dody.
P’ < 171G;° + (1 = ) pogr” — 1(1 — 1) Pop;.

Tenuto conto che pog; = ¢ poq;, sostituendo la prima diseguaglianza nella seconda
otteniamo

g < t(tpig; + (1= 0 popy — 11 = D pogy) + (1 = ) Pogy — (1 = 1) pop,
< pigi,
che ¢ la diseguaglianza cercata. O

Proposizione 1X.5.19. Supponiamo che (M, g) abbia curvatura sezionale non
negativa. Allora la funzione d : M X M — R e convessa.

DimostrAZIONE. Dobbiamo verificare che, se p;,g; € €*([0, 1], M) sono due
geodetiche, allora la funzione f(f) = p,q, € €°([0, 1],R) & convessa. 1l segmento
ry € €°°([0, 11, M) che unisce pg a g ha lo stesso punto iniziale di p; ed i segmenti

{t = ri—} e {t > ¢1—} hanno lo stesso punto iniziale go. Per il LemmdlX.5.1§|
valgono quindi

Dt <tp1qy. g, < (1=1)pogqy, YO0<t<1.
Otteniamo percio
mtSWsz”t_qu(l—t)WoJffmh YO<r<1.

La dimostrazione ¢ completa. O

Mostriamo ora che ogni gruppo compatto di isometrie di una varieta Rieman-
niana a curvatura non positiva ¢ un gruppo di rotazioni. 1l significato di questa
affermazione ¢ spiegato dall’enunciato seguente.

TeoreMA [X.5.20. Sia (M, g) una varieta Riemanniana connessa e completa,
con curvatura sezionale non positiva. Sia K un gruppo topologico compatto e
localmente compatto, che agisce su M come un gruppo di isometrie. Allora K ha
almeno un punto fisso in M.
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DimmosTrRAZIONE. Siano A la misura di Haar su K, normalizzata in modo che
sia fK d\h =1, e d la distanza su M a definita dalla metrica g. Fissiamo un punto
po € M e definiamo su M una funzione continua, ponendo

W(p) = fK 1d(p, kpo)P di).

Osserviamo che W(kp) = W(p) per ogni k € K. Dico che ¥(p) ha minimo in M.
Infatti, I’orbita Kpg ¢ compatta e quindi ha diametro 6 = max, ,,ekp, d(p1, p2)
finito. Se d(p, pg) > 296,

W(p) = fK d(p, kpo)P dhk) > fK 1d(ps po) — d(po, kpo)P dMk)
> 6% > W(po).

Per I'ipotesi che (M, g) sia completa, la palla chiusa B, (26) ¢ compatta. Il
minimo di ¥ su B(py, 26) & anche minimo di ¥ su M. Sia g € B, (26) un punto di
minimo di Y. Poiché ¥ ¢ K-invariante, per dimostrare che g € punto fisso di K &
sufficiente verificare che W(p) > ¥(qo) per ogni p # qo.

Sia p € M un punto distinto da gg, k € K ed a; I’angolo delle geodetiche
uscenti da gg e passanti per p e kpy, rispettivamente. Per il teorema del coseno ¢

() 1d(p, kpo)l* = Id(go, kpo)l* + 1d(p, go)I* — 2d(go, kpo)d(p, qo) cos a.

Poiché gg ¢ punto di minimo per ¥, indicando con ¢t — ¢, la geodetica di estremi
qo € p = q1, abbiamo

d
— f |d(gy, kpo)*dA(k)| = 0.
dt Jg =0

Fissato k € K, & i
dt

4G, kpo)* = =2d(p, q0) d(kpo, go) cos ay.
1=
Quindi, differenziando sotto il segno d’integrale, otteniamo

g g

[ dtao. - dtao. ko cos ety = .
G
Integrando () membro a membro abbiamo percio

¥(p) = W(qo) + Id(p, qo)*.

La dimostrazione ¢ completa. O

Questo teorema di punto fisso si pud considerare un caso particolare del teore-
ma di Cartan sull’esistenza del baricentro:

TeorEMA [X.5.21 (Cartan (1929)). Supponiamo che (M, g) sia completa, con-
nessa e semplicemente connessa, ed abbia curvatura sezionale non positiva. Sia
K un compatto non vuoto di M e \ una misura di probabilitc‘ﬂ su K. Allora la
funzione

f(p) = fK d(p, )PdA(g)

O cioe positiva e di massa totale 1.
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e strettamente convessa ed ammette un unico punto di minimo in M. Il suo gra-

dient e definito da
Vf(p) = f Exp,, (9)dMg).
K

DimvosTrAZIONE. La dimostrazione ¢ simile a quella del teorema precedente.
O

Interpretando una misura di probabilita come una distribuzione di massa tra i
punti di K, I'unico minimo del funzionale f ne ¢ il centro di massa. In particolare,
quando K consiste di un numero finito di punti py, p1,. . ., px, possiamo considerare
il poliedro deipuntip =topo+tip1+---+tgpr,cont; =0etog+t; +---+ 1 =1,
ove p ¢ il punto di minimo della funzione f(p) = Zfzot,-ld(p, pdI>. 1 punti interni
del poliedro di (k + 1) punti sufficientemente vicini tra loro formano una varieta di
dimensione minore o uguale di .

IX.6. Un teorema di Bochner
Sia G un gruppo topologico.

Derinizione IX.6.1. Un’azione locale di G su una varieta differenziabile M ¢ il
dato di un aperto U di M e di una applicazione continua ¢ : G X U — M tale che

(1 o ={p — P(a, p)} € € (U, M), VaeG,

2) G>3a— ¢, € €U, M) siacontinua,

(3) Pe(p) = Ple,p)=p, VpeUl,

4) Pa 0 Op(p) = Pplab)(p) sea,b € G, e p,Pp(p) € U.

Teorema 1X.6.2. Sia G un gruppo compatto. Supponiamo definita un’azione
locale di G su M con un punto fisso pg. Allora possiamo trovare una carta locale
(U, x) con centro in pg in cui G operi come un gruppo di trasformazioni lineari.

DimosTtrRAZIONE. Possiamo supporre che M = R", che ogni a € G definisca una
da € € (Bo(r), Bo(R) per due numeri reali 0 < r < R, e che 0 sia punto fisso di
tutte le ¢,. Indichiamo con y = (y',...,y™) le coordinate di R™. L’ applicazione

_ 9¢4(0)
0

Go>a— L,

€ GL,,(R)

che associa ad @ € G Lo Jacobiano di ¢, in 0 € un omomorfismo di gruppi tale che

$a(y) = Loy + o(ly), Va € G, Vy € Bo(r).

Sia A la misura di Haar biinvariante su G di volume 1 e definiamo la trasformazione

R(y) = fc L1 0 §u(y)dA(a).

Bl gradiente di f ¢ il campo di vettori Vf tale che df(p)(v) = (VfIv) per ogni v € T,M, per
ogni p € M.
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Per il teorema di derivazione sotto il segno d’integrale, I’applicazione R & differen-
ziabile su W e

OR(y) f 99a(y)

——v= | L,

dy dy
In particolare, OR(0)/dy = I, e quindi, per il teorema delle funzioni implicite, la R
definisce un diffeomorfismo di un intorno U di 0 in By(r) € R™ su un intorno U’
di 0 in R™.
Abbiamo poi, se b € G ed y, dp(y) € Bo(r):

LyoRO) = Ly fG Lyt © bay)dA(@) = fG LyLa+ 0 Ga(y)dA(@)

vdA(a), VYye€ By(r), YveR™.

= fG Lyt © Gt © pp()dA(b™) = R o gp(y).
Quindi, in un intorno sufficientemente piccolo di 0 in By(r), abbiamo
Ro fy o R™' = L(b).
La dimostrazione ¢ completa. O

TeoreEMA 1X.6.3. Sia G un gruppo topologico localmente compatto, con un’a-
zione locale su una varieta differenziabile M. Allora esiste un intorno dell’identita
N, in G tale che gli elementi di ogni sottogruppo di G che sia contenuto in N,
lascino fissi tutti i punti di un aperto non vuoto di M.

DmosTtrRAZIONE. Sia Uj un aperto non vuoto di M tale che ogni a € G definisca
un diffeomorfismo di Uy su un aperto di M. Fissiamo un qualsiasi aperto non
vuoto V) relativamente compatto in Uy e sia N, un intorno aperto relativamente
compatto dell’identita in G tale che ogni elemento di N, definisca un’applicazione
che trasformi V) in un aperto contenuto in Uy. Cid & possibile perché per ipotesi
I’applicazione ¢ ¢ continua per la topologia di gruppo topologico assegnata su G e
la compatta-aperta su 6 (Uy, M).

Possiamo supporre che Uy sia ’aperto di una carta locale x, con x(Up) =
Bo(R) = {x € R™ | |x| < R}, che x(Vy) = Bo(r) con 0 < r < R. Gli elementi
a di N, definiscono allora delle applicazioni y, € € (By(r), Bo(R)) e possiamo,
fissato un numero reale € < 1 con 0 < € < R — r, considerare un intorno N, di e
relativamente compatto in N, e tale che, per ogni a in N, sia

X = Wa(Ol + 1l — Oya/Oxl| < €, selx| <r.

Sia Gg un sottogruppo contenuto in N,. La sua chiusura ¢ un sottogruppo
compatto H = Gq contenuto in N, € N,. Sia A la misura di Haar biinvariante su
He definiamo, per x € By(r),

R = f Va(dA@)
H

Differenziando sotto il segno d’integrale otteniamo

OR(X) | | [ Ovya(x)
o V| = ‘L o vdA(a)

> -¢elv, VxeByr), YveR™
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In particolare, R ¢ invertibile nell’intorno di ogni punto x di By(r).
Per ogni b € H, per I'invarianza della misura di Haar abbiamo

Ro ¢y = f Y, 0 YpdA(a) = f GapdA(a) = f $apdA(ab) = R
H H H
ne segue che v, ¢ I’identita su By(r).
Da questo ricaviamo il teoremeﬁ sulla non esistenza di sottogruppi piccoli.

Teorema [X.6.4. Sia G un gruppo topologico localmente compatto di dif-
feomorfismi € di una varieta differenziabile M. Allora esiste un intorno N
dell’identita in G che non contiene sottogruppi di G diversi da {e}. O

CoroLrLARIO IX.6.5. Sia G un gruppo topologico di trasformazioni differenzia-
bili di una varieta M. Allora esiste un intorno dell’identita N, in G tale che, per
ognia € N, \ {e} esiste un intero k tale che a* ¢ N,.

TeorEMA 1X.6.6. Sia G un gruppo localmente compatto di diffeomorfismi di
una varieta M. Se lidentita e di G non e un punto isolato di G, allora H di G,
allora G contiene sottogruppi a un parametro.

83 Bochner e D.Montgomery, Locally compact groups of differentiable transformations, Annals
of Mathematics, 47, (1946) pp.639-653.

9Cid significa che ogni intorno di e in G elementi distinti da e.



CAPITOLO X

Gruppi di trasformazioni

X.1. 11 gruppo delle isometrie di uno spazio metrico

Sia (M, dy) uno spazio metrico. Indichiamo con B,(r) = {g € M | dy(q, p) < r}
e con Bp(r) = {q € M | dy(q, p) < r} le palle, rispettivamente aperta e chiusa, di
centro p e raggio R.

Dermizione X.1.1. Se (M, dy) ed (N,dy) sono due spazi metrici, un’applica-
zione f : M — N ¢ un’isometria se preserva le distanze, se cioe

dy(f(p1), f(p2)) = du(p1.p2), Yp1,p2 € M.

OsservazionE X.1.2. Ogni isometria ¢ un’applicazione continua e iniettiva.

Un’isometria di uno spazio metrico in sé pud non essere surgettiva. Si consideri
ad esempio il caso in cui M sia la semiretta { > 0} C R, con la metrica standard.
LaM>t— f(t) =t+ 1 € M ¢ un’isometria non surgettiva.

Dermizione X.1.3. Si chiama isometria globale o congruenza un’isometria
invertibile.

Le isometrie invertibili di (M, dys) in sé formano un gruppo, che chiamiamo
gruppo delle isometrie di M, ed indicheremo con I(M).

Proposizione X.1.4. Se (M, dy) e compatta e connessa, allora ogni isometria
di M in sé e globale.

DimosTRAZIONE. Sia f un’isometria di M in sé. L'immagine f(M) ¢ compatta
e quindi chiusa. Supponiamo per assurdo che f non sia surgettiva e sia pg € M
con 6 = dy(po, f(M)) = max,eydy(p, f(M)) > 0. Definiamo per ricorrenza
Pni1 = f(pn) = "1 (po) per ogni intero n > 0. Se 0 < n; < ny abbiamo

dy (P, Pny) = du(f" (po), £ (po)) = du(po, f* " (po)) = 6 > 0.

La {p,} non ha quindi punti di accumulazione in M, e ci0 contraddice la compat-
tezza di M. La dimostrazione ¢ completa. O

Lemma X.1.5. Sia (N,dy) uno spazio metrico localmente compatto. Siano
(M, dyy) un altro spazio metrico ed {f,} C € (M, N) una successione di isometrie di
M in N. Sia po un punto di M e supponiamo che la successione {f,(pg)} converga
in N ad un punto qo. Se r > 0 e By (r) ¢ compatta in N, allora possiamo estrarre
da {f,} una sottosuccessione { fi,} che converge, uniformemente su Bpo(r), ad una
isometria f : By (r) — By, (r).

189
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DimosTrAZIONE. Possiamo fissare un numero reale R > r tale che qu (R) sia an-
cora compatta in N. A meno di passare ad una sottosuccessione, possiamo supporre
che dy(f,(po), qo) < (R —r)/2 per ogni indice v. Allora

dv(f4(p), q0) < dn(fo(P), /(o)) + dn(fv(Po)sq0) < (R+71)/2+(R-7)/2 =R
se dy(p, po) < (R+71)/2,

ciod f,(Bp,((R +1)/2)) C By, (R) per ogni v.

Per ogni intero v possiamo fissare dei sottoinsiemi finiti A, di Bpo((R +7r)/2)
tali che A, C A,y1 € By (R +1)/2) C Upea,Bp(r27). Infatti, se cido non fosse
possibile, potremmo trovare un € > 0 ed, in Bpo((R + r)/2), una successione {p,}
con d(py,, pn,) > € se n # na. Ma questo darebbe una contraddizione, perché
le successioni {f,(pn)inen sarebbero allora prive di punti di accumulazione, pur
essendo contenute nel compatto By, (R).

Per ogni p € Bpo((R + r)/2), la successione {f,(p)}yen € a valori nel compat-
to By, (R) ed ammette percid una sottosuccessione convergente. Possiamo quin-

di costruire per ricorrenza una sequenza di successioni estratte {f,} O { ,fl)} D
DAY o - tali che d(£P(p), £4(p)) < r27H per ogni v,V se p € A,
Dico che la { V(V)}VeN converge uniformemente su B,,((R + r)/2) ad un’isometria
fiBp,(R+1)/2) = By, ((R+r)/2) € M. Abbiamo infatti

(A" (P £ ()
< inf (dvCA" ), A7) + NP 10D + dv ), £ (D) < 327,

Vpe Bpo((R +1r)/2), Vv < u.

Ne segue che, per ogni p € Bpo((R +r)/2),1a{ f,fv)(p)} ¢ una successione di Cauchy

a valori nel compatto By, (R). Le restrizioni a By, ((R + r)/2) delle £ convergono
quindi uniformemente ad una funzione f : Bpo((R +1r)/2) - qu(R). La fe
un’isometria ed inoltre, poiché f(pg) = qo, essa trasforma Bp(po) in qu(p) per

ognip < (R+r)/2. O

Considereremo nel seguito di questo paragrafo isometrie di uno spazio metrico
M in sé. Indicheremo per semplicita con d, invece che dy, la distanza su M.
Vale il seguente

Lemma X.1.6. Supponiamo che (M, d) sia uno spazio metrico localmente com-
patto e connesso e sia {f,} una successione di isometrie globali di M in sé. Sia
po € M e supponiamo che la successione {f,(po)} converga ad un punto qo di M.
Allora, ser > 0 e Bpo(r) e compatta, possiamo estrarre da {f,} una sottosucces-
sione {fi,} che converge, uniformemente su B, (r), ad un’isometria f di Bp,(r) su
B, (r).

DmvosTtrAZIONE. Fissiamo R > r in modo che B o (R) sia ancora compatta in M.
Se vy ¢ tale che d(f(po), g0) < (R —r)/2, allora, poiché abbiamo supposto che le f,
fossero invertibili, abbiamo

Foo(Bpo(R)) = By, (py)(R) D Byy (R +1)/2).
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Quindi anche B, (r) & compatta e possiamo applicare il Lemrn sia alla suc-

cessione {f,} che alla successione delle inverse {f, 11, Otteniamo cosi una sottosuc-

cessione {fi,} che converge uniformemente su B),(r) ad una isometria f a valori

in B, (r), e tale che la successione delle inverse { fk‘l} converga uniformemente su
4

By, (r) all'inversa della f. m|
Lemma X.1.7. Sia (M, d) uno spazio metrico localmente compatto e connesso.
Dati due punti qo, q di M é possibile trovare una successione finita qo, q1, . . ., qk €
numeri reali positivi ro, 11, ..., ry tali che
M qr =q;

(2) perognii=0,1,...,kla palla chiusa qu(ri) e compatta in M;
(3) d(gi»gi-1) <risiyperl1 <i<k

DimostrazIONE. Fissato il punto gg, indichiamo con N il sottoinsieme di M

formato dai punti g per cui ¢ possibile trovare una successione finita gy, . . . , gx che
soddisfi le condizioni (1), (2), (3). Se g € N e g = g per una sequenza qo, . . . , gx di
punti di M ed ry, . .., ry di numeri reali positivi che soddisfano le (1), (2), (3), allora

tutti i punti della palla B,(ry) appartengono ancora ad N. Quindi N ¢ aperto in M.
Supponiamo ora che g appartenga alla chiusura N di N e sia B,(R), con R > 0,
una palla compatta di M con centro in g. Allora possiamo trovare una succes-

sione q, . .., qx di punti di M ed ry, ..., r; di numeri reali positivi che soddisfano
(1),(2),(3), econd(gx, q) < R/2. Possiamo allora considerare le nuove successioni
q0, - - - »qk> qi+1 di punti di M ed r(’), e, r,’C +1 di numeri reali positivi, con rlf = r; per

i <k, r, = max(ry, R/2) ed ri; = R. Esse soddisfano le (1), (2), (3) e quindi g € N.
Cio dimostra che N & anche chiuso.

Poiché gp € N # 0, il sottoinsieme N di M & aperto e chiuso e non vuoto nel
connesso M e dunque uguale ad M. O

Proposizione X.1.8. Supponiamo che (M, d) sia connesso e localmente com-
patto. Sia po € M. Da ogni successione {f,} di isometrie globali di M per cui
{(po)} sia convergente si puo estrarre una sottosuccessione {fi,} che converga,
uniformemente sui compatti di M, ad un’isometria globale di M.

DimvosTrAZIONE. Inseriamo il punto pg in ua successione {p,},>o0 densa in M.
Per ogni psiapy > 0 tale che B, (p,) sia compatto in M. Mostriamo per ricorrenza
che ¢ possibile trovare una sequenza

{fv}D{flfO)}D---D{ 5#)}3...

di successioni, ciascuna estratta dalla precedente, tali che { f,f” )} converga unifor-

memente su | o< ijBpj(P ;). La possibilita di trovare la { V(O)} ¢ conseguenza del

Lemm Supponiamo sia ¢ > 0 e di aver costruito le { flfj)} per j < p. Siano
qo,---,qk CON go = po € gk = pr una sequenza finita di punti di M ed rg, ...,
di numeri reali positivi che soddisfino le condizioni (1), (2), (3) del Lemm
Possiamo prendere r; = p,,. Peril Lemm ¢ possibile estrarre da { f‘f"‘ -D } una
sottosuccessione {qﬁ(vo)} che converga uniformemente in tutti i punti di qu (rp). In

particolare, { E,O)(ql)} ¢ convergente e quindi, per il Lemm se ne puo estrarre
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una {¢f,l)} che converga uniformemente su Bql (r1). Per ricorrenza, otterremo dopo

. . k .. . .
k passi una successione estratta { E, )} di isometrie che converge uniformemente su
(1)

Bgy(ro) U+ -+ U By, (ry). In particolare, la {f,/"} = { 0y converge uniformemente su
Uosjs;zBp_;(Pj)-

La successione estratta { f,fv)} converge allora uniformemente su tutti i compatti
di M ad un’isometria f : M — M. Per dimostrare che f & globale, osserviamo che,
posto ¢, = [ ﬁfv)]‘1 e qo = f(po),la{p,(qo)} converge a pg. Possiamo allora inserire
go in una successione densa {q,},>0 di punti di M e ripetere il ragionamento svolto
in precedenza. Dalla {¢,} possiamo allora estrarre una sottosuccessione {¢y,} che
converge uniformemente su tutti i compatti di M ad una ¢, che si verifica facilmente
essere I’inversa della f trovata in precedenza. O

Dalla ProposiziongX.1.8|si ricavano gli enunciati seguenti.

TeorEMA X.1.9. Il gruppo (M) delle isometrie di uno spazio metrico connesso
e localmente compatto é localmente compatto rispetto alla topologia compatta-
aperta. O

ProposizioNe X.1.10. Il gruppo delle isometrie globali di uno spazio metri-
co localmente compatto (M, d) che lasciano fisso un punto po di M e un gruppo

compatto.
Le isometrie di uno spazio metrico compatto (M, d) formano un gruppo com-
patto. O

X.2. Un teorema di Bochner-Montgomery

In questo paragrafo dimostriamo il teorema di Bochner—Montgomeryﬂ che ci
dice che ogni gruppo localmente compatto di trasformazioni differenziabili & un
gruppo di Lie.

Siano M una varieta differenziabile e G un gruppo topologico di diffeomorfi-
smi di M. Si suppone che I’inclusione di G in (M, M) sia continua.

TeorEMA X.2.1. Supponiamo che G sia compatto e che vi sia un punto fisso pg
per tutte le a € G. Allora I’applicazione

(10.2.1) G 5 a — da € GLg(T),M)

e un monomorfismo di gruppi. Possiamo inoltre trovare una carta locale (U, x)
con centro in pg tale che, nelle coordinate x, gli elementi di a si scrivano come
trasformazioni lineari.

DmvosTrAZIONE. Fissiamo una carta locale (V, y) con centro in pg tale che y(V) =
Bo(R) = {y € R™ | |y| < R}. Fissiamo 0 < r < R in modo che [y(a(p))| < R se
p € Vely(p)| < r. Indichiamo con ¢, € € (By(r), Bo(R)) I’applicazione yoao y‘1
su Byo(r) e con L : G — GL,,(R) I’applicazione che fa corrispondere ad a € G lo
Jacobiano L, in 0 di ¢,. La L € un omomorfismo di gruppi e

$a(y) = Loy + o(hp), Ya € G, Vy € By(r).

ISalomon Bochner e Deane Montgomery, Locally Compact Groups of Differentiable
Transformations, Annals of Mathematics, 47, (1946), pp. 639-653
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Sia A la misura di Haar biinvariante su G di volume 1 e definiamo la trasformazione
R(y) = f Lot © buly)dA(a).
G

Per il teorema di derivazione sotto il segno d’integrale, I’applicazione R & differen-
ziabile su We

OR(y) 09a(y)
o Joe

In particolare, dR(0)/dy = I, e quindi, per il teorema delle funzioni implicite, la R
definisce un diffeomorfismo di un intorno U di 0 in By(r) € R™ su un intorno U’
di 0 in R™.

Abbiamo poi, se b € G ed y, dp(y) € Bo(r):

vdA(a), VYye€ By(r), YveR™.

Ly o R(y) = Ly f(; L1 0 §u(y)dA(a) = fG LyLg-1 © Ga(y)dA(a)

= j; Lyg1 © Gt (Gp()dAab™") = R o pp(y).

Quindji, in un intorno sufficientemente piccolo di 0 in By(r), abbiamo
RodpoR =L,
La dimostrazione ¢ completa. O

CoroLrLarIO X.2.2. Supponiamo che G sia compatto ed M connessa. Allora
l'unica trasformazione di G che lasci fissi i punti di un aperto non vuoto di M ¢é
I’identita.

DimosTRAZIONE. Sia a una trasformazione di G che lasci fissi i punti di un aper-
to non vuoto U di M. Il sottogruppo H degli elementi di G che lasciano fissi i punti
di U & un sottogruppo chiuso e quindi compatto di G. Sia N la parte interna dell’in-
sieme dei punti fissi comuni a tutte le applicazioni di H. Per ipotesi, N # 0. Se pg
appartiene alla chiusura di N, esso ¢ un punto fisso di tutte le trasformazioni di H.
Per il TeoremdX.2.1] possiamo trovare una carta locale con centro in py in cui tutti
gli elementi di H si scrivano come trasforazioni lineari. Ma una trasformazione
lineare che sia I’identita su un aperto non vuoto ¢ I’identita, e quindi gli elementi
di H lasciano fissi anche tutti i punti di un intorno di pg e quindi pg € N. Essendo
aperto e chiuso in M e non vutoto, I’inisieme N dei punti fissi delle trasformazioni
in H coincide con M. Quindi a € H = {idy;} e dunque a ¢ I'identita su M. O

Dimostriamo poi che un gruppo localmente compatto di trasformazioni diffe-
renziabili non contiene sottogruppi piccoli. 11 significato di questa affermazione ¢
spiegato nel teorema seguente.

TeorEMA X.2.3. Supponiamo che G sia un gruppo localmente compatto di
diffeomorfismi di una varieta connessa M. Esiste allora un intorno N, dell’identita
di G che non contiene sottogruppi non banali.
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DimostrAzIONE. Fissiamo una carta locale (U, x) con x(U) = Bg(R). Se0 < r <
R, indichiamo con U, I’aperto {p € U | |x(p)| < r}. Se a € €*°(U,, U) indicheremo
con ¢, € € (Bo(r), Bo(R)) I’applicazione x o a o x~! su Bo(r).
Sia N, un intorno compatto dell’identita in G tale che
a(U,) € Uripy2, Haq)a(x)
a(Ug+r)2) € U,
Sia Go un sottogruppo contenuto in N,. La sua chiusura € un sottogruppo

compatto H = G contenuto in N,. Sia A la misura di Haar biinvariante su H e
definiamo, per x € Bo((r + R)/2), 1a funzione > a valori in By(R),

R(x) = fH Pa(x)dA(a).

Differenziando sotto il segno d’integrale otteniamo
OR 0
9O, | [ 289,430
Ox H ox

In particolare, R ¢ invertibile nell’intorno di ogni punto x di By(r).
Per ogni b € H, per I'invarianza della misura di Haar abbiamo

Ro oy = fH a0 GpdA(a) = fH dapdA(a) = fH bupdA(ab) = R

su By(r). Ne segue, in particolare, che ¢, ¢ I’identita su un intorno di 0 in By(r).
La tesi ¢ allora conseguenza del CorollarigX.2.2] O

| r+R
<5, VYxl< ,

3 Ya € N,.

> Ll VxeBo((r+R)/2), YveR™

CororrLArIO X.2.4. Sia G un gruppo topologico di trasformazioni differenzia-
bili di una varieta M. Allora esiste un intorno dell’identita N, in G tale che, per
ogni a € G, con a # e, esista un intero positivo k tale che ak ¢ N..

DivostrazIONE. E sufficiente considerare I’intorno N, = {a € N, | ale N}
per un intorno N, dell’identita che non contenga sottogruppi non banali. O

Fissiamo un intorno compatto N, dell’identita in G che soddisfi la condizione
del CorollaridX.2.4l Se

(10.2.2) ko+1=inflheN|d" ¢ N,}, peracG,

abbiamo k, € NU {oo}, conk, =00, k, =0sea¢ N.el <k, <oosea €N, \ {e}.
Fissiamo una carta coordinata (U, x) in M, con centro in un punto pg € M,

U e M, ed x(U) = By(R) e poniamo, per 0 < r <R, U, ={p € U | |x(p)| < r}. Se

a(U,) c U, indicheremo con ¢, € € (By(r), Bo(R)) la funzione ¢, = xoa o X!
Fissiamo 0 < r; < rp < r3 < Red € > 0. Possiamo supporre che, se a € N,, sia

‘aq)a(x)

a(U,) € Uy, €a(U,,) € U, SUP.eg, || =g

-1,

Con le notazioni introdotte sopra, vale il
Lemma X.2.5. Possiamo trovare una costante positiva C tale che, se a € N,,
sia
= ¢a(0)| < Clkq,  VYx € Bo(ry).
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DimosTrAZIONE. Sia a € N,. Se x1, xp € By(rp), allora

g
Pa(x2) = Palx1) = f [d—%(xl +t(xp — Xl))] dt
0 1

1
= [f 83&(3(1 + t(x2 —xl))dt] (2—x1)=(x2—x1) +v
0 X

ove v & un vettore con |[v| < €|x; — xq].
Osserviamo ora che, se a € N,, poiché a,...,d« € N,, abbiamo G n(x) €
By(rs) se x € Bo(r1) e 0 < h < k,. Quindi

Gue (= x = 3" (@r(@ul) ~ G () = K@) = 2) + (1 4+ + ),

con |v;| < €|ld(x) — x| per ogni i = 1,...,k,. Otteniamo percio
r2 2 |Pgra(X) = x| = ko(1 = ©)IP(x) — x|, Vx € Bo(ry),
da cui segue la tesi. O

CoroLLARIO X.2.6. Con le notazioni del Lemma precedente, abbiamo
|x = (X)) < Chlky,, se heN, 0<h<k,.

TeorEMA X.2.7. Sia G un gruppo localmente compatto di diffeomorfismi di
una varieta M. Se l’identita e di G non é un punto isolato di G, allora EI di G,
allora G contiene sottogruppi a un parametro.

DmosTtrAZIONE. Fissiamo un intorno compatto N, dell’identita in G che non
contenga sottogruppi non banali e sia k, definito dalla (I0.2.2)). Ricordiamo che
1 <k, <oosea € N, \ {e}. Per ogni numero razionale g con 0 < ¢ < 1 ed
a € N, \ {0} sia k,(q) I’intero, con 0 < k,(q) < kg, definito da

k 1
ka(q) = sup{v e N|v < gk,}, taleciocche 0<g- # < o
a a
Sia ora {a,} una successione di elementi di N,, tutti distinti da e, che converga

ad e. Per ogni g € [0,1] N Q, la successione {aﬁ””(q)} ¢ a valori in nel compatto

N, e quindi se ne puo estrarre una convergente. Poiché [0, 1] N Q ¢ numerabile,
possiamo estrarre una sottosuccessione, che indicheremo ancora con {a,}, tale che
le {aﬁ"" (q)}neN siano convergenti per ogni g € [0, 1]NQ. Indichiamo con a(g) i limiti
di tali successioni.

Mostriamo ora che la funzione a(g), cosi definita per g € [0,1] N Q, si puo
estendere ad un sottogruppo a un parametro di G.

Per ogni punto py € M possiamo trovare una carta coordinata (U, x) con centro
in pg con x(U) = By(R) e per cui valga il LemmdX.2.5 Poiché lim, ks, =
oo, otteniamo che le ¢,, convergono uniformemente su By(ry) a delle ¢4 che
soddisfano, per il CorollarigX.2.6} la disuguaglianza |$a(g,)(x)-y 0| < Clg1 —qal,
perogni g1, g2 € [0, 1]NQ ed x in By(ry), per una costante C > (. Possiamo dunque
estendere in modo unico le ¢y a delle applicazioni ¢up) € € (Bo(r1), Bo(r2))
per t € [0,1]. Questo ci permette di definire le a(¢) per ¢ € [0, 1] e di verificare

2Cid significa che ogni intorno di e in G elementi distinti da e.
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che a(t) + 1) = a(t))a(ty) se t1,t,11 + 1 € [0, 1]. Poiché anche la successione
{a;l} approssima ’identita, lo stesso ragionamento ci permette di definire a(¢), per
—1 <t <£0,inmodo che sia a(t;+1) = a(t))a(ty) se t1, t, t1+1> € [-1, 1]. Possiamo
poi estendere a(t) a tutti i ¢+ € R in modo che sia a(kt) = [a()]* se k € N. Poiché
abbiamo supposto che G sia un sottogruppo chiuso del gruppo dei diffeomorfismi
di M per la topologia compatta-aperta delle applicazioni e delle loro inverse, a(f) &
un sottogruppo a un parametro di G. O

Dalla dimostrazione del TeoremdX.2.7] ricaviamo una caratterizzazione dei
generatori infinitesimali di sottogruppi a un parametro di G.

ProprosizionE X.2.8. I generatori infinitesimali X di sottogruppi a un parametro
di G sono tutti e soli gli elementi X € X(M) per cui esistono una successione
{a,} € G ed una successione k,, con k, — oo, tale che

(10.2.3) Xf = limpookn(@'f — f), Yf€E (M.

ProposizionE X.2.9. Sia G un gruppo localmente compatto di diffeomorfismi di
M. Allora i generatori infinitesimali di sottogruppi a un parametro di G formano
una sottoalgebra di Lie reale di dimensione finita di X(M).

DmosTrAZIONE. Sia ® I’insieme dei generatori infinitesimali di sottogruppi a
un parametro di G. Abbiamo 0 € &, come generatore infinitesimale del gruppo
banale {id,;}.

Se X € X(M) ¢ il generatore infinitesimale del sottogruppo a un parametro a(z),
e 4 € R, allora AX ¢ il generatore infinitesimale del sottogruppo a un parametro
t — a(Ar). Quindi @ ¢ chiuso rispetto al prodotto per scalare.

Siano a(?), b(¢) due sottogruppi a un parametro di G, con generatori infinitesi-
mali X, Y. Se ¢, = a(%) o b(%), otteniamo

lim,on(foc,— f)=Xf+Yf, VfeE(M).
In modo analogo, con d,, = a(%)b(%)a(%)b(%), e
limy—eor®(f o dy — f) = [X, Y1f, VfeE(M).
Per la ProposiziongX.2.8|questo dimostra che @ & un’algebra di Lie. O

Proposizione X.2.10. Se G ¢ un gruppo localmente compatto di diffeomorfismi
di M, allora I’algebra di Lie ® dei generatori infinitesimali dei suoi sottogruppi a
un parametro ha dimensione finita.

DmmosTrAZIONE. Si dimostra infatti che su G si puo definire una norma rispetto
alla quale la palla unitaria ¢ relativamente compatta. O
X.3. Alcuni risultati sui gruppi di trasformazioni

Vale il :

TeorEMA X.3.1. Siano M una varieta differenziabile numerabile all’infinito e
G un gruppo di diffeomorfismi di M in sé. Denotiamo con ® l’insieme dei campi
di vettori X € X(M) che generano sottogruppi a un parametro di G.
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Se la sottoalgebra di Lie reale di X(M) generata da ® ha dimensione finita,
allora ® e un’algebra di Lie e possiamo definire su G una struttura di gruppo di
Lie di trasformazioni di M, con algebra di Lie (isomorfa a) ®.

DimostrAZIONE. Se X € ®, indichiamo con R 5 r—Exp(tX) € G il gruppo
a un parametro di diffeomorfismi generato da X. Siano £(®) la sottoalgebra di
Lie reale di X(M) generata da ®, G un gruppo di Lie connesso e semplicemente
connesso con algebra di Lie 2(®), ed exp : ® — G la corrispondente applicazione
esponenziale. Ogni X € £(®) ¢ generatore infinitesimale di un gruppo locale a un
parametro di diffeomorfismi di M, che denoteremo ancora con Exp(zX):

Vx 3 (t,p) — Exp(tX)p € M, {0}x M c V& cRx M,
d
Exp(0X)p = p, d—tExp(tX)p = Xexpax)p» VYPEM, Y(t,p) € Vy.

I campi X di ® sono completi e quindi porremo Vy = (R X M), se X € ©.

Poiché abbiamo supposto che £(®) sia di dimensione finita, per i teoremi di
esistenza e unicita e dipendenza ¢ dai dati iniziali per i sistemi di equazioni diffe-
renziali ordinarie, possiamo trovare un intorno aperto % di ({e} x M) in (G X M)
tale che, se (g, p) € %, allora vi sono X € £(®) et € R tali che (t,p) € Vx e
g = exp(tX).

Per completare la dimostrazione, proviamo ora alcuni lemmi. O

Lemma X.3.2. Siano X, Y € 6. Allora Z = Ad(exp(X))(Y) € 6.

DimostrazIONE. Dobbiamo verificare che Z genera un sottogruppo a un para-
metro di G. Poiché

M > p — Exp(tZ)p = Exp(X) o Exp(tY) o Exp(-X)p e M
definisce per ogni t+ € R una trasformazione di G, il campo Z ¢ completo ed
appartiene a ®. O

Lemma X.3.3. ® genera L(®) come spazio vettoriale su R.

DmvosTtrAZIONE. Indichiamo con W il sottospazio vettoriale di £(®) generato
da ®. Per il lemma precedente, abbiamo Ad(exp($))(®) c ® e quindi, per line-
rarita, abbiamo anche Ad(exp(®))(W) c W. Poiché ® genera £(®) come algebra
di Lie, exp(®) genera G come gruppo. L’insieme degli elementi g € G per cui
Ad(g)(W) c W & un sottogruppo di G. Ne segue che Ad(G)(W) c W. Otteniamo
in particolare che Ad(exp(W))(W) c W, che ci da, differenziando, [W, W] c W.
Quindi W ¢ un’algebra di Lie e perciod coincide con £(®). O

Lemma X.3.4. £(6) = 6.

DimosTRAZIONE. Siano Xi,..., X, € ® una base di £(®) come spazio vettoria-
le. Allora I’applicazione

nXp+---+4,X,— exp(thl) cee exp(tan)

¢ un diffeomorfismo di un intorno Ny di O in £(®) su un intorno U, dell’identita e
di G. Quindi, se Y € £(®), possiamo trovare un € > 0 e funzioni g; : (—¢, €)>R
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tali che 3" | a;()X; € No ed
exp(tY) = exp(ai1()X1) - - -exp(a,(HX,) inGse [f <e.
Questa uguaglianza ci da la
Exp(tY) = Exp(a;(t)X1) o - -- o Exp(a,(H)X,) suMse |t <e.

Definendo Exp(tY) = (Exp[(¢/v)Y])” se |t| < ve, otteniamo che ¥ € ®. Questo
completa la dimostrazione del lemma. O

Proseguiamo nella dimostrazione del TeoremaXVI.2.1]

Sia G* il gruppo di diffeomorfismi di M generato da exp(®). Poiché G* ¢
generato dai sottogruppi a un parametro contenuti in G, abbiamo G* ¢ G. Poiché
per ogni g € G ed ogni sottogruppo a un parametro R > r—a, € G anche R >
t—ad(g)(a;) € G ¢ ancora un sottogruppo a un parametro di G, il sottogruppo G* ¢
normale in G. Inoltre, ’applicazione ad(g) : G*—>G™* ¢ continueﬂ per la topologia
di gruppo di Lie di G*, perché trasforma sottogruppi a un parametro in sottogruppi
a un parametro.

11 TeoremdX VI.2.1|¢ conseguenza del lemma seguente.

N

Lemma X.3.5. Sia G* un sottogruppo normale di un gruppo G. Se G* e un
gruppo topologico e le applicazioni ad(g) : G*—G™ sono continue per ogni g € G,
allora vi é un’unica topologia di gruppo topologico su G per cui G* sia aperto in

G.

DmosTtrAZIONE. Definiamo su G la topologia meno fine per cui sono aperti tutti
gli insiemi L,(A) con A aperto di G*. Si verifica facilmente che questa topologia ¢
I’unica con le proprieta richieste nell’enunciato del lemma. O

OsservazIoNE X.3.6. Osserviamo che la topologia su G che si ottiene nel Teo-
remdX VL.2.1| pud risultare pit fine della topologia compatta-aperta. Inoltre, non &
detto che le componenti connesse di G, con la topologia che abbiamo definito, for-
mino un insieme di cardinalita al pit numerabile. Possiamo ad esempio considerare
I’azione sul gruppo additivo R, che identifichiamo alla varieta M, di un qualsiasi
suo sottogruppo G totalmente sconnesso: in questo caso ® = {0} ed otteniamo su
G la topologia discreta.

TeoremA X.3.7. Siano M una varieta differenziabile connessa e numerabile
all’infinito e G un gruppo localmente compatto di trasformazioni differenziabili di
M. Allora i generatori infinitesimali dei sottogruppi a un parametro di G é una
sottoalgebra di Lie di dimensione finita di X(M).

DIMOSTRAZIONE. O

3 Un teorema di Chevalley ([Theory of Lie groups. Princeton Univ. Press, 1946], p.128) ci dice
che, se G e G’ sono due gruppi di Lie, un omomorfismo algebrico ¢ : G—G’ ¢ un omomorfismo di
gruppi di Lie se e soltanto se trasforma sottogruppi a un parametro di G in sottogruppi a un parametro
di G'.
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X.4. Parallelismo assoluto

Ricordiamo che un parallelismo assoluto su una varieta differenziabile M &
una sezione o~ € (M, L(M)) del fibrato dei suoi sistemi di riferimento. In modo
equivalente, ¢ il dato di m campi di vettori X1,...,X,, che definiscano, in ogni
punto p € M, una base (X;(p),...,Xu(p)) di T,M. Un diffeomorfismo f : M—M
definisce un diffeomorfismo di fibrati principali f : L(M)—-L(M).

DEermizione X.4.1. Se (M, o) ¢ la coppia formata da una varieta differenziabile
M e da un parallelismo assoluto o~ assegnato su M, chiameremo automorfismi di
(M, o) i diffeomorfismi f : M— M tali che fOO' =ogof,cioedfoo(p)=a(f(p))
perogni p € M.

Gli automorfismi di (M, o) formano un gruppo, che denoteremo Aut(M, o).

TeorEMA X.4.2. Sia (M, o) la coppia formata da una varieta differenziabile
connessa M numerabile all’infinito e da un parallelismo assoluto o su M. Allora
Aut(M, o) e un gruppo di Lie di trasformazioni con dimgAut(M, o) < dimg M. Pii
precisamente, per ogni p € M, ’applicazione

(*) Aut(M, o) > g—g(p)e M

e iniettiva e la sua immagine e una sottovarieta chiusa di M. Vi e un’unica struttura
di gruppo di Lie su Aut(M, o) per cui la (%) sia un diffeomorfismo.

DimmosTtrAZIONE. Sia o(p) = (X1(p),...,Xm(p)) e sia B il sottospazio vetto-
riale reale di X(M) generato da X1, ..., X,,. Per definizione, le trasformazioni di
Aut(M, o) lasciano B invariante. In particolare gli elementi di Aut(M, o) commu-
tano con gli elementi dei sottogruppi a un parametro ¢,(¢) di diffeomorfismi di M
generati dagli elementi v di 8. Poniamo 7, = ¢,(1). Osserviamo che, per ogni
punto p € M, 7,(g) ¢ definita per v in un intorno di 0 in B e ¢ in un intorno di p in
M.

Lemma X.4.3. Per ogni p € M I’applicazione Aut(M,o) > g—g(p) e M ¢
iniettiva.

DimvosTrAZIONE. Per ogni g € Aut(M, o) I'insieme Fy = {g € M| g(q) = g} dei
punti fissi di g € un sottoinsieme chiuso di M. Fissato un punto g € M, al variare di
v in un intorno di 0 in B, gli elementi 7,(q) sono definiti e formano un intorno di ¢
in M. Poiché, come abbiamo osservato, g o 7, = 7, © g, otteniamo che F, contiene
un intorno di g. Dunque F, risulta aperto e chiuso in M e quindi o ¢ vuoto, o
coincide con M per I’ipotesi che M sia connesso. O

Siay : [0,T]->M (T > 0) una curva differenziabile. Risultano allora deter-
minate m funzioni scalari a; : [0, T]—-R tali che (1) = 377", a;(t)Xi(y(t)) per ogni
t € [0,T]. Due curve differenziabili y;,y; : [0, T]—=M si diranno parallele nel
parallelismo completo o se afﬂ(t) = afyz(t) per ogni t € [0, T]. Osserviamo che,
data una curva differenziabile y : [0, T]—M ed un punto g, vi & al pit una curva
differenziabile y’ parallela a y ed uscente dal punto g; esistera poi comunque, per
qualche 0 < € < T sufficientemente piccolo, una y’ : [0, e]>M uscente da pg e
parallela alla restrizione di y a [0, €].
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Lemma X.4.4. Per ogni pg € M, I’insieme Aut(M, o)(pg) & chiuso in M.

DmvosTrAZIONE. Sia {a;} una successione di elementi di Aut(M, o) tali che
{ax(po)} converga a un elemento gg € M.

Dimostriamo che ogni curva vy : [0, 1]—-M uscente dal punto py ammette una
parallelay’ : [0, 1]—M uscente da qo.

A questo scopo, indichiamo con T I’estremo superiore dei numeri reali a > 0
per cui la restrizione di y a [0, a] ammette una parallela y/, con punto iniziale go.
Vogliamo dimostrare che esiste la parallela y7.. A questo scopo, osserviamo che
esistono le parallele 7, per ogni 0 < 7" < T e che per ogni tcon 0 <t < T,
abbiamo limy e ar(y(?)) = v, () per0 <t < T’ < T.

Fissiamo poi un intorno By di 0 in B e un intorno U di y(T') in M tali che 7,(p)
sia definita per v € By e p € U. Allora 7, ¢ anche definita, per v € B, su tutti gli
insiemi ax(U). Sia #p < T tale che ax(y(ty)) € U perogni k > 1 e y(T) = 7,,(y(t0))
per qualche vy € By.

Possiamo allora definire y7. ponendo y7.() = vy, (1) se 0 <t < T' < Te
Yr(T) = 7, (yq, (to)) se to < T" < T.

Se fosse T < 1, potremmo prolungare 7. con una parallela a y(t — T) uscente
dal punto y7.(T), contraddicendo la definizione di 7. Quindi T = 1 e questo di-
mostra I’esistenza della parallela. Poiché y’(1) = limg_c ax(y(1)), I’estremo y’(1)
non dipende dalla scelta del cammino y, ma soltanto dal suo punto finale y(1).

Dimostriamo in questo modo che {ax(q)} converge per ogni g € M e otteniamo
quindi un’applicazione a : M— M mediante a(g) = lim_, ar(q) per ogni g € M.
Poiché 7,(a(q)) = a(r,(g)) per ogni g € M, la a ¢ chiaramente differenziabile.
Si puo dimostrare che ¢ invertibile, ripetendo i raginamenti appena svolti per la
successione delle applicazioni inverse {a,;1 ). O

Abbiamo facilmente:

Lemma X.4.5. Sia | algebra di Lie dei campi di vettori X € X(M) tali che
[X, B] = {0}. Per ogni p € M, I’applicazione 1 > X—X(p) € T,M é iniettiva.

DmmosTrAZIONE. I generatori di sottogruppi a un parametro di Aut(M, o) sono
gli elementi di [ che generano sottogruppi a un parametro di diffeomorfismi di M.
Quindi, per il Teorema[XVIL.2.1] il gruppo Aut(M, o) & un gruppo di Lie, e I’appli-
cazione Aut(M, o) > a—a(p) € M definisce per ogni p € M un diffeomorfismo di
Aut(M, o) con una sottovarieta differenziabile chiusa di M. O

Completiamo ora la dimostrazione del Teorema Linsieme ® dei
campi di vettori X € [ che generano sottogruppi a un parametro di trasformazioni
di M ¢ una sottoalgebra di Lie di [, e quindi ha dimensione finita. Possiamo percio
applicare il Teorema[XVI.2.T|al gruppo G = Aut(M, o) e a ®, e concludere che G
ha una struttura di gruppo di Lie con algebra di Lie ®. Poiché I’azione G X M—M
¢ differenziabile, fissato un qualsiasi punto pg € M, I'immersione differenziabile
G > g—g(po) € M & un diffeomorfismo di G con una sottovarieta differenziabile
chiusa di M. O
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Ricordiamo che vale il teoremeﬁ]:

TreorEMA X.4.6 (Bochner-Montgomery). Sia G un gruppo topologico localmen-
te compatto e numerabile all’infinito di trasformazioni differenziabili di una varieta
differenziabile paracompatta M. Allora G é un gruppo di Lie.

Ricordiamo ancoraE] il:

TeorEMA X.4.7 (Dantzig-van der Waerden). Sia (E, d) uno spazio metrico lo-
calmente compatto. Sia Isom(E, d) il gruppo delle isometrie di (M, E) e, per x € E,
indichiamo con Isom,(E, d) lo stabilizzatore di x in Isom(E, d). Consideriamo su
Isom(E, d) la topologia compatta-aperta. Allora Isom(E, d) ¢ localmente compat-
to e Isom,(E, d) e compatto per ogni x € M. Se M e compatto, anche Isom(E, d)
é compatto.

OsservazioNE X.4.8. Ricordiamo ancora che, se (M, g) ¢ una varieta Rieman-
niana e d ¢ la distanza nella metrica corrispondente, allora le isometrie f : M—M
per la metrica d sono applicazioni differenziabili che preservano il tensore g del-
la metrica. Indicheremo nel seguito con O(M, g) il gruppo delle isometrie della
varieta Riemanniana (M, g), cio¢ :

OM.,g)={feC (M. M)|f"g=g}.
Se d ¢ la distanza su M definita dalla metrica g, allora Isom(M, d) = O(M, g).

4S.Bochner, D.Montgomery Locally compact groups of differentiable transformations, Ann. of
Math. 47 (1946), pp.639-657.

SD.Dantzig, B.L.van der Waerden Uber metrish homogene Riume, Abh. Math. Sem. Univ.
Hamburg 6 (1928) pp.374-376. Una dimostrazione completa si puo trovare anche in: Kobayashi-
Nomizu Foundations of Differential Geometry, New York: John Wiley & Sons, vol.1, 1963, alle
pagine 46-50.






CAPITOLO XI

Trasformazioni e decomposizione di de Rham

XI.1. Applicazioni affini

Siano M, N due varieta differenziabili, di dimensioni m, n rispettivamente.

Un’applicazione f € €°(M, N) trasforma un campo di vettori V € €, M)
lungo una curvay € €*°(I, M) in un campo di vettori df(V) lungo la curva f oy €
E(,N).

Supponiamo fissate su M ed N due strutture affini.

Derinizione XI.1.1. Diciamo che f € €*(M, N) ¢ un’applicazione affine se,
perogniy € €, M) ed ogni campo di vettori V parallelo lungo y in M il campo
di vettori d f(V) ¢ parallelo lungo f oy in N.

Siano &y = (Py LN M)eE&y : (Py o, N) due fibrati d’olonomia su M ed N,
con gruppi di olonomia Gy e Gy, rispettivamente. Ad essi possiamo associare il
sottofibrato & di Ly, il cui spazio totale consiste delle coppie (o, 7) in Py X Py.

Proposizione X1.1.2. Supponiamo che M sia connessa. Condizione necessa-
ria e sufficiente affinché f € €°(M,N) sia una trasformazione affine é che la
restrizione Jf : Py — Homg(R™,R") del suo Jacobiano a Py sia costante.

DiMoSTRAZIONE. Sia y € €*°(I, M) una curva, definita su un intervatto I di R
contenente 1’origine. Siano pg = y(0) e go = f(po). Fissiamo due sistemi di
riferimento o9 € Pyyp, € To € Py, € siano « il sollevamento orizzontale di y per
oo e S il sollevamento orizzontale di foy per 7¢9. I campi di vettori orizzontali
lungo y sono della forma av, con v € R™. La condizione affinché f sia affine & cheEI
df(av) = B If(a,B)v sia parallela lungo f oy, cioe che If(a,B)v per ogni v € R™,
e quindi Jf(a, ), sia costante su /. Poiché Py, ¢ il luogo dei punti che si possono
connettere a op mediante cammini orizzontali, ne segue la tesi. O

OsservazioNE XI.1.3. In particolare, se consideriamo su R™ ed R” le connessio-
ni affini standard, con curvatura e torsione nulle, i concetti di applicazione affine da
R™ in R" nel senso della geometria elementare e di quella differenziale coincidono.

Prorosizione X1.1.4. Un’applicazione affine f € €°°(M, N) trasforma geode-
tiche in geodetiche. Se p € M ed f(p) = q, allora f(Expp(v)) = Equ(d f(po)v) per
ogni v in un intorno aperto di 0 in T, M. O

IRicordiamo che lo Jacobiano di f nei sistemi di riferimento «, 8 ¢
If@.p)=p"odfoa:R" 5 R".

203
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CoroLrario X1.1.5. Se M é connessa, fissatip € M, g € N ed A € Homg(T,M, TyN),
vi e al pitt un’applicazione affine f € €*°(M, N) tale che f(p) = gedf(p) =A. O

Proposizione X1.1.6. Con la topologia compatta-aperta linsieme delle appli-
cazioni affini f € €°(M, N) é una varieta differenziabile di dimensione minore o
uguale ad n(m + 1). O

Esempio XI.1.7. Se M & una varieta affine completa, le geodetiche in € (R, M)
formano una varieta differenziabile diffeomorfa a T M, e quindi di dimensione 2m.

Fissiamo su §™ la connessione di Levi-Civita associata alla metrica standard.
Allora le trasformazioni affini di S™ in sé sono isometrie e formano un gruppo di
dimensione m(m + 1)/2, isomorfo ad SO(m + 1). Se invece di S consideriamo
lo spazio di Lobaceskij H,, = SO*(1,m)/SO(m) di dimensione m, il gruppo delle
affinita ¢ generato dalle isometrie e dalle omotetie con centro in un punto, ed ha
dimensione m(m + 1)/2 + 1.

XI1.2. Sottovarieta affini

Dermizione X1.2.1. Una sottovarieta differenziabile N di una varieta differen-
ziabile affine M si dice affine se i trasporti paralleli di vettori tangenti ad N lungo
curve con supporto in N sono ancora tangenti ad N.

Proposizione X1.2.2. Se N e una sottovarieta differenziabile affine di una va-
rieta differenziabile affine M, allora vi ¢ un’unica connessione lineare su N per cui
Uinclusione N — M sia un’applicazione affine.

DimvosTrAZIONE. L’unicita ¢ conseguenza del fatto che il trasporto parallelo ca-
ratterizza completamente la connessione. Possiamo supporre che M, N siano con-

nesse. Sia § = (P 5 M) un fibrato d’olonomia di M, con gruppo strutturale G.
Fissato un punto po di N ed un riferimento o € Pp,, sia

V={veR"|ogveTyN}.

Sia P’ il sottospazio di P che consiste di tutti i riferimenti o= € P che possono essere
congiunti a o dal rialzamento orizzontale di un cammino in N. Poiché N ¢ una
sottovarieta affine, abbiamo allora

T,N={ocv|veV}, VoeP, VpeN.

Infatti dalla definizione di sottovarieta affine segue che o (f)v € tangente ad N per
ogni vettore v € V ed ogni cammino orizzontale in 77! (N) C P con punto iniziale
0. Quindi v € TN per ogni v € R" e vale ’'uguaglianza perché i due spazi
vettoriali hanno la stessa dimensione.

Il gruppo G’ = {a € G | opa € P’} & un sottogruppo di Lie di G che lascia
invariante il sottospazio vettoriale V. Possiamo allora considerare il sottofibrato
n=(Q N N) di L(N) la cui fibra in p € N consiste degli isomorfismi o : V —
T,N al variare di o in P,. Abbiamo quindi un’applicazione naturale @ : P" — Q
che consiste nella restrizione a V degli elementi di P’. Per ogni v € V vi ¢ su Q un
unico campo di vettori v¢ che & @-correlato a v*. T campi v¢ definiscono in Q la
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distribuzione orizzontale di una connessione G/ -lineare, ove Gy, ¢ il gruppo delle
restrizioni a V degli elementi di G’. O

Lemma X1.2.3. Siano p un punto di una varieta differenziabile affine M e W
un sottospazio vettoriale di T, M. Esiste al piit un germe di sottovarieta affine N di
MconpeNeT,N=W. O

Proposizione X1.2.4. Se N e una sottovarieta affine connessa di una varieta
differenziabile affine completa M, allora N é una sottovarieta aperta di una sotto-
varieta affine di M completa. O

XI1.3. Varieta totalmente geodetiche

Sia M una varieta differenziabile, S una sua sottovarieta. Un’applicazione
continua ¢ : N — S, percui N > p — ¢(p) € M sia differenziabile, ¢ anche
differenziabile come applicazione a valori in S.

Se (M, g) ¢ una varieta Riemanniana, possiamo considerare su S la struttu-
ra Riemanniana definita dalla restrizione & della metrica g. Le geodetiche di M
contenute in §' sono anche geodetiche di S. In generale non ¢ vero il viceversa.

Dermnizione X1.3.1. Diciamo che una sottovarieta S di M ¢ geodetica in p se
contiene tutte le geodetiche di M tangenti ad S in p. Diciamo che S ¢ fotalmente
geodetica se ¢ geodetica in ogni suo punto.

Le sottovarieta geodetiche 1-dimensionali sono le geodetiche massimali di M.

Proposizione X1.3.2. Sia S una sottovarieta di M, geodetica in un punto p €
M. Se M e completa, allora anche S é completa.

Proposizione X1.3.3. Se la sottovarieta S di M e totalmente geodetica, allora
Uinclusione S — M ¢ un’isometria locale.

TeoreMA X1.3.4. Sia (M, g) una varieta Riemanniana ed S una sua sottova-
rieta, completa per la restrizione della metrica g. Se il trasporto parallelo in M
lungo le curve di S trasforma vettori tangenti ad S in vettori tangenti ad S, allora
S ¢ totalmente geodetica. Viceversa, se S e totalmente geodetica, il trasporto pa-
rallelo in M lungo le curve di S trasforma vettori tangenti ad S in vettori tangenti
ads.

DmosTtrAZIONE. Poiché abbiamo supposto S completa, la dimostrazione si ri-
duce a considerare la situazione locale. Bastera allora verificare che, se si scelgono
coordinate locali x!, ..., x" tali che x', ..., x siano coordinate locali su S, allora i
simboli di Christoftel della connessione di Levi-Civita su S si ottengono da quelli
della connessione di Levi-Civita su M per restrizione del dominio di definizione
degli indici. O

TeoreMA X1.3.5. Sia (M, g) una varieta Riemanniana connessa, semplicemen-
te connessa, completa, con curvatura sezionale negativa. Sia S una sua sottova-
rieta totalmente geodetica. Per ogni p € S, le geodetiche uscenti da p e perpendi-
colari ad S formano una sottovarieta S j ed M ¢ unione disgiunta delle sottovarieta
S+ al variare di p in S.



206 XI. TRASFORMAZIONI E DECOMPOSIZIONE DI DE RHAM

DimosTrAZIONE. Abbiamo, per ogni p € S,
S = expp(TpS), S; = expp(T[fS).

Poiché exp,, : TyM — M ¢ un diffeomorfismo, S j ¢ una sottovarieta.

Se g € M, poiché S & chiusa, vi &€ un punto p € S che realizza la minima
distanzadigdaSege S ‘j. Tale punto p ¢ unico, perché se ci fosse un altro punto
p’ che realizza la minima distanza, le geodetiche da ¢ a p e a p’ formerebbero
angoli di /2 con il segmento di geodetica di S che congiunge p a p’ e ci sarebbe
quindi un triangolo geodetico con somma degli angoli interni > 7. O

XI.4. Trasformazioni affini

Sia M una varieta affine.

Dernizione X1.4.1. Un diffeomorfismo f € €°(M, M) di M in sé si dice una
trasformazione affine se € un’applicazione affine.

L’inversa di una trasformazione affine € ancora una trasformazione affine. Ab-
biamo quindi

Proposizione X1.4.2. La trasformazioni affini di M formano un gruppo. O
Norazione X1.4.3. Indicheremo con A(M) il gruppo delle trasformazioni affini
di M.
Derinizione X1.4.4. Ad ogni diffeomorfismo f € € (M, M) corrisponde 1’au-
tomorfismo
(11.4.1) f:L(M)> 0 — df oo € L(M),
che chiamiamo il rilevamento Jacobiano di f.

Lemma X1.4.5. Un diffeomorfismo f € € (L(M),L(M)) ¢ il rilevamento Jaco-
biano di un diffeomorfismo di M se e soltanto se preserva le fibre e lascia invariante
la forma canonica 0 di L(M).

DmvosTrAZIONE. Se f & il rilevamento Jacobiano di un diffeomorfismo f di M
insé, e w € T,L(M), abbiamo

(F0)w) = 0(df W) = [f( )] ' m(df W) = [F()] ' df (. (w))
=0 lodf ' odf(m.(w)) = o lm.(w) = 0(w), VYw e T,L(M).

Viceversa, un diffeomorfismo s di L(M) in sé che lascia invariante la 0, preserva
le fibre in quanto

Y*0(wa) = 0(dy(wa)) = y(oa) 'dy(wa) = a o,
ci dice che Y(oa) = Yy(o)a, Yw € TL(M), Ya € GL,,(R).
Detto f il diffeomorfismo indotto sulla base abbiamo
'w = o0(w) = oW 0)w) = o o [Y(o)] ' df(mw), Yw e ToL(M).
Quindi (o) o o~ = df, ciot y =df oo = f. O
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Proposizione X1.4.6. Un diffeomorfismo f di M é una trasformazione affine se
e soltanto se il suo rilevamento Jacobiano preserva la forma di Cartan .

Viceversa, un diffeomorfismo di L(M) che preservi la forma canonica e la
forma di Cartan e il rilevamento Jacobiano di una trasformazione affine di M.

DiMosTRAZIONE. Se f & una trasformazione affine, allora f preserva la distribu-
zione orizzontale e quindi la forma di Cartan, e viceversa. L’ultima affermazione
segue dal fatto che un diffeomorfismo di L(M) che preservi la forma canonica ¢ il
rilevamento Jacobiano di un differomorfismo di M. O

Proprosizione X1.4.7. Un diffeomorfismo f di M e una trasformazione affine se
e soltanto se f lascia invarianti i campi orizzontali fondamentali.

DIMOSTRAZIONE. Se f € € (M, M) & una trasformazione affine, allora f lascia
invarianti 6 ed w, e quindi anche i campi v* (con v € R™), caratterizzati da 6(v*) = v
ed o(v*) = 0. Viceversa, da df(v*) = v* per ogni v € R segue che f preserva
la distribuzione orizzontale e quindi ¢ una trasformazione affine. Come vedremo
nel seguito, le isometrie di una varieta Riemanniana di dimensione n formano un
gruppo di Lie di dimensione minore o uguale ad n(n — 1)/2. di dimensione O

Prorposizione X1.4.8. Sia M sia una varieta differenziabile affine connessa.
Allora una trasformazione affine di M é completamente determinata dal suo diffe-
renziale in un punto.

DmosTRAZIONE. Siano fi, f, due trasformazioni affini di M. 1l luogo N dei
punti di M in cui f; ed f» coincidono con i loro differenziali ¢ chiuso. Poiché
f,-(Expp(v)) = Expfi(p)(df(pi)(v)) per ogni p € M e v in un intorno di 0 in T}, M,
I’insieme N ¢ anche aperto. Se quindi N # 0, ¢ N = M per 'ipotesi che M sia
connessa. O

Vale il

Teorema X1.4.9. Il gruppo A(M) delle trasformazioni affini di M é un gruppo
di Lie di dimensione minore o uguale ad m(m + 1).

DivosTtrAZIONE. Consideriamo su R™ e su gl,,(R) i prodotti scalari standarcﬂ
Allora il rilevamento Jacobiano di una trasformazione affine ¢ un diffeomorfismo
di L(M) che preserva la metrica

8(X,Y) =(0X)0(Y)) + (w(X)|w(Y)), VoelL(M), VX,Y € T,L(M).

Quindi A(M) & un gruppo topologico localmente compatto per il Teorema di van
Dantzig-van der Waerden®| e, per il teorema di Bochner—Montgomeryﬁ] un grup-
po di Lie. Per la ProposiziondXL.4.8| la sua dimensione & minore o uguale alla
dimensione m(m + 1) dello spazio totale L(M) dei sistemi di riferimento di M. O

2B (vw) = wiv se v, w € R ed (X|Y) = traccia(Y'X) se X, Y € gl,,(R).

3David van Dantzig (1900-1959) e Bartel Leendert van der Waerden 1903-1996) sono matema-
tici olandesi. Il risultato citato & in Uber metrisch homogene Riume, Sem. Univ. Hamburg 6, (1928),
pp.374-376.

4Salomon Bochner e Deane Montgomery, Locally compact groups of differentiable
transformations, Annals of Mathematics, 47, (1946), pp. 639-656.
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X1.5. Affinita infinitesime

Ad un campo di vettori X sulla varieta M corrisponde un gruppo locale un
parametro di diffeomorfismi di M. Il suo rialzamento Jacobiano € un gruppo locale
a un parametro di diffeomorfismi di L(M).

Dermvizione X1.5.1. 11 suo generatore infinitesimale X si dice il rilevamento
Jacobiano di X.

Lemma X1.5.2. Un campo di vettori X su L(M) ¢ il rilevamento Jacobiano di
un campo di vettori X su M se e soltanto se verifica le due condizioni:

(11.5.1) dR,(X) =X, VYaeGL,R),
(11.5.2) L0 =0.

DimosTrRAZIONE. Sia X € X(M) un ‘campo di vettori su M e {¢,} il gruppo locale
a un parametro da esso generato. Da 70 = 0 otteniamo la (T1.5.2). E poi ¢,(c0") =
d¢; o o, e quindi

N d A d N
dR,(X,) = (E)tzoqb,(o'a) = (E)lzodgb, ooa =Xy VYoeL(M), Yae GL,,(R).

Viceversa, se valgono le (IT.5.1), (T11.5.2)), il gruppo a un parametro generato
da X consiste di diffeomorfismi locali di L(M) che preservano le fibre e lasciano
la 0 invariante, e sono quindi, per il LemmaXT.4.5]il rilevamento Jacobiano di un
gruppo locale a un parametro di automorfismi di M, il cui generatore infinitesimale
X soddisfa Xz = 1.(Xs) per ogni o € L(M). O

Supponiamo che M sia una varieta differenziabile affine.

Dernizione X1.5.3. Un campo di vettori X su M & un’affinita infinitesima se il
gruppo locale a un parametro da esso generato consiste di affinita locali.

Proposizione X1.5.4. Sia X un campo di vettori su M ed X il suo rilevamento
Jacobiano. Sono equivalenti:
(1) X e un’affinita infinitesima;
(2) Lyw = 0;
3) [X,v]=0, ), per ogniv e R™;
(4) [X.¥] = [X, Y], per ognf|Y € X(M).
(5) Lx o Vy = Vyo Lx = Vixy), per ogni Y € X(M).

DmvosTrAZIONE. (1) = (2) € conseguenza del fatto che il rilevamento Jacobia-
no di una trasformazione affine preserva la distribuzione orizzontale.
(2) = (3). Per il LemmaXI.5.2|¢ anche L0 = 0. Otteniamo, per ogni v € R™,

0= Xv = X(0(")) = (Lg®)(v") — 0([X,v*]) = —0([X, v*]),
0 = Xo(*) = (Lgw)(v") — o(X,v"]) = —o(X,v'])

e percio la (3).

SIndichiamo con ¥ , 0 anche con £(Y), il rialzamento orizzontale di un campo Y € X(M).
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Supponiamo che valga la (3). Ogni campo orizzontale Z € JZ(L(M)) si
puo scrivere come una combinazione lineare Z = 377", fier e;, a coeflicienti fi e
%> (L(M)), dei campi orizzontali standard e} , €, associati alla base canonica

el,... e, di R™. Se X soddisfa (3), allora
5 m i\ ok m Irv % m I\ %
R,Z1= )" @fe;+ > FiRe1= D" (Zf)e] € A LM)).

Quindi la derivata di Lie rispetto ad X preserva la distribuzione orizzontale ed
¢ quindi un’affinita infinitesima. Poiché, per ogni ¥ € X(M), il campo ¥ & n-
correlato ad Y, ne segue che X, ¥]eil campo orizzontale corrispondente ad [X, Y]
e vale quindi la (4).

Poiché L0 = 0, perché X & un rilevamento Jacobiano, otteniamo

O(A([X, VyZ] - Vy[X, Z]) = (X, VyZ]) - YO((R, Z]) = RO(VyZ) - YX0(Z)
= [X,Y10(2), VY,Z € X(M).
La (5) ¢ dunque equivalente ad
[X.7102) = [X,Y]02), VY,Ze X(M),

che, essendo [X, Y] & un campo GL,,,(R)-invariante, & equivalente alla (4) e cio¢ al
fatto che la derivata di Lie rispetto ad X, preservando la distribuzione orizzontale,
sia un’affinita infinitesima. O

Proposizione X1.5.5. L’insieme a(M) delle affinita infinitesime di M é un’alge-
bra di Lie di dimensione minore o uguale ad m(m + 1). Se M é connessa, per ogni
o € L(M) 'applicazione a(M) > X — X, € T,L(M) ¢ iniettiva.

DimostrAZIONE. Se X, Y € X(M), allora [ﬁ] = [X,¥]ed [Lg,Ly] = L[;(’;,].
11 fatto che a(M) sia un’algebra di Lie ¢ allora conseguenza della caratterizzazione
(2) della ProposiziongXI.5.4] Infatti

Lig o =I[Lg, Lylo =0 seX,Y € a(M).

Per dimostrare che a(M) ha dimensione finita < m(m + 1), & sufficiente dimo-
strare che, se M & connessa, ogni affinita infinitesima X per cui X abbia un punto
critico & identicamente nulla. Sia X € a(M). 1l luogo dei punti critici di X in
L(M) ¢ un chiuso GL,,(R)-invariante. Poiché, per la (3) della Proposmon
[v*,X] = 0 per ogni v € R™, il campo X & invariante per il flusso dei v* e qu1nd1
se ha un punto critico o7y, sono punti critici tutti i punti o dello spazio totale del
fibrato d’olonomia per il punto . Questo implica che X, che & n-correlato ad X,
¢ identicamente nullo. O

Proposizione X1.5.6. La restrizione ad una geodetica di un’affinita infinitesima
e un campo di Jacobi.

DimostrAZIONE. Sia X € a(M) un’affinita infinitesima. Se y € €*([0, 1], M) &
un arco geodetico, esiste un € > 0 per cui il flusso ¢, di X sia definito, per [s| < €,
in un intorno del supporto y([0,1]) di y. La f(t,s) = ¢5 o y(¢) ¢ una superficie
parametrica di classe ", definita per (7, s) € [0, 1] X [—¢, €], e per ogni |s| < € la
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t — ¢ o y(?) ¢ una geodetica. Quindi X, = Jf(z,0)/ds € un campo di Jacobi
lungo y. O

Ricordiamo che un campo di vettori X € X(M) ¢ completo se genera un gruppo
a un parametro di diffeomorfismi di M.

TeoreMa X1.5.7. L’algebra di Lie del gruppo A(M) delle affinita di M ¢ la
sottoalgebra di a(M) formata dai campi completi.

Proposizione X1.5.8. Se [’algebra di Lie a(M) delle affinita infinitesime ha di-
mensione m(m + 1), allora la connessione ¢ piatta, ha cioe torsione e curvatura
nulle.

DimosTrAZIONE. Se a(M) ha dimensione m(m + 1), per ogni o9 € L(M) I’appli-
cazione a(M) > X — )A(UO € Ty,L(M) ¢ un isomorfismo lineare. Quindi, per ogni

A € gl,(R) vi & uno ed un solo campo X € a(M) tale che XUO = Ay, ove A* ¢il

campo verticale fondamentale associato ad A. Siano v,w € R™. Allora
X, O, w) = A% O, w").
Calcoliamo separatamente i due membri di quest’uguaglianza. Poiché
Lg® =Lg(dO+wAB)=d(Lg0)+ (Lyw)AO+wALgb=0,
otteniamo
XO*, wh) = (Lg®)(v',w") + O(X, V'], w*) + (", [X, w*]) = 0.

E poi

Lax® = A"]dO + d(A*]®) = A" |(QAD - A O) = -AO

e quindi otteniamo che A®; (v*,w*) = 0 per ogni A € gl,,(R), per ogni v,w € R™
ed ogni o9 € L(M). Questo dimostra che ® = 0. In modo analogo si dimostra che
anche Q = 0. O

Proposizione X1.5.9. Se la connessione e completa, allora anche tutte le affi-
nita infinitesime sono complete, sono cioé generatori infinitesimali di gruppi a un
parametro di trasformazioni affini di M.

X1.6. Isometrie di una varieta Riemanniana

Sia (M, g) una varieta Riemanniana connessa e d la distanza associata alla
metrica g.

Ricordiamo che un’isometria di M & un’applicazione ¢ : M — M che preserva
le distanze, tale cioe che sia

d(é(p1), ¢(p2)) = d(p1,p2), VYp1,p2 € M.
Diciamo che & un’isometria globale, o una congruenza se ¢ anche bigettiva.

DEermizione X1.6.1. Un’applicazione ¢ : M — M ¢€ un isomorfismo Rieman-
niano locale se € €% e ¢*g = g. Diremo che & un isomorfismo Riemanniano se ¢
anche bigettiva.
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Segue dalla definizione della distanza Riemanniana che un isomorfismo Rie-
manniano ¢ anche una congruenza. Le due nozioni sono di fatto equivalenti, come
conseguenza del seguente teorema.

TeorEMA X1.6.2. Un’isometria ¢ : M — M rispetto alla distanza Riemanniana
e differenziabile di classe € ed é un isomorfismo Riemanniano locale.

DimostrAzZIONE. Osserviamo che gli archi di geodetica y € ([0, 1], M) si
possono caratterizzare come gli archi differenziabili per cui esistono costanti ¢ > 0
ed € > 0 per cui

d(y(t1),y(t2)) = clta —t1l, YO <t,tp <1, conlt; — | <e.

Quindi un’isometria ¢ di M & un’applicazione continua che trasforma archi geo-
detici in archi geodetici e segmenti in segmenti. In particolare, se ¢(po) = qo,
possiamo associare a ¢ un’applicazione A : T), — T,, omogenea di grado uno che
fa corrispondere ad un segmento {Exppo (tv)}o<s<1, per v in un intorno normale di 0
in Tp,M, il segmento {Equo(t)b(V))}OSts 1. L applicazione A preserva le lunghezze
dei vettori. Osserviamo che I’angolo « tra due geodetiche Exp,, (v) ed Exp,, (1v)
uscenti dallo stesso punto pg si pud calcolare, utilizzando il teorema del coseno,
mediante

. d(Bxp,, (1v), Exp,, (tw)) = 2(WIP* + [Iwll*)
cosa = lim >
-0 2e7| vl Iwll
Quindi I’applicazione A preserva anche gli angoli ed & percid un’isometria lineare
di T,,M su TyyM. In un intorno normale di py abbiamo qﬁ(Epr70 ) = Equ0 Mv))

e questo dimostra che ¢ & di classe € e d¢(pg) = A. Dunque ¢*g = ge ¢ ¢ un
isomorfismo Riemanniano. O

Prorosizione X1.6.3. Le congruenze di una varieta Riemanniana (M, g) for-
mano un gruppo. O

Indichiamo con I(M, g) il gruppo delle congruenze della varieta Riemanniana
(M, g). Osserviamo che, se ¢ € I(M, g) abbiamo :
VpeM3dr, >0 taleche ¢(Exp,(v)) = Expy, (dd(p)(v))

(11.6.1) YveT,M con || <rp.

ProposizioNne X1.6.4. Sia (M, g) una varieta Riemanniana connessa, py un
punto di M. Se ¢,y € I(M, g) e ¢(po) = ¥(po), d¢(po) = di(po), allora ¢ = y.

DmvmosTRAZIONE. Sia N = {p € M|¢(p) = ¢(p), d¢(p) = dy(p)}. Poiché ¢
e ¢ sono di classe €*°, N & chiuso. Per la ((I1.6.1)), I'insieme N ¢ anche aperto e
quindi coincide con M. O

Ogni congruenza di (M, g) definisce un diffeomorfismo nello spazio totale
O (M) del fibrato dei sistemi di riferimento ortonormali di M. Su questo la forma
di Cartan 0 € Q! (Og(M), vy,) della connessione di Levi-Civita e la forma canonica
0 e Ql(Og(M), R™) definiscono un parallelismo completo

TO (M) 3 X — (n(X), 0(X), 0(X)) € M X R™ X 0.
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LemMma X1.6.5. Se ¢ € I(M, g), allora
(11.6.2) é: O,(M) >0 — dpoo € O0y(M)
definisce un morfismo del fibrato principale O®4(M) con
(11.6.3) $0=0, ¢'w=ow.
Viceversa, ogni isomorfismo (¢, §) del fibrato principale O, (M) che soddisfi

e il sollevamento di una congruenza ¢ € I(M, g).
Come conseguenza abbiamo il seguente teorema di Myers—SteenrO(ﬂ

TeorEMA X1.6.6. Il gruppo I(M, g) delle congruenze di una varieta Rieman-
niana connessa di dimensione m e un gruppo di Lie di dimensione minore o uguale
ad m(m+ 1)/2.

DimosTrAZIONE. Fissiamo un punto pg in M ed un riferimento ortonormale
00 € Og(M) in pg. Se ¢ € I(M, g), allora d¢(pg) = ol o g(og) o 0-61. Quindi, per
la Proposizion la ¢ & completamente determinata da (o) e I’applicazione
I(M,g) > ¢ — ¢(oo) € O, (M) ¢ iniettiva e continua. Sia N I'immagine di questa
applicazione.

Dico che N ¢ un chiuso di Og(M). Sia infatti {¢,} una successione in I(M, g)
tale che {¢,(c)} converga in O (M) ad un riferimento ortonormale ¢y in un punto
p1 di M. Fissiamo r > 0 in modo che B, (r) € B, (r) siano intorni normali di
po € pi rispettivamente. Definiamo f : B (r) — B, (r) mediante f(Exppo(v)) =
Exppl(al ooop(v)) sev € TpyM e |v]| < r. Su tutti i sottoinsiemi compatti di
B, (r) la f ¢ limite uniforme delle ¢, e quindi ¢ un’isometria di B, (r) su B, (7).
Consideriamo la famiglia

Bpo(r) C Uaperto connesso’ '70 e %oo(U, M), ‘//lB,,O(r) — f,}
dW(p),¥(q@) = d(p,q), VYp,qe U :

ed introduciamo su di essa la relazione d’ordine

U1,41) < (Uz,¢) &= Uy C Uy e Yaly, = ¢.

Si verifica immediatamente che questa famiglia ¢ induttiva ed ammette quindi un
elemento massimale (W, ¢). Dico che W = M e ¢ € I(M, g). Infatti, se {g,} &
una successione di punti di W che converge ad un punto g di M, allora esiste un
n > 0 tale che per ogni v la palla By, (n7) sia un intorno normale di g, in M. Le ¢,
convergono allora su B,(n), uniformemente sui compatti, ad una isometria locale
Y’ di By(n) in M che, per la ProposiziongXI.6.4] coincide con ¢ su By(n) N W.
Quindi per la massimalita B,(r7) C W e, poiché M ¢ connessa, questo dimostra che
W = M, cioe che ¢ ¢ un’isometria definita su M. Per verificare che ¢ surgettiva,
osserviamo che {@; Yo} converge a 0. Ripetendo il ragionamento svolto sopra,
ne ricaviamo che ¢! converge ad un’isometria ¢ € € *(M, M), che & I’inversa
di ¢.

F = {(U, )

%s. B. Myers and N. E. Steenrod The Group of Isometries of a Riemannian Manifold Annals
of Mathematics , Second Series, Vol. 40, No. 2 (Apr., 1939) , pp. 400-416. Vedi anche Richard S.
Palais, On the differentiability of isometries Proc. Amer. Math. Soc. 8 (1957), 805-807
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Da questa osservazione segue che I(M, g) € localmente compatto, e quindi un
gruppo di Lie diffeomorfo, come varieta differenziabile, ad una sottovarieta N di
O, (M), e quindi di dimensione minore o uguale ad m(m + 1)/2. O

XI.7. Campi di Killing
Sia (M, g) una varieta pseudo-Riemanniana.

Dermizione X1.7.1. Un campo di vettori X € X(M) ¢ di KillinngI se ¢ generatore
infinitesimale di un gruppo locale a un parametro di isometrie locali di (M, g).
Indicheremo con (M, g) I’insieme dei campi di Killing di (M, g).

Poiché le isometrie pseudo-Riemanniane sono trasformazioni affini per la con-

nessione di Levi-Civita, abbiamo

Proposizione X1.7.2. I campi di Killing sono affinita infinitesime per la con-
nessione di Levi-Civita. O

Vale il seguente

TeoreMA X1.7.3. Sono equivalenti, per X € X(M):
(1) X e di Killing;
(2) la derivata di Lie Lxg del tensore della metrica ¢ nulla;
(3) la derivata covariante VX é g-antisimmetrica, cioé

(11.7.1) e(VyX,2)+ g, VzX) =0, VY, Ze X(M),
Se X e un campo di Killing, allora
(4) perogni Y,Z € X(M) risulta
(11.7.2) [X,VyZ] = Vy[X,Z] + Vx| Z
(5) la restrizione di X lungo ogni geodetica e un campo di Jacobi;

(6) Vi,X +R(X,Y)Z = 0 per ogni Y,Z € ¥(M).

DivosTtrAZIONE. L’equivalenza (1) & (2) ¢ conseguenza immediata della defi-
nizione. Verifichiamo la (2) & (3). Se Y, Z € X(M) abbiamo

(Lxe)(Y,Z) = X(g(Y,Z)) - 8([X, Y], Z) - g(Y, [X, Z])
=g(VxY - [X, Y], 2) + g(VxZ - [X,Z],Y)
= g(VyX,Z) + g(Y, VzX)
perché la connessione di Levi-Civita & simmetrica. Quindi la (IT.7.T)) & condizione
necessaria e sufficiente affinché Lyg = 0.
La (4) & la (5) della ProposiziondXI.5.4] Abbiamo poi
VyzX = VyVzX - Vy,zX
= Vy(VXz — [X, Z]) - vayz + [X, Vyz]
= —R(X, Y)Z — V[X’Y]Z — Vy[X, Z] + [X, VyZ]
7 Wilhelm Karl Joseph Killing (1847-1923), matematico tedesco, professore a Miinster dal

1892, fu un pioniere della teoria dei gruppi e delle algebre di Lie e, tra I’altro, scopri nel 1887
I’algebra eccezionale G,.
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ed otteniamo quindi la (6) perché per la (5) la somma degli ultimi tre termini
nell’ultima riga ¢ nulla. O

Proposizione X1.7.4. I campi di Killing su (M, g) formano un’algebra di Lie
(M, g) di dimensione minore o uguale ad m(m + 1)/2. Se (M, g) ha dimensione
m(m+1)/2, allora (M, g) é uno spazio a curvatura costante. La dimostrazione del-
I’ultima affermazione si puo ottenere ripetendo gli argomenti usati per dimostrare
la ProposiziondX1.5.8

DimosTrAZIONE. Poiché, per il TeoremdXL.7.3] i(M,g) = {X € X(M) | Lxg =
0}, 1 campi di Killing formano una sottoalgebra di Lie di X(M). Inoltre, la restri-
zione ad O4(M) del rilevamento Jacobiano X di un campo di Killing X & un campo
di vettori su O4(M). Se quindi o9 € O4(M), otteniamo per la Proposizion
un’applicazione lineare iniettiva i(M, g) 3 X — )A((,O TOg(M). Questo dimostra che
(M, g) ha dimensione minore o uguale ad m(m + 1)/2. O

XI.8. Riducibilita

Rappresentazioni riducibili e decomponibili. Sia G un gruppodiLiee (p, V)
p : G = GLg(V) una sua rappresentazione lineare reale. Un sottospazio lineare
W di V si dice G-invariante se p(a)(W) = W per ogni a € G. 1 sottospazi {0} e V
sono sottospazi G-invarianti banali.

Dermizione X1.8.1. Diciamo che p ¢

irriducibile se V non contiene sottospazi G-invarianti non banali;

e riducibile se non € irriducibile;

o decomponibile se V si pud decomporre nella somma diretta di due sotto-
spazi G-invarianti non banali;

o indecomponibile se non ¢ decomponibile;

o completamente decomponibile se ogni sottospazio G-invariante ammette

in V un complemento lineare G-invariante.

Una definizione analoga si da per una rappresentazione lineare (p., V) = px :
g — glr(V) di un’algebra di Lie g. Un sottospazio lineare W di V si dice g-
invariante se p.(A)(W) c W per ogni A € g. I sottospazi {0} e V sono sottospazi
g-invarianti banali.

Dermizione X1.8.2. Diciamo che p, ¢

e irriducibile se V non contiene sottospazi g-invarianti non banali;

o riducibile se non ¢ irriducibile;

o decomponibile se V si pud decomporre nella somma diretta di due sotto-
spazi g-invarianti non banali;

o indecomponibile se non ¢ decomponibile;

o completamente decomponibile se ogni sottospazio g-invariante ammette
in V un complemento lineare g-invariante.

Se g & I’algebra di Lie di un gruppo di Lie G, ad ogni rappresentazione linea-
re (p, V) di G corrisponde la rappresentazione (p. = dp., V) di g. Vale anche il
viceversa se G € connesso e semplicemente connesso.
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Abbiamo le implicazioni
(P, V) irriducibile = (p, V) irriducibile
(p«, V) indecomponibile = (p, V) indecomponibile
(p, V) completamete decomponibile = (p., V) completamente decomponibile

e valgono le implicazioni opposte quando G sia connesso.
Se (p, V) ¢ completamente decomponibile, lo spazio V si decompone in modo
unico in una somma diretta

V=VWeVie eV

incui Vo ={ve V|a() =v, Ya e G} ¢il luogo dei punti fissi di G e la restrizione
di G a ciascuno dei sottospazi vettoriali V;, per 1 < i < k, ¢ irriducibile.

Riducibilita di varieta affini. Sia M una varieta differenziabile affine con-
nessa, dotata di una connessione lineare priva di torsione. Sia § = (P N M) un
suo fibrato d’olonomia, con gruppo d’olonomia G € GL,(R). Indichiamo con
g C glr(m) I’algebra di Lie di G.

Derinizione X1.8.3. Diciamo che M ¢ irriducibile se 1’azione naturale di G su
R™ ¢ irriducibile.

Supponiamo che M sia riducibile e sia V un sottospazio G-invariante non
banale di R™.

Lemma X1.8.4. La distribuzione vettoriale ®y(P) su P generata dallo spazio
vettoriale {A* | A € g} + {v* | v € V} é involutiva.

DmosTtrAZIONE. Poiché abbiamo supposto che la connessione su M sia simme-
trica, [v},v;] € un campo verticale per ogni v, v, € R™. Poiché V & G-invariante,
abbiamo poi [A*,v*] = (Av)* con Av € V per ogni v € V. Da questo segue la
tesi. O

Prorosizione X1.8.5. L’insieme TyM = {ov | o € P, v € V} e un sottofi-
brato vettoriale di TM. La distribuzione vettoriale ®y(M) = T(M, TyM) su M ¢é
involutiva.

DmmostrAzIONE. Poiché per ipotesi V ¢ G-invariante, abbiamo o1V = o,V se
(o) = m(oz). In particolare, per ogni aperto U di M ed ogni o € I'(U, P) la
UXYV > (p,v) = o(p)v € TyM|y ¢ una trivializzazione locale di TyM su U, e
quindi 7y M & un sottofibrato vettoriale di 7M.

La distribuzione ®y(P) ¢ il pullback della ®y (M) mediante la proiezione di P
sulla base. Quindi ®y (M) ¢ involutiva perché Dy (P) lo &. O

Proprosizione X1.8.6. Sia Q un integrale totale di ®y in P. Allora Q e lo spazio
totale di un fibrato G-principale la cui base N é una sottovarieta affine di M.

DivmosTrAZIONE. Per il teorema di Frobenius, per ogni punto o di P passa una
ed una solva varieta integrale massimale Q della distribuzione involutiva ®y(P).
Poiché ®y(P) contiene tutti i campi verticali, Q ¢ G-invariante. La Q & lo spazio
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totale di un fibrato G-principale la cui base ¢ I'integrale massimale di ®y (M) per
il punto pg = m(op). Per costruzione, N ¢ una sottovarieta affine di M. Infatti il
trasporto parallelo in M lungo le curve con supporto in N di vettori tangenti ad N
sono le curve ¥ v con ¥ orizzontale e con supporto in Q e v € V, e sono quindi a
valori in T'N. O

La struttura affine di N ¢ descritta dalla ProposiziongXI.2.2| La sua olonomia
¢ un sottogruppo del gruppo delle restrizioni a V degli elementi di G.

XI1.9. Decomponibilita e teorema di de Rham

Sia M una varieta differenziabile affine, connessa, e con una connessione sim-

metrica. Fissiamo un suo fibrato d’olonomia § = (P SMm ), con gruppo strutturale
G c GL,,(R). Denotiamo con g I’algebra di Lie di G.

Dermizione X1.9.1. Diciamo che M ¢ decomponibile se 1’azione naturale di G
su R™ & decomponibile.

Sia R™ = V| @ V, una decomposizione di R nella somma diretta di due sotto-
spazi G-invarianti. Indicheremo con ®y,(P) e ®y,(M), per i = 1, 2, le distribuzioni
involutive su P e su M associate al sottospazio G-invariante V;.

Lemma X1.9.2. Abbiamo

o((vi,wiDva =0, (V5 wyD)vi =0, Vv, w; € Vi, Yvo,wy € Va.

DimMosTRAZIONE. Siano vy, w; € Vq, vo € V5. Poiché la forma di torsione © &
nulla, dall’equazione di struttura D® = Q A 6 ricaviamo che
(11.9.1) o([vi, v;Dwi + o([vy, wihvi + o([w], vi])v2 = 0.

Poiché V; e V; sono g-invarianti, otteniamo w([w7, vi[)(V2) € Vi NV, = {0}. O

Prorposizione X1.9.3. Sia M| una sottovarieta integrale di ®y, (M), po un punto
di My e oo un riferimento in P,. Sia G(l) il gruppo di olonomia ristretta in o del
fibrato Py, N M. Risulta allora a(v) = v per ogniv € V; e per ogni a € G(l).

DimvosTrAZIONE. Per il teorema di Ambrose-Singer 1’algebra di Lie di G? e
generata dagli elementi della forma w([v}, wi],) al variare di v, wy in V; e di o nel

fibrato di olonomia di M per 0. La tesi ¢ quindi conseguenza del LemmaXI.9.2}
o

Proposizione X1.9.4. Supponiamo inoltre che (M, g) sia una varieta Rieman-
niana con la connessione di Levi-Civita. Allora
[VT,VZ] =0, VvieV, veV,.

DimosTtrAZIONE. Fissiamo v, € V;, o € P, e definiamo, per ogni v € Vi,

A(v) = o([v*,v5],). Per il LemmaXI.9.2]e la (I1.9.1) ¢ A(v)w = A(w)v per ogni

v,w € V. Otteniamo allora
(AWwlz) = (Aw)vlz) = —(Aw)z) = —(VIA()w) = (A(QvIw) = (A(v)zlw)
= —(A(Ww2), Yv,w,z € Vi.
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e quindi A(v)w = 0 per ogni v, w € V. Questo ci dice che w(vy, v5)w = 0 per ogni
vi,w € Vi e vy € V. Con ragionamento analogo dimostriamo che w(vy,v)w = 0
per ogni vi € Vi e vy,w € V2. Quindi w(v],v;) = 0. Poiché la connessione di

Levi-Civita ¢ priva di torsione, otteniamo la tesi. O
Poniamo
g1 ={Xeg|Xv, =0, Vv € V2},
(11.92) {gzz{Xengvl =0, Yv; e Vi
Proposizione X1.9.5. (1) La sottoalgebra g; ¢ generata dagli elementi

[vi,wils al variare di vi,w; in V; e di o in P.
(2) a1, 92 sono ideali di g ed abbiamo la decomposizione

(11.9.3) g =91 ®a8.

DimosTrAZIONE. La prima affermazione ¢ una conseguenza immediata del Lem-
maX1.9.2

Se vi, w1 € Vi, va,wp € V>, abbiamo

[V, wil, v, wall = [[Ivy, wil, val, wal + [vy, [[v), wil, will
= [[[v], vl wil, wal + [V, [wy, vall, wil
+ [va, (v wal, will + [va, vy, [wy, w3l = 0
e quindi [g1, 82] = 0 e g1, g2 sono ideali di g.

Per il Teorema di Ambrose-Singer, g ¢ generata dagli elementi [v*, w*], al
variare di v, w in R e di o in P. Per la ProposiziongX1.9.4|¢ [v*, w*], = [v], wils+
Vi, wilssevi,wi € Vi, vo,wy € Voev =vi +va, w=wj + wy. Questo dimostra

2"

la (IT:93). o

Proposizione X1.9.6. Se M ¢ connesso e semplicemente connesso, allora G ¢
il prodotto diretto dei suoi sottogruppi normali

G ={aeGlaWwv)=v,YveVy}, Gy={aeG|al)=v, Yve V]

DimosTrAZIONE. Se M ¢ connesso e semplicemente connesso, il gruppo di olo-
momia G coincide con il gruppo d’olonomia ristretto. La conclusione ¢ quindi
conseguenza della proposizione precedente. O

Dalle proposizioni |X1.9.4|e ricaviamo la

Proposizione X1.9.7. Abbiamo:
(1) Per i = 1,2 la distribuzione vettoriale b’vi(P) su P generata da
(X* | Xeg}+{v'|veV) éinvolutiva.
(2) 1l gruppo di olonomia ristretta di una sottovarieta integrale M; di ®v,(M)
e contenuto in G;. O

Fissiamo un punto pg in M e siano M; (i = 1,2) gli integrali completi delle di-
stribuzioni vettoriali definite dalle sezioni dei fibrati Ty,M = {ocv|o € P, v € V;}.
Osserviamo che, se oy € Py, allora oo : V; 2 v — ogv € Ty, M sono sistemi di

e . . . . 7 . . . .o
riferimento di M; in pg, per i = 1,2. Siano P; — M, i corrispondenti fibrati di
olonomia passanti per il riferimento o .
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Indichiamo con 0, € Q'(P;, V;) la forma canonica e con w; € Q'(P;, ;) la
forma di Cartan della connessione di Levi-Civita di M;. Sul prodotto Py X Py X P
consideriamo la forman = (0;® 0, - 0,0 @ wr — w) € QY (P x P, x bLR" & g).

Lemma X1.9.8. ker é una distribuzione involutiva su Py X P, X P.

DmvmostrazIONE. Osserviamo che ker ¢ la distribuzione generata dallo spazio
vettoriale

(Vv VS X X5, X") [ v € Vi, v € Vo, v = v, X €01, X2 € g2, X = X14X0)
e quindi ¢ involutiva per le proposizioni e i

Siaw: P1XPyXP>3(01,07,0) > (m1(01), m2(02), n(0)) € My X My x M la
proiezione naturale. Sia Q I'integrale totale di kerm per il punto (o710, 02,0, 00).

Lemma X1.9.9. La proiezione N = w(Q) ¢ una sottovarieta differenziabile di
M| X My X M. Le proiezioni N > (p1,p2,p) — (p1,p2) € M X My ed N >
(p1, P2, p) — p € M sono diffeomorfismi locali. O

CororrLario X1.9.10. Possiamo allora trovare intorni aperti Uy, U, U di pg in
My, M, M tale che vi sia un’isometria f : Uy X Uy — M tale che f(p,po) = p
perogni p € Uy ed f(po, p) = p per ogni p € Us. O

TeorEMA X1.9.11. Se M e connessa, semplicemente connessa e completa, al-
lora vi é una ed una sola isometria f : M| X My — M tale che f(p, po) = p per
ogni p € My ed f(po, p) = p per ogni p € M,. Le sottovarieta affini M| ed M, di
M sono anch’esse connesse, semplicemente connesse e complete.

DimosTRAZIONE. Si costruisca () come sopra, sostituendo ad M| e ad M i
loro rivestimenti universali M;, M,. La costruzione ci da rivestimenti connessi
N — M, x M, ed N - M, che sono diffeomorfismi perché M; x M, ed M so-
no semplicemente connessi. Otteniamo quindi un diffeomorfismo di M; x M, su
M con grafico N. Poiché M| ed M, sono le immagini di M, M>, ne segue che
M1=M1,M2=M2. O

Il gruppo di olonomia G di (M, g) ¢ compatto e quindi la sua rappresenta-
zione su R™ & completamente decomponibile. Otteniamo quindi, costruendo le
sottovarieta affini My, My, ..., corrispondenti alle componenti Vj su cui G opera
banalmente ed alle rappresentazioni irriducibili Vi, ..., Vy, il

TeorEMA X1.9.12 (de Rham). Ogni varieta Riemanniana (M, g) connessa, sem-
plicemente connessa e completa ¢ decomponibile in un prodotto (Mg, go)X(M1, g1)X
-+ X (My, gx) di una varieta Euclidea (My, go) e di k varieta Riemanniane irridu-
cibili (Ml,gl),...,(Mk,gk). O



CAPITOLO XII
Immersioni, isometrie, campi di Killing

XII.1. Immersioni pseudo-Riemanniane

XIIL.1.1. Sottofibrati con sottogruppo strutturale riduttivo e connessione
indotta. Siano Eg = (Pg N M) un fibrato principale con gruppo strutturale G
e En = (Pn LN M) un suo sottofibrato principale, con gruppo strutturale H < G.
Indichiamo con ) e g le rispettive algebre di Lie.

Derinizione XII.1.1. Diciamo che H € riduttivo in g se h ammette in ¢ un com-
plemento Ad(H)-invariante, se cio¢ possiamo trovare un sottospazio vettoriale m
di g tale che

(12.1.1) g=bem, Adh)(m)=mVheH.

Indichiamo con pry i g — b la proiezione su ) associata alla decomposizio-
ne (I2.1.T). Poiché pry commuta con Ad(%) per ogni / € H, vale la

Proposizione X1II.1.2. Se o, € QY (Pg,0) ¢ la forma di Cartan di una connes-
sione principale su Eg, allora wy = pry o "0, € Q'(Py, ) ¢ la forma di Cartan di
una connessione su Sy. O

Osservazione XI1I.1.3. I sottogruppi compatti e i sottogruppi semisemplici so-
no riduttivi. Se H € compatto o semisemplice, possiamo definire su g una forma
bilineare simmetrica [} invariante, tale cio¢ che

B([X1, X2l X3) + P(X2, [X1, X3]) = 0, VX1, X2, X3 € g,
e la cui restrizione su b sia non degenere. Possiamo allora scegliere m come

I’ortogonale di §) rispetto alla forma f3.

XII.1.2. Una decomposizione canonica per i gruppi ortogonali. Sia V uno
spazio vettoriale reale di dimensione n e g una forma bilineare simmetrica non
degenere su V. Fissiamo una decomposizione ortogonale

(12.1.2) V=UeW, U.LW,

condimU =m > 0,dimW =k > 0, m + k = n. I due sottospazi U e W sono
anisotropi. Consideriamo i gruppi

0,(V) = {a € GLr(V) | g(a(v), a(v)) = g(v,v), Yv € V},
O,(U) ={a € Oy(V) | alw) =w, Yw € W},
O,(W) ={a € Ou(V) | a(u) = u, Yu € U},
O (U, W) ={a € O0gyV) | a(U) = U, a(W) =W} =04U) x Og(W).

219
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Ciascuno dei sottogruppi Og4(U), Og(W) ed O4(U, W) ¢ riduttivo nell’algebra di
Lie 04(V) di Og(V). Indichiamo con og(U), 0(W), 0g(U, W) le loro algebre di Lie.
La forma

(12.1.3) B(X,Y) = tr(XY) per XY € ny(V)

¢ non degenere ed invariante su 0g(V) e le sottoalgebre 0,(U), 0g(W), 0o(U, W) sono
[-anisotrope. Abbiamo percid decomposizioni $-ortogonali

0o(V) = 0(U)®my, con Ad(Og(U))(my) = my,
0o(V) = 0,(W) @ my, con Ad(Og(W))(mwy) = myy,
Dg(V) = Dg(U, W) &myw, con Ad(Og(U, W))(myw) = myw,

con myy = my N My, poiché 0(U, W) = 0,(U) & 0g(W).

Possiamo dare una rappresentazione matriciale di questi oggetti scegliendo una
baseey,...,e,di Vpercuiey,...,e,siaunabasedi U ed e, ..., e, una base di
W. In questa base

_(gu O
Xvugu + guXvw =0,
Xuu Xuwl\|:
= ’ ’ X X =
0g(V) (XW,U Xw wwgw +gwXww =0,¢
Xwugw + guXuw =0

0
( g’U 0)‘ Xvugu + guXvu = 0},
0 XU’W
[y 3 s},
o 0\,
0g(W) = 0 Xuw Xwwew + gwXww = 0¢,

X X

( uu Z(J)W) c og(V)},
XU,U 0
( O XVV,W) € Dg(v)} >

_ 0 XU,W
Myw = (XWU 0 ) € Dg(V)} .

XII.1.3. La nozione di immersione pseudo-Riemanniana. Siano (M, g) ed
(N, h) due varieta pseudo-Riemanniane.
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Dermnizione XII.1.4. Un’immersione pseudo-Riemanniana & un’applicazione
differenziabile f € € (M, N) per cui sia g = f*h, cioe

(12.1.4) gp(X,Y) = h(f(X)), f(Yp), VpeM, VX, Y € X(M).
Poiché g ¢ non degenere, abbiamo

Proposizione XI11.1.5. Ogni immersione pseudo-Riemanniana e un’immersione
differenziabile. O

Osservazione X1I1.1.6. Viceversa, se (I, i) ¢ una varieta pseudo-Riemanniana,
ed f € €~(M,N) un’immersione differenziabile, condizione necessaria e suffi-
ciente affinché g = f*h definisca una struttura pseudo-Riemanniana su M ¢ che
f«T,M sia anisotropo in (T'¢(,)N, hs(p)) per ogni p € M.

XI1.1.4. Fibrati e connessioni associati ad un’immersione sub-Riemanniana.
Sia f € €*°(M,N) un’immersione sub-Riemanniana. Indichiamo con f*TN il
pullback su M del fibrato tangente di N:

JTN ={(p,w) e M XTN | f(p) = an(w)}.

Dermizione XI11.1.7. 11 fibrato normale dell’immersione pseudo-Riemanniana
f ¢ il sottofibrato vettoriale di f*7'S

(12.1.5) NM = {(p,w) € f*TS | w L T,M}.

Supponiamo che g, h abbiano in ogni punto segnature (pg, q,), (Ph,qr) con
Pg < Dh» Gg < G, Pg +qgg = M, pp +q, = n = m + k e fissiamo una matrice

simmetrica
_ (b1
=" )

con segnatura (py, gn), con by simmetrica con segnatura (p,, ¢,), b> sSimmetrica con
segnatura (p, — pg, qn — q,)- Introduciamo i fibrati principali con spazi totali

O,(N) = quN{a € Homg(R", T,N) | 'vbv = h(c(v), o(v)), ¥v € R"},
0y(M) = UpeM{“ € Homg(R", Tf(,)N) | 'vbv = h(o(v), 7(v)), Vv € R"},
Oy, (M) = UpeM{‘T € Homg(R™, T,M) | 'vb1v = g(o(v), r(v)), ¥v € R™},
0y, (M) = U,,eM{‘T € Homg(R¥, N,M) | 'vbyv = h(o(v), o(v)), Vv € RF},
0y(M, N) = UpeM{O' € 0y, (M) | 0(e;) € £ TyM, 1 <i<m),

ove abbiamo indicato con eq, . .., ¢, 1 vettori della base canonica di R”.

Utilizzeremo la decomposizione canonica e le notazioni introdotte in
indicheremo con V la fibra tipica di TN, con U quella di TM e con W quella
di NM. La connessione di Levi-Civita di (N, &) induce connessioni principali sui
fibrati principali sopra descritti. Indicheremo con w la forma di Cartan su O(N)
e con o', oY, ™ le connessioni affini sui fibrati Oy, (M), Op,(M), Op(M, N),
rispettivamente. Su Op(M) abbiamo il pullback della connessione di Levi-Civita
suN.
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XII.1.5. La seconda forma fondamentale.

Nortazione XII.1.8. Useremo le seguenti notazioni:

e pr, e pr. sono le proiezioni ortogonali di f*TN su NM e T M, rispettiva-
mente,

e V7 indica la differenziazione covariante corrispondente alla connessione
di Levi Civita su (M, g);

e D indica la differenziazione covariante corrispondente alla connessione
di Levi-Civita su (N, h);

e V/ ¢ la derivazione covariante su f*TS associata al pullback della con-
nessione di Levi-Civita su (N, h);

e V" ¢ la derivazione covariante sul fibrato NM definita da Vi Y = pr,V/Y
per X € X(M), Y € (M, NM);

e R, R/, RY sono i tensori di curvatura corrispondenti alla connessione di
Levi-Civita di (M, g), al pullback di quella di (S, #A), alla connessione
lineare sul fibrato normale, rispettivamente.

Lemma XIL1.9. Se X, X1, X» € X(M), Y € T(M, NM), allora
(12.1.6) Vi Xo = pr,(Vy X2) e VY =pr,(V4Y).

DivosTrAZIONE. Si verifica facilmente che la Vg(l X, = prT(V{(l Xo), per X1, X» €
X(M), definisce la derivazione covariante di una connessione affine simmetrica
su M. Per dimostrare che V' = V7, che cioe V’ coincide con la connessione di
Levi-Civita di (M, g), ¢ sufficiente verificare che ¢ pseudo-metrica. Per semplicita,
possiamo supporre che M C N, identificando cosi TM ad un sottospazio di TN.

Abbiamo allora V{(Y = DxY se X € ¥(M) ed Y un campo di vettori lungo M. E
quindi
(V&) (X1, X2) = Xg(X1, X2) — g(Vi X1, X2) — g(X1, Vi X2)
= Xh(X1,X2) — MV X1, X2) — h(X1, Vi X5)
= Xh(X1,X2) — h(Dx X1, X2) — h(X1, DxX2) = 0
perché D ¢ una connessione pseudo-metrica su (N, h). O
Lemma XII.1.10. Se X,Y € X(M), allora
(12.1.7) VLY = VI X +[X,Y].

DmosTrRAZIONE. Se X, Y € X(M) sono f-correlati a campi U, V € X(S), Allora
VxY,VyX,[X, Y] sono f-correlati a Dy V,DyU,[U,V]. La ¢ conseguenza
del fatto che la connessione di Levi-Civita su S sia simmetrica. Utilizzando la
partizione dell’unita e il fatto che ha natura locale, possiamo ricondurre la
dimostrazione al caso di coppie di campi di vettori che siano f-correlati a campi di
vettori su §'. O

Definiamo

(12.1.8) I(X,Y) = pry(V,Y), VX, Y € ¥(M).
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Proposizione XII.1.11. 1 e un tensore simmetrico a valori nel fibrato normale
NM.

DivosTrAZIONE. La tesi ¢ conseguenza del Lemma|XI1.1.10
(X, Y) = pr,(V4Y) = pr,(V}X + [X, Y]) = pr,(V}X) = I(Y, X),
perché pr ([X, Y]) = 0, per ogni X, Y € X(M). |

DerNizione XI1.1.12. 11 tensore I € Simm?(M, NM) si dice la seconda forma
fondamentale dell’immersione pseudo-Riemanniana f.

Poiché f ¢ un’isometria pseudo-Riemanniana, abbiamo
(12.1.9) VxY = pr.(VLY), VXY € X(M)
e vale quindi la
Prorosizione X1II.1.13 (formula di Gauss). Se X, Y € X(M), allora
(12.1.10) VLY = VxY + I(X,Y). O
Utilizzando i tensori g ed A, possiamo ricavare da Il un nuovo tensore:
DerNizione XI1.1.14. Sia B € T (M, N*M) il tensore definito da

X(M)xT(M,NM) > (X,V) = BxV € X(M),

(12.1.11) {
¢(BxV,Y) = —h(I(X, Y), V), VX, Y € X(M), YV € [(M,NM).

Esso serve ad esprime la componente tangenziale della derivata covariante di
un campo di vettori normali.

Proposizione XII.1.15 (equazione di Weingarten). Se X € X(M)e V € '(M,NM),
allora

(12.1.12) VLV = BxV + pr,(VV).
DimosTrAZIONE. Siano X, Y € X(M) e V e I'(M, NM). Abbiamo
VRV, Y) = VRV, Y) = X(h(V, V) = h(V, V4 Y) = =h(V, I(X, V).
Quindi BxV ¢ la componente in 7M di V{(V ed otteniamo la (12.1.12). o
Siano X, X, X3 € X(M). Abbiamo
Vi Vi X3 =V (Vx, X3 + 1(X), X3)) = Vx, Vx, X + I(X), Vi, X3) + Vi (I(X2, X3)).

Calcoliamo la componente in TM di V{ﬁ (I(X3, X3)). Per ogni X4 € X(M) ottenia-
mo

TV, (X, X3)), X4) = X1h(T(Xa, X3), X4) = h(I(Xs, X3), Vy, Xa)
= —h(I(X2, X3), I(X1, X4)).



224 XII. IMMERSIONI, ISOMETRIE, CAMPI DI KILLING

Risulta percio

y _of v/ fof f
R (X1, X2)X3 = Vxl VX2X3 - VXQVXI X3 - V[Xl,Xz]X3
=Vx, V%, X3 - Vx,Vx, X3 - Vix, x,1 X3

+ ]I(Xl > VX2X3) - ]I(XZ’ VX] X3) - ]I([Xl 5 XZ]’ X3)
+ V(X2 X3)) — Vi (I(X1. X3)).

(12.1.13)

Se X4 € X(M) abbiamo allora

h(R' (X1, X2)X3, X4) = g(R(X1, X2)X3, Xa) — h(I(Xa, X3), I(X1, X4))
+h((X1, X3), I(X2, X4)).

Ricordiamo la notazione
R/ (X1, X2, X3, X4) = h(R' (X1, X2)X3, X4), R(X3,X2,X3,X4) = g(R(X1, X2)X3, X4).
Abbiamo ottenuto

Proposizione XI1.1.16 (Equazione di Gauss). Se X1, X», X3, X4 € X(M), allora
(12.1.14)
{Rf(xl,xz,xa,xn = R(X1, X, X3, Xs)

+ h(I(X1, X3), I(X2, X4) — h(I(X1, X4), (X2, X3)).

Per le formule per la derivazione covariante sui fibrati vettoriali sugli spazi
affini del §VI.12]del Capitolo[VI] abbiamo:

V4 (X2, X3)) = (V4 (X2, X3) = L(Vx, X, X3) - L(X,, Vi, X3).
Possiamo quindi riscrivere (I2.1.13)) nella forma
RI(X1,X2)X5 = R(X1, X2)X3 + (V‘)f(l (X2, X3) + L(Vx, X2, X3)
(12.1.15) - (V§2H)(X1,X3) — I(Vx, X1, X3) — I([X;, X2], X3)
= R(X1, X2)X3 + (V§, (X2, X3) — (V4 D(X1, X3).
Da questa otteniamo

ProposizionE XI1.1.17 (Equazione di Codazzi-Mainardi). Se X1, X», X3 € X(M)
edY eI'(M,NM), allora

(12.1.16)  RI(X1, X2, X2, Y) = h((Vy (X2, X3), ¥) — h((V§ (X1, X3), Y).
Siano ora X, X, € X(M) ed Y;,Y, € I'(M, NM). Abbiamo
h(Vy, Vi, Y1.Y2) = h(V% (V4 Y1 = Bx, Y1), Y2)
= h(Vy, V4, Y1, ¥2) = h(I(X1, Bx, 1)), ¥2)
= h(Vy, V3. Y1.Y2) + h(Bx, Y2, By, 7).

Da questa uguaglianza ricaviamo
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Proposizione XI1I.1.18 (Equazione di Ricci). Se X1, X, € X(M), Y1,Y, e (M, NM),

allora
(R (X1, X2)Y1, Y2) =h(R (X1, X2)Y1, Y2)

(12.1.17)
- h(BXl Yla BXZYZ) + h(BX1 YZ’ BX2 Yl)

XII.2. Proprieta algebriche del tensore di curvatura
Sia V uno spazio vettoriale reale di dimensione finita n.

Dermizione XI1.2.1. Un tensore algebrico di curvatura € una forma bilineare
simmetrica

(12.2.1) R: A’V XA’V 5 R
per cui valga Iidentita algebrica di Bianchi:
(12.2.2) R(v1,v2,v3,v4) + R(v1, v3,v4,v2) + R(v1,v4,v2,13) =0
Yvi,vo,v3,v4 € V.
Abbiamo posto qui
(12.2.3) R(vi,v2,v3,v4) = R(vi AVva,v3 Avg) per vi,vo,v3,vq € V.

In modo equivalente, possiamo dire che R ¢ una forma quadri-lineare che soddisfa
le proprieta:

(@) R(v2,v1,v3,v4) = =R(v1, V2, V3, v4)

(i) R(vi,v2,v4,v3) = —R(vy, v2, V3, V4)

un) R(v3,v4,v1,v2) = R(v1,v2,V3,4)

(iv) R(vi,v2,v3,v4) + R(v1,v3,V4,v2) + R(vi,v4,v2,v3) = 0

Yvi, v, vi,v4 € V.
Notiamo che (i) e (iii) implicano (ii) e che (iii) ¢ una conseguenza di (i), (ii), (iv).

Derinizione XI1.2.2. L’insieme R(V) dei tensori di curvatura su V € un sotto-
spazio vettoriale dello spazio T'%*V dei tensori O-covarianti e 4-contovarianti su
V.

Vale il
Lemma XI1.2.3. Siano R,R’ € R(V). Allora
(12.2.4) R(Vl,VQ,W, Vz) = RI(Vl,Vz,V], Vz) Yvi,v» eV — R= R.

DimostrAZIONE. Basta dimostrare il lemma nel caso sia R’ = 0. Utilizziamo le
formule di polarizzazione per forme bilineari simmetriche: fissato vy € V, la forma
bilineare simmetrica V X V 3 (u,v) — R(u,vg,v,vg) € R ¢ nulla in quanto & nulla
la forma quadratica associata.

Quindi, per ogni coppia vi,v3 € V anche la forma bilineare simmetrica V X
V s (u,v) - R(vi,u,v3,v) + R(v3,u,vi,v) € R ¢ nulla in quanto ¢ nulla la forma
quadratica ad essa associata.
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Applicando le proprieta (iif) e (ii) otteniamo:
0 = R(vi,v2,v3,v4) + R(vi,v4,v3,v2) = R(vi,Vv2,V3,v4) — R(V1,V4,V2,V3) .
Quindi, per ogni vy, vy, v3,v4 € V abbiamo:
R(vi,v2,v3,v4) = R(v1,Vv4,Vv2,v3) = R(v1,V3,V4,V2)
da cui:
3R(V1 ,V2,V3, V4) = R(V] , V2, V3, V4) + R(v1 , V3, V4, vz) + R(V] ,V4,V2, V3) =0.
La dimostrazione ¢ completa. O

Fissiamo su V un prodotto scalare (-|-). Esso determina univocamente un
prodotto scalare su A%V tale che, per ogni base ortonormale {ej,...,e,} di V, la
{ei Nej| 1 <i< j< n}siauna base ortonormale in A2V. Per la norma associata
risulta

(12.2.5) i Aval? = ilPval? = iv2)?, Vv, v € V.

OsservazioNE XI1.2.4. 11 secondo membro della (12.2.5) ¢ il quadrato del-
I’area del parallelogrammo di lati vy, v,. Infatti, I'altezza relativa alla base v| &

vilv o N
‘vz - %vl e quindi il quadrato dell’area ¢
V1
2 (vi[v2) 2. 12 2
vil” - v — e YT Wil"val” = (vilv2)™
1

Per il prodotto scalare vale la formula
(12.2.6)  (vi Avalvz Avg) = ([v3)(valva) — (Vva)(v2lv3),  Yvi,va,v3,va € V.

Lemma XI1.2.5. 1l prodotto scalare (12.2.6) é un tensore algebrico di curvatu-
ra.

DivosTrAZIONE. Occorre verificare che il prodotto scalare (T2.2.6) su A?V ve-
rifichi I’identita di Bianchi. Abbiamo
(i Avalvz Ava) = (V1[v3)(v2lva) — (Vilva)(v2|v3),
(V1 Avalva Avz) = (V1va)(n2fv3) = (viv2)(vs|va),
(Vi Avaglva Avz) = (Vilv2)(valva) — (vilva)(valvs)
e sommando membro a membro otteniamo la (12.2.2)). o
Fissato un prodotto scalare su V, possiamo associare ad ogni tensore algebrico
di curvatura R una funzione reale definita sui 2-piani @ di V, ponendo
R(vi,v2,v2,v1)
1D (2lv2) = (v1]v2)?
La (12.2.7) si semplifica nella

(12.2.8) KR(oz) = R(vi,Vv2,v2,v1) se Vi, vy € una base ortonormale di a.

DeriNizione X11.2.6. La K®(a), definita dalla (12.2.7), si dice la curvatura
sezionale.

(12.2.7) KR(a) = se (vi,1) = a.
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Per il Lemma [X11.2.3|1a curvatura sezionale determina completamente il rela-
tivo tensore di curvatura.

La curvatura sezionale & costante ed uguale a —1 per il prodotto scalare di A?V.
Per il Lemma abbiamo

Proposizione XI1.2.7. Una forma algebrica di curvatura che abbia curvatura
sezionale costante & un multiplo del prodotto scalare su A?V. O

Dermvizione X11.2.8. La contrazione di Ricci &1’ applicazione O(V)-equivariante
(12.2.9) Ric :R(V)3 R — Sge S(V), conSg(v,w) =trR(v, -,w, -),

ove la traccia si calcola, a partire da una qualsiasi base ortonormale ey, ...,e, di V
mediante

n
trR(v, -,w, -) = Z RO, ei,w, e).
i=
La forma S si dice il tensore di Ricci associato al tensore di curvatura R.

Osservazione X1I1.2.9. Fissato un vettore v € V, con (v|v) = 1, possiamo deter-

minare vettori v, ..., Vv, che formino con v;{ = v una base ortonormale. Detto «;,
peri=2,...,nil piano generato da v e v;, abbiamo allora:

n
(12.2.10) Sr(v,v) = Z K(@).

i=2

DerinizioNe X11.2.10. Chiamiamo curvatura scalare di R € R(V) la traccia del
suo tensore di Ricci

n
(12.2.11) sk = tr(Ric(R)) = Zi’jle(ei,e Jeine)),
ove ey, ..., e, ¢ una qualsiasi base ortonormale di V.

OsservazioNE XII.2.11. La curvatura scalare ¢ il doppio della traccia di R
considerato come una forma bilineare simmetrica su A2V.

Dermvizione XI1.2.12 (Prodotto di Kulkarni-Nomizu). Il prodotto di Kulkarni-
Nomizu s1 ® sp di due forme bilineari simmetriche si,s, su V ¢ il tensore 4-
controvariante definito da

(12212) 510 ss(vivawiwa) = 3 e(e()si (v wig )52V i)

s1(v1, wi)s2(va, wo) + s1(va, wa)s1(vi, wi)
= 51(v1, w2)s2(v2, wi) — s1(v2, wi)s2(vy, wa).

Lemma XI1.2.13. 1l prodotto sy @ s, di due forme sy, sy € S2(V) é un tensore
algebrico di curvatura.

DimosTRAZIONE. Si verifica con calcolo diretto che s; @ s, soddisfa le (7)), (i),
(i), () della Definizione[XII.2.1 o

OsservazioNE XI1.2.14. Se indichiamo con g il prodotto scalare di V, e con G
il suo corrispondente su A2V, abbiamo

1
G=-gDg.
2g®g
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Lemma XI1.2.15. Sia s una forma bilineare simmetrica su V. Allora

(12.2.13) Ric(sDg)=m—-2)s + tr(s) - g.
DiMOSTRAZIONE. Sia ey, ..., e, una base ortonormale di V. Allora:
n n

Sspg(vi,v2) = Z (s ®g)(vi,eiva,€) = Z (s(vi,v2)g(ei, e) + s(ej, e))g(v,v2)
P i=1
— s(v1, €1)g(v2, €;) — s(va, €1)g(v1, €;))

ns(vi,v2) + tr(s)g(vi, v2) — s(vi,v2) — s(va, v1)
(n=2)s(vi,v2) + tr(s)g(vi, v2).

OsservazionE XI1.2.16. In particolare,
(12.2.14) Ric(g ® g) =2(n— 1)g.
Se R € R(V) ed S il suo tensore di Ricci, abbiamo
RicC(R—aSrDg+bgBdg)=U-aln-2)Sg+2b(n—1)—asg)g.

Sen > 3, possiamo porre a = (n —2)"' e b = SRm‘ Otteniamo cosi un

tensore di curvatura

(12.2.15) Wg =R =558 O g + s & - 8 O & € ker Ric.
Dermizione XI1.2.17. Si chiamano tensori di Weyl i tensori di curvatura W che

hanno contrazione di Ricci nulla. Il tensore Wg di (12.2.13)) si dice la parte di Weyl

di R.
La differenza zg = Sg — %SR - g si dice il tensore di Ricci a traccia nulla di R.
Abbiamo

(12.2.16) R= 5ok -8 O 8+ 73Sk © g + W

(12.2.17) R= 505k 8D g+ 752k O g + Wi

La (12.2.17) & 1a decomposizione irriducibile del tensore algebrico di curvatura.

Teorema XII.2.18 (decomposizione algebrica del tensore di curvatura). Sia R
un tensore algebrico di curvatura sullo spazio vettoriale reale V, di dimensione
n > 2. Sono allora univocamente determinati: un numero reale s (curvatura sca-
lare), una forma bilineare simmetrica S g (curvatura di Ricci), una forma bilineare
simmetrica con traccia nulla zg, e una forma di curvatura W (la curvatura di Weyl)

con Sw = 0 tali che valgano le decomposizioni (12.2.16)), (12.2.17).
Sen =2, abbiamo R = %-s-g@g. Sen =73, allora W = 0.

XII.3. La curvatura sezionale

Sia (M, g) una varieta Riemanniana di dimensione n > 2. Definiamo il tensore
di curvatura su M mediante :
(12.3.1) R(X1, X2, X3, X4) = g(R(X3, X4)X1, X2),
VX1, X5, X3, X4 € X(M).
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Proposizione XI1.3.1. 1l tensore di curvatura definisce in ogni punto di M un
tensore algebrico di curvatura.

DmosTtrAZIONE. Abbiamo facilmente
R(X1, X2, X4, X4) = —R(X1, X2, X3, X4).
Osserviamo poi che, essendo nulla la torsione della connessione di Levi-Civita :
R(X1, X2)X5 + R(X3, X3)X1 + R(X3, X1)X>
= VX1 VX2X3 - VX2VX1X3 - V[Xl,Xz]X3
+ VXZVX3X1 - VX3VX2X1 — V[XZ,X3]X1
+ VXXVX]XZ - VX] VX3X2 - V[X3,X1]X2
= Vx, [X2, X3] + Vx, [ X3, X1] + Vx, [ X1, X5]
~ Vixix1X3 = Vi 1 X1 — Vixg x1X2
= [X1, [X2, X311 + [ X2, [ X3, X1 1] + [X3, [X1, X3]1 =0

Da questa ricaviamo I’identita di Bianchi :

R(X1, X5, X3, X4) + R(X1, X4, X2, X3) + R(X1, X3,X4,X5) =0

VX1, X2, X3, X4 € X(M).

Dimostriamo ora che R(X», X1, X3,X4) = —R(X1, X2, X3,X4). A questo scopo
¢ sufficiente verificare che R(Xy, X1, X3,X4) = 0 per ogni X, X3,X4 € X(M).
Abbiamo :

R(X1, X1, X3, X4) = g(R(X3, X4)X1, X1)
= g((Vx;, Vx, = Vx, Vx; — Vixsxi1) X1, X1)
= X38(Vx, X1, X1) — 8(Vx, X1, Vs X1)
= X4g(Vx; X1, X1) + g(Vx, X1, Vx, X1)
- 11X, X418(X1, X))
= 3X3Xag(X1, X1) — $XuX38(X1, X1)
- 31X, X41g(X1, X))
=0.

In questo modo abbiamo verificato le proprieta (i), (if) e (iv) di un tensore algebrico
di curvatura e segue quindi che vale anche la proprieta (iii), cio¢ che

R(X1, X5, X3, X4) = R(X3, X4, X1,X3) perogni Xi,X>, X3, X4 € X(M).
In particolare ¢ anche R(X1, X2, X3, X4) = g(R(X1, X2)X3, X4). O

Sia p € M. Per ogni piano @ C T, M, definiamo la curvatura sezionale di M
rispetto al piano @ come la quantita K(«) relativa al tensore algebrico di curvatura
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R,:
_R B ’ ] —R s , s
(12.3.2) K(a) = V1, v2 V12 v2) _ (v1,v2,v1,V2) i
||V] A V2|| g(v1,V1)g(V2, v2) — |g(V],V2)|
se  a=(v;,n).

Fissato il punto p, I'esponenziale exp, definisce un diffeomorfismo di un intorno
convesso No(p) di 0in p su un intorno normale U, di p in M. Inoltre, per un ro > 0,
I’esponenziale trasforma, per ogni 0 < r < rg, la palla B,(0, r) di centro 0 e raggio
r di T, M rispetto alla metrica definita dal prodotto scalare g, nella palla B,(r)
della distanza definita dalla metrica Riemanniana su M. Consideriamo un 2-piano
a C TpM. Limmagine expp(cx N No(p)) € una sottovarieta V,, di U, di dimensione
reale 2, su cui la restrizione di g definisce una metrica Riemanniana. Utilizzando
tale metrica possiamo calcolare I’area A(r) di V,, N B,(r) per 0 < r < rg. Avremo
A(r) = 72 + o(r?) per r N, 0. La curvatura sezionale misura il modo in cui A(r)
approssima 1’area del disco piano dello stesso raggio :

art — A(r)

(12.3.3) K(a) =12 - 1lim 2
r™N\,0

nr



CAPITOLO XIII

Operatori differenziali sulle varieta Riemanniane

XIII.1. Elemento di volume ed operatore di Hodge

Sia M una varieta differenziabile di dimensione m. Ad una forma w € Q™(M)
possiamo associare una funzione

(13.1.1) LM)>0 — w(oy,...,on) €R,

ove 0 = o(e;)) € TneyM, per la base canonica e,...,e, di R”. La (I3.1.1)
definisce una sezione del fibrato in rette che corrisponde alla rappresentazione de-
terminante GL,,(R) > a — deta € R,, e stabilisce un isomorfismo di (M) con
Q5 (L(M)).

Una densita positiva su M ¢ localmente il valore assoluto di una m-forma.
Possiamo definirla in modo invariante come una funzione p, definita sullo spazio
L(M) dei sistemi di riferimento di M.

Dermnvizione XIII.1.1. Una densita di classe € su M ¢ una funzione p €
E*°(L(M)) che soddisfa

(13.1.2) woa) = |deta| - w(o), Vo eL(M), Ya € GL,,(R).

Ad una densita p di classe € su M possiamo associare una misura regolare.
Se (U, x) ¢ una carta locale in M ed f una funzione continua con supporto compatto
in U definiamo

f fdy = f FOONE/Ix)dM),

dove 9/0x € la sezione (%, e 0%) di L(M) su U e d\ la misura di Lebesgue su
R™. La definizione si estende, mediante partizione dell’unita, a tutte le funzioni
continue a supporto compatto su M.

Sia (M, g) una varieta pseudo-Riemanniana.

DeriNizione X1IL.1.2. L elemento di volume di (M, g) ¢ la densita pg definita da

(13.1.3) ug(o) = LJldetg(oi, o)), Yo € L(M).

Dermizione XIII.1.3. Se M ¢ orientata, definiamo forma di volume di (M, g)
I’unico elemento wg € 2" (M) che definisce I’orientazione di M e soddisfa

(13.1.4) We(0) = lwg(oy, ..., o), Yo e L(M).

Ricordiamo che abbiamo esteso la pseudo-metrica ai fibrati tensoriali di M,
in particolare alle forme differenziali esterne. Sulle forme di grado zero si tratta
semplicemente del prodotto di numeri reali. Le m-forme alternate formano uno

231
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spazio vettoriale di dimensione uno. Ogni varieta ¢ localmente orientabile e quindi
possiamo definire, almeno localmente, la forma di volume w,. Abbiamo

(13.1.5) g(wg, wg) = (1)1

se g ¢ il numero di valori propri negativi di g. Poiché la derivata covariante di una
forma alternata ¢ ancora una forma alternata, deduciamo da questa identita che

(13.1.6) Vw, = 0.

Supporremo nel seguito che (M, g) sia una varieta pseudo-Riemanniana orien-
tata.

Dermizione XIII.1.4. Per ogni O < k < m definiamo I’ operatore di Hodge

(13.1.7) 1 QNM) — Q" K (M)
come I’unico operatore lineare tale che
(13.1.8) a A () = g(@,B)w,, Ya,B € QK(M).

Proposizione XII1.1.5. L’operatore di Hodge ¢ caratterizzato da
(13.1.9)

f gla, Pw, :f (@) AB, Va,B € QX(M) con supp @ N supp 8 compatto.
M M
Proposizione XII1.1.6. L’operatore di Hodge gode delle seguenti pmprietc‘ﬂ

(1) *1 = wg, *wg =(=1)4;
(2) sea € QM), B € Q" M), allora

(13.1.10) g(a, +B) = (= D" Pg(xa, p);
(3) se @ € Q(M), allora
(13.1.11) wxq = (—)HPrag,

XIIL.2. Codifferenziale, operatore di Lapleace-Beltrami, divergenza
Sia (M, g) una varieta pseudo-Riemanniana.
XIIL.2.1. Isomorfismi di dualita. Poiché la g ¢ non degenere, vale il

Lemma XII1.2.1. Per ogni forma differenziale & € Q' (M) esiste un unico campo
di vettori E* tale che

(13.2.1) gE X)=EX), YXeX(M). O
L’applicazione
(13.2.2) f:0'M)sE—E e x(M)

DeriNnizione X1I1.2.2. L'isomorfismo (13.2.2)) & I isomorfismo di dualita di (M, g).
Indichiamo con

(13.2.3) b:X(M)> X — X’ € QM)
I’isomorfismo inverso.

IRicordiamo che q ¢ il numero di valori propri negativi di g.
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Poiché la metrica sul fibrato cotangente & definita in modo tale che § € b siano

isometrie, vale la

(13.2.4) g€, X) = g€, X") = EX), VEeQ'(M), VX € X(M).

Lemma XII1.2.3. La derivazione covariante commuta con gl’isomorfismi di
dualita.

DIMOSTRAZIONE. Siano & € Q'(M), X, Y € ¥(M). Abbiamo
g(Vx(E, Y) = Xg(Eh V) - g(E", VxY) = X(E(Y)) - E(VxY) = (VXE)Y)
= g(VxBH, V).

Questo dimostra che Vy(Ef) = (VxE)* = VyEF. Si verifica in modo analogo che
Vx(Y?) = (VxY) = VxY?. O

Gli elementi di T sono localmente somme finite di termini della forma
T=X;® - ®X,0E' ® --0F conX,...,X, € ¥X(M),E,... E e Q'(M).
Possiamo estendere la definizione degli isomorfismi di dualita descrivendo appli-
cazioni § : TYM) —» TN (M) perk > 1eb : TIYM) - T L (M) per

g >1con
f_ 1 2 k
T=X1® - ®X, 19X, "®E ®: & (k>1),
=X 8 ®X, 19X, 0E' ®E’® - @& (g>1).

Poiché la derivazione covariante & una derivazione dell’algebra tensoriale, anche
gli isomorfismi # e b definiti sui campi tensoriali commutano con la derivazione
covariante.

XIII.2.2. Gradiente, Hessiano, Operatore di Laplace-Beltrami.

Dermizione XII1.2.4. 11 gradiente di una funzione f € €*°(M) ¢ il campo di
vettori

(13.2.5) Vi =dft.
La (13.2.5) & equivalente a
(13.2.6) Vi, X) = Xf, VX e X(M).

Se o = (X1, ..., X,) ¢ un sistema di riferimento su un aperto U di M, posto g; ; =
g(X;, X;), ed indicando con (g"/) 1a matrice inversa della (gi,j), abbiamo

(13.2.7) Vf=), 8UNX;

In particolare, se (M, g) & Riemanniana e o = (X1, ..., X};) un riferimento ortonor-
male su un aperto U di M, &

(13.2.8) Vf= Z’,’il(xi AX; suU, VfeE (M.
Dermvizione XII1.2.5. L’ Hessiano di f € €*°(M) & la derivata covariante di d f
(13.29) V?f=Vdf, ciot Vf(X,Y)=XYf—(VxY)f, ¥YX,Y € X(M).
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Osserviamo che
VAV X) = (YX - VyX)f = (XY = [X, Y] - VyX)f = (XY = VxD),

perché la connessione di Levi-Civita ¢ simmetrica. Quindi I’Hessiano ¢ un tensore
simmetrico.

Dermizione X11I1.2.6. L’ operatore di Laplace-Beltrami sulle funzioni ¢ I’oppo-
sto della traccia rispetto a g dell’Hessiano:

(13.2.10) Af = —trg(V2f).

Se o = (X1,...,X,) € un sistema di riferimento su un aperto U di M, posto
gi,j = 8(Xi, X;), ed indicando con (g"/) la matrice inversa della (g; ;), abbiamo

(13.2.11) V2F(Xi. X)) = (XiX; — T Xp)f.
(13.2.12) Af = —(Zi’jgi’j(Xin - Zhrﬁ,xh))f-

Osserviamo che 4 ¢ ellittico se e soltanto se la g € una metrica Riemanniana, cioe
se g ¢ definita positiva. In questo caso, se scegliamo un riferimento ortonormale
o= (Xi,...,Xy) suun aperto U di M, abbiamo in U

(13.2.13) Af = —try(Vdf) = —(Zile ~VxX)f inU.

XIII1.2.3. Divergenza di un campo di vettori. Supporremo in tutto questo
sottoparagrafo che (M, g) sia una varieta Riemanniana orientata, con forma di
volume w, € Q"(M).

Dermnizione XIII.2.7. La divergenzcﬁ in p € M di un campo di vettori X €
X(M) ¢ la traccia dell’applicazione lineare T,M 3 Y, —» Vy X € T,M:
(13.2.14) divX = tr(Y — VyX).

Lemma XII1.2.8. Supponiamo che (X, g) sia Riemanniana. Se o = (Y1,...,Y;)
e un sistema di riferimento ortonormale su un aperto U di M, allora

(13.2.15) divx =" e(VyX,Y) suU,VXeXU).
Cioe, se X = Z?Llf"Y,-, con fi € €°(U), allora

. m / m 7 i .
(13.2.16) divx = Zizlyif' + Zi’jzlrj.’jff inU,

dove i simboli di Christoffel I“;h sono definiti da Vyj Y, = ;’if;h Y.

DimosTrRAZIONE. Abbiamo
_N\N"" (y.¢h "orh g
ViX =) (afh e Y DY
e quindi otteniamo la (13.2.16)), che & equivalente alla (13.2.13). mi

ZPer definire la divergenza di un campo di vettori ¢ sufficiente avere assegnato su M una
connessione affine.
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Proposizione XII1.2.9. Supponiamo che (M, g) sia Riemanniana orientata, con
forma di volume wg. Allora (indichiamo con Ly la derivata di Lie)

(13.2.17) Lywg = (divX) - wg, VX € X(M).

DimostrAZIONE. Siao = (Yq,...,Y,,) unriferimento ortonormale locale, orien-
tato positivamente. Allora

0=X-1=Xwp(Yr, .., ¥n) = Lx@) (Y1, Yo) + ) g, [X Vil ).
Posto X = ,_; f'Y;, con f' funzioni >, abbiamo
X.¥il =) Pl v = 3T (Y,
= D PO Y= VY = 3 (Y,
YT S 0
Otteniamo quindi

a)g(Ylaa[X9Yl]7’Ym)

= g(Y1, . (Z':hzlff(rﬁ,. ~ Tt )Y, - thzl(yifh)yh)" . Ym)
_g (Yl, L (Zjllfj(r.iﬂi T )- (Yif")) Yi.... Ym)

- —g(Yl,...,(Y,-fi + Zj’:lffrﬁ,j)y,-,...,ym)

e

La (T3:2.17) segue allora dalla (13.2.16). o

Osserviamo che, per ogni intero non negativo k, vale la
(13.2.18) Lya = X|da + d(X]a), YX € X(M), Ya € Q*(M).
Se f € €°(M), X € X(M), ed @ = fw, con supp f N supp X compatto in M,

otteniamo
f Ly(fwg) = f d(fX Jirg) = 0
M M

e quindi

fg(Vf,X)wg:fowg:fLx(fwg)—ffowg:—ffdiVXwg.
M M M M M

Abbiamo dimostrato cio¢ che ’opposto della divergenza sui campi di vettori ¢
I’aggiunto formale del gradiente delle funzioni:

Prorosizione XII1.2.10. Se (M, g) e una varieta Riemanniana orientabile, al-
lora

(13.2.19) fg(Vf,X)wg = —f fdivX w,,
M M
Vfe€ (M),¥X € X(M), consupp f NsuppX € M. O
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Da questa ricaviamo

Proposizione XIII.2.11 (Formula d’integrazione per parti). Se f,g € €*(M),
X € X(M) e supp f Nsuppg Nsupp X € M, allora

(13.2.20) f f(Xg)wg = — f g(X[ + fdiv X) w,.
M M

Dermnizione XII1.2.12. L’ operatore differenziale lineare del prim’ordine
(13.2.21) X'f=-Xf - fdivX

si dice I’aggiunto formale del campo di vettori X.

XIII.3. Co-differenziazione covariante di forme differenziali

XIIL.3.1. Forme differenziali. Indichiamo con 7*(M) lo spazio delle for-
me differenziali di grado k£ su M. I suoi elementi sono le applicazioni € (M)-
multilineari
(13.3.1) o:XM) X X X(M) — E(M).

k volte

Le a € FX(M) sono ciot le applicazioni (T3.3.1)) caratterizzate da:

O((Xl,...,Xi+Yi,...Xk)=OL(Xl,...,X,‘,...,Xk)+(1(X1,...,Yl‘,...,Xk),

a(fiXi,. ... fiX) = fi-- fralXa, ..., Xp),
VXl,...,Xk,Yl,...,Yk G%(M), Vi= 1,...,k, Vfl,...,fk E%W(M),

Porremo
FM) = P, FE.

Osserviamo che ¥ (M) ¢ un’algebra associativa graduata per il prodotto tenso-
riale di forme, definito sugli elementi omogenei da

(0®P)X1, ...y Xpin) = (X1, -, X)BXpt1s -+ o Xnak)
Ya € FHM), VB € FXM), ¥X1,..., Xpk € X(M).

XII1.3.2. Differenziazione covariante. Ricordiamo che, se V ¢ la differen-
ziazione covariante di una connessione affine su M, allora

VaXo, X1, ..., Xp) = (Vx,)(X1, ..., Xp), Ya € FXM), VXo,..., X, € X(M),
e quindi
V:F(M)— F(M), con V:FXM)— F*Y(M), Vi > 0.

Proposizione X111.3.1. La derivazione covariante definisce una derivazione di
grado 1 dell’algebra associativa graduata F(M).
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XII1.3.3. F(i)rrme differenziali a valori in un fibrato vettoriale.
Se n = (E — M) ¢ un fibrato vettoriale, denoteremo con F k(M,E) 1o spazio
delle forme differenziali, omogenee di grado k, a coefficienti in E:

Tk(M, E) = {a XM X - X X(M) — T'(M,E), C5°"(M)-multilineeuri}
k volte
Porremo, ancora,
_ k
FM.E) =D, 7 M.E).
Osserviamo che 7 (M, E) &, in modo naturale, un ¥ (M)-modulo per il prodotto

tensoriale di forme.

XIIL.3.4. Contrazione. Se o.€ FX(M,TM), conk > 1, per ogni X, ..., Xy €
X(M) fissati, la
X(M) 3 X — a(X, Xa,..., Xp) € X(M)

definisce una sezione del fibrato TM ®y; T*M — M degli endomorfismi lineari
delle fibre di T M. Abbiamo quindi un isomorfismo naturale

FEM, TM) = 75 1(M, End (T M)
Dermnvizione XII1.3.2. Sia k > 1. Indicheremo con
(13.3.2) try 1 FXM, TM) — 71 (M)
I’operatore di contrazione, che associa ad a. € F k(M, T M) I’elemento
trio(Xs, ..., Xp) = tr(X - a(X, Xz, ..., Xp), VXo,..., X € X(M).

XIIL.3.5. 1l co-differenziale covariante. Fissiamo su M una metrica pseudo-
Riemanniana g.

Dermvizione X1I1.3.3. Se k£ > 1 definiamo un’applicazione

(13.3.3) f: 75 M) 5 a — of € FFYM, TM)
mediante
(13.3.4) g(Xl, Otﬁ(Xz, N ,Xk)) = (X(Xl, ce ,Xk), VX], N ,Xk S ~3€(M)

Osserviamo che questa definizione coincide con la Deﬁnizione su Q'(M) =
S'(M) = F'(M).

Se Yi,..., Y, & un riferimento ortonormale su un aperto U di M, ed a €
FX(M, T M), allora

m
trioa(Xa, ..., Xp) = Zizlg(yiaa(YhXZ, e Xp).

Dermizione XII1.3.4. Sia k > 1. Chiamiamo co-differenziale della forma a €
FK(M) 1a forma V*o € F51(M) definita da

(13.3.5) Via = —tr; (V)b
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Poniamo V*7%(M) = 0. La divergenza definisce allora un operatore differen-
ziale
(13.3.6) V' F(M) — F(M),
di ordine uno, omogeneo di grado —1.

Prorosizione X1I1.3.5. Se (M, g) ¢ orientabile, la differenziazione covariante
e la co-differenziazione covariante sulle forme differenziali sono I'una I’aggiunta
formale dell’altra.

Se Yi1,...,Y, ¢ un sistema di riferimento ortonormale sull’aperto U di M,
abbiamo

* m
(Va1 X)) = =) (Ty @)V X1, Xee), su U
Va e F5M), VX1,..., X1 € X(M).

XII1.4. Divergenza di tensori simmetrici

XIIL.4.1. Forme differenziali simmetriche. Indichiamo con S¥(M) lo spazio
delle forme simmetriche di grado k su M. Un elemento o € S¥(M) & una forma di
FX(M) che soddisfa

OC(XI’XZ,,Xk) = a(Xaanz""’Xak)’ vaESk,

ove abbiamo indicato con S; il gruppo delle permutazioni di {1, ..., k}.
Denotiamo con
(13.4.1) s = P, s

lo spazio di tutte le forme simmetriche. Ricordiamo che S(M) ¢ un’algebra asso-
ciativa graduata con il prodotto, definito sugli elementi omogenei mediante

AV BXL X = D WKy Xa B K-> Xy,

a€Sp iy
1<a;<--<ap<h+k
1<ap1<-<app<h+k

Va € S"(M), VB € sK(M), VXi,...,Xpk € X(M),
se o € SH(M), B e sK(M).
Dermizione XII1.4.1. Indichiamo con simm la proiezione
simm : FX(M) 3 o0 —> simm(a) € S¥(M), definita da

(13.4.2) )
simm(o) (X1, ..., X)) = %Zaeska(xa' . ¢ )

Si verifica facilmente:

Lemma XII1.4.2. Estesa per linearita, I’applicazione simm : F (M) — S(M) ¢
un epimorfismo di algebre associative graduate. Il suo nucleo ¢ l’ideale bilatero di
(F (M), Q) generato dagli elementi della forma a.® B —  ® o, al variare di o, in
FH(M). O
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OsservazioNE XII1.4.3. Questo lemma ci permette di identificare S(M) allo
spazio delle forme simmetriche su M, definito usualmente come quoziente di ¥ (M)
rispetto all’ideale bilatero definito nell’enunciato del Lemma.

Sen = (E N M) & un fibrato vettoriale, denoteremo con S*(M, E) lo spazio
delle forme differenziali simmetriche, omogenee di grado &, a coefficienti in E:
(X(X], .. ~$Xk) = G(Xau- . "Xak)’ }

k _ k
K} (M,E)—{OLET ME) ux,.. . X e X(M), Va €S,

Porremo, ancora,
_ k
SM.E) = P, S (M.E).
Osserviamo che S(M, E) ¢ un S(M)-modulo per 1’azione definita, sugli ele-
menti omogenei, da

a \/ ﬁ(Xla LR X/’l+k) = Z a(Xal L] Xah)ﬁ(Xa;H] LA ’Xa;Hk),

a€S iy
1<a)<--<ap<h+k
1<api1<--<apsx<h+k

Ya € S"(M,E), VB € SK(M), VXi,...,Xnk € X(M).

XII1.4.2. Forme simmetriche su una varieta pseudo-Riemanniana. Fissia-
mo su M una metrica pseudo-Riemanniana g.
Se o € FX(M), con k > 0, allora Vxa € F¥*1(M) & definito da

Va(Xo, X1, ..., Xx) = (Vx,0)( X1, ..., Xk), VYXo,X1,...,Xk € X(M).
Dermnizione XI11.4.4. Chiamiamo divergenza della forma simmetrica o € S k(M)
la forma simmetrica da € S~ (M) definita da
(13.4.3) da = Via = —try (V)b
La divergenza definisce un operatore differenziale
(13.4.4) 0:85(M) - S(M),
di ordine uno, omogeneo di grado —1.
Calcoliamo I’aggiunto formale della divergenza sulle forme simmetriche. Os-

serviamo che S'(M) = Q'(M) e quindi possiamo considerare il differenziale cova-
riante dei tensori simmetrici come un’applicazione

Vv sK(M) — s' (M) @ sK) ¢ FEEY (.

Componendo con la simmetrizzazione, otteniamo un operatore differenziale di
ordine uno e grado uno

(13.4.5) 8 : SK(M) 3 o —> simm(Va) € S (M),
Lemma XII1.4.5 (co-divergenza di un tensore simmetrico). Supponiamo che

(M, g) sia orientata. La divergenza sui vettori simmetrici e [’operatore differenziale
definito dalla (13.4.5)) sono I’uno I’aggiunto formale dell’altro. O
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Sia @ € Q'(M) = s'(M). Ricordiamo che of & il campo di vettori definito da
aX) = g@*, X), VX e X(M).
Lemma XI11.4.6. Se a € Q'(M), allora
(13.4.6) 8a=1Lug
DimosTrAZIONE. Per ogni X, Y € X(M), abbiamo

da(X,Y) = Xa(Y) — a(VxY)

e quindi
d'a(X,Y) = % Xa(Y) + Y(a(X)) —a(VxY + VyX))
= 1 (Xg(a%, ¥) + Yg(X, ob) - g(a®, Vx¥) — g(a*, Vv X))
= 1 (e(Vxah, ¥) + g(X, Vyah).
E poi

(L)X, Y) = afg(X,Y) - g(lof, X1, Y) - g(X. [o", Y1)
= a*3(X. Y) - g(V,:X. ¥) - g(X. V,5Y) + g(Vxah, ¥) + g(X, Vya®)
= (V)X Y) + g(Vxa, ¥) + g(X, Vya®)
= g(Vxa!, Y) + g(X, Vya?),
da cui segue la tesi. O

OsservazioNe XII1.4.7. I campi di vettori X per cui Lyg = 0 sono generatori
infinitesimali di gruppi locali a un parametro di diffeomorfismi che preservano la
metrica g su M e si dicono campi di Killing. E conseguenza del Lemma il fatto che
la divergenza della 1-forma « si annulla se e soltanto se il corrispondente campo
a* & di Killing.

Concludiamo il paragrafo con la verifica esplicita del fatto che la divergenza
sia I’aggiunto formale della co-divergenza 0™ nel caso delle forme simmetriche di
grado due.

Lemma XI11.4.8. Se a € S%(M), allora, per ogni X, X1,Xy € X(M) vale la
formula

(13.4.7) (Vxa — Lxa)(X1, X2) = a(Vx, X, X2) + (X1, Vx, X).
DimMOSTRAZIONE. Abbiamo infatti

(Lxa)(X1, X2) = X(a(X1, X2)) — a([X, X1], X2) — a(X1, [X, X2])
= (Vxa)(X1, X2) — ([X, X1] = Vx X1, Xo) — a(X1, [X, X2] — VxX5)
= (Vxa)(X1,X2) — a(Vx, X, Xo) — a(X1, Vx,X),

perché la connessione di Levi-Civita ¢ priva di torsione. O
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DivosTrAZIONE. Per ogni X € X(M) con supporto compatto in M abbiamo

f 2(da, X", = f g, 8'X") = 1 f g(a, Lxg)w,.
M M M

Osserviamo che

gla, Lxg) = Xg(a, g) — g(Lxa, g) = g(Vxa — Lxa, g).

Per calcolare I’espressione locale di questo prodotto, possiamo utilizzare un siste-
ma di riferimento ortonormale locale X1, ..., X,,. Otteniamo

m m
gla, Lxg) = Zijzl(vx(l - Lxa)(X;, Xj)g(X;, X;) = ZZi:1Q(VXiX’ X;).

Poiché

a(Vx, X, X)) = Xia(X, X;) — (Vx,0)(X, Xi) — a(X, Vx, X)),
otteniamo, prendendo X con supporto compatto nell’aperto in cui X1, ..., X, defi-
niscono un sistema ortonormale,

fg(éa,Xb)(DgZZ"n f(XiOZ(X,Xi)—(VX,-CK)(X,XI')—a(X,VX,-Xi))UJg
M =1 Jy

m .

= _Zi=1 fﬂ; (Vx,)(X, X)) — a(X, Vx, X)) — a(X, X;)div X;)w,.
Osserviamo ora che

. m m

divX; = ijlg(vx_,-Xi,Xj) = _ijlg(Xi, Vx, X;)
e dunque
m . m m
Do XXV Xi = =D (X XDg(Xi Vi X)) = =) a(X, Vi X))

Sostituendo nelle formule precedenti otteniamo

fM g0, X", = — fM D (Vxa)(X, Xowg.

XIIL5. L’operatore di Laplace-Beltrami
Proposizione XII1.5.1. Abbiamo
(13.5.1) Af = =div(Vf), VfeFEM).
DimostrAZIONE. Se X, Y € X(M), f € € (M), otteniamo

g(Vx(V).Y) = Xg(Vf. Y) - g(Vf, VxY) = XY f - VxY f.

Per calcolare 1’espressione locale della divergenza di V f, possiamo utilizzando un
riferimento ortonormale o = (X1, ..., X,), definito su un aperto U di M. Per la

(13.2.15) abbiamo in U
div(V) =" eV VLX) =Y (X} =VxXf = -Af.

Come conseguenza delle (I3.2.19) e (13.5.1) abbiamo
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Proposizione XII1.5.2. Vale la
(13.5.2) jﬁ; gV, Vo)w, = fozlrpa)g,
Yf,¢ € €M), consupp f Nsuppp € M. O
Se o = (X1, ...,X,) ¢ un riferimento ortonormale su un aperto U di M, allora
g Vx X X)) == " e(Xi, Vx X)) = ~divX;.
Otteniamo quindi

(13.5.3)

n

m .
i:lVXiXi = _Zizl (le Xi)X,'

e dunque I’espressione del Laplaciano sulle funzioni rispetto ad un riferimento
ortonormale:

(13.5.4) A==3"" (X + (div X)X)).

Siano a € TH(M) e B € T*I(M), con supp @ N suppB € U. Allora

fM g@Vp =" f g(@(X;), Vx fwy
= > fM [Xig(@(X0), p) - &(Vx.a)(X), B) - g(@(Vx.X), B)] wg

= Zzl fM [ (div X))g(a(X), B) — (Vx,a)(Xi), B) — g(a(Vx,Xi). B)] wg

= fM g (Vxa)(X0), Heg,

perché, per la (13.5.3) la sommatoria dei primi e dei terzi addendi sono 1’una
I’opposta dell’altra.

XIIL5.1. Codifferenziale. Poiché la derivazione covariante commuta con gli
isomorfismi b e #, utilizzando la partizione dell’unita otteniamo la seguente:

Proposizione XI111.5.3. Siano k, g due interi non negativi. Risulta univocamente
determinato un operatore differenziale lineare del prim’ordine d : T4 — Th4
tale che
(13.5.5)

f g(ba,ﬂ)dﬂg = f g(Q’, Vﬁ)dﬂg’
M M
Yo € T, VB € T(M), con supp e N supp B compatto.
Se o = (X1, ...,Xn) é un riferimento ortonormale su un aperto U di M, abbiamo
m
(13.5.6) ba=->" Xil(Vx@) sulU. O

Dermvizione XII1.5.4. 11 codifferenziale di a € ¢k+1’q(M ) & il tensore da definito

da (13.5.6).

Porremo da = 0 se a € TH(M).
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XIIL.5.2. Codifferenziale sulle forme alternate e Laplaciano di Hodge-deRham.
Supponiamo nel seguito che (M, g) sia Riemanniana orientata, con forma di volu-
me w,.

Proposizione XII1.5.5. 11 codifferenziale definisce un operatore d : Q1 —
QX(M), che si puo esprimere utilizzando il differenziale e I’operatore di Hodge
mediante la formula

(13.5.7) ba = (D! s d(xa), Va € QM.

DmMosTRAZIONE. Abbiamo infatti

[ seapo = [ sadpo, = [ cornas
M M M
= (- f d(xa)) AR = (1) f g(xdxa, fwg.
M M

O

Dermizione X1I1.5.6. 11 Laplaciano di Hodge-deRham sulle k-forme ¢ 1’ opera-
tore differenziale

(13.5.8) A=®mod+dobd): Q*(M) - QM.
XIII.5.3. Differenziazione di forme simmetriche.

Notazione XII1.5.7. Indichiamo con S¥M il fibrato vettoriale dei tensori sim-
metrici k-controvarianti su M e con .Z*(M) lo spazio delle sue sezioni, cio¢ delle
k-forme simmetriche su M.

La differenziazione covariante V defininisce un’applicazione V : .7*(M) —
QY(M, S*M).

Derinizione XI11.5.8. 11 differenziale simmetrico d* : .Z%(M) — % 1(M) &
I’ operatore differenziale

k —
(13.5.9) O )Xo, - . ., Xp) = Fllzizo(vxia)(xo, XX,

Se o € .1 (M) = Q' (M), posto A = ot abbiamo
O*)(X, Y) = F[(Vxa)(V) + (Vya)(X)]
I (Xa(¥) — a(VxY) + Ya(X) — a(VyX))
1 (Xg(A,Y) - g(A, VxY) + Yg(A, X) — g(A, VyX))
3 (8(VxA,Y) + g(VyA, X)).

Abbiamo poi
(Lag)(X,Y) = Ag(X. Y) - g([A, X]. Y) - g([A, Y], X)
=Ag(X,Y) —g(VaX —VxA,Y) — g(V4Y — VYA, X)
= 8g(VxA,Y) + g(VyA, X)
perché V4g = 0. Abbiamo percio
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Lemma XII1.5.9. Se a € .ZY(M), allora
(13.5.10) ®*)X,Y) = —%(Laug)(X, Y).

Dermizione XII1.5.10. Chiamiamo divergenza di una forma simmetrica I’ag-
giunto formale del differenziale covariante sulle forme simmetriche, cioe 1’appli-
cazione d : .S (M) — .#K(M) definita da

(13.5.11) fg(ba,ﬁ)dungg(a,b*ﬁ)dug
M M

per ogni o € .7 (M) e B € #*(M) con supp a. N supp p € M.

Osserviamo che la divergenza ¢ la restrizione alle forme simmetriche del co-
differenziale covariante della DefinizioneXIIL.5.4l

XIIIL.6. 11 Laplaciano naturale

Sia (M, g) una varieta Riemanniana. Ad ogni rappresentazione lineare di di-

mensione finita (p, V) di O(m) ¢ associato un fibrato vettoriale | = (E LN M),
su cui la connessione di Levi-Civita definisce una differenziazione covariante. In-
dichiamo con &(M) lo spazio T'(M, E) delle sue sezioni, con EDM) lo spazio
delle forme differenziali a coefficienti in E, cioé delle sezioni delle sezioni € del
fibraton® T, = (E®y T*"M — M), e con

(13.6.1) V:EM) — EVM),

la differenziazione covariante.

Possiamo definire su V un prodotto scalareﬂ hy per cui p(O(m)) C Oy, (V).
Indichiamo con ( | )p il corrispondente prodotto scalare sulle fibre di 1. Vale
allora

(13.6.2) X(s1,52)0 = (Vxs1,82)0 + (51, Vx$2)0.

Risulta allora definito un prodotto scalare naturale sulle fibre di n ® 7),, che indi-
cheremo con ( | );. Se o = (X1, ..., X)) € un riferimento ortonormale su un aperto
U di Meda,p e &V(M), allora

(13.6.3) @B1(p) = )" (@@If@o suU.

Siano s € &M), o € &D(M) tali che supp s N suppa € U. Integrando per
parti, otteniamo, indicando con w, la forma di volume su U per sui o ¢ orientato
positivamente,

[ o= 37, [ st

=> fM (X(slat(X)o = (519 x, [(X) o)
i=1

3Questo prodotto scalare non & univocamente determinato. Lo €, a meno di una costante
moltiplicativa, sui fattori irriducibili della rappresentazione (p, V).
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= [ Lttt - [ oo, - [ (53 Vxlact) o
M M M ! 0

=—f(s|V*a)0(ng
M
ove

(13.6.4) Via=-3" (Vx +divX)laX)] suU.

Osserviamo che un cambiamento di orientazione cambia il segno di w, e quindi
di tutti i termini delle equazioni precedenti. La (13.6.4) ¢ quindi ben definita, a
prescindere dal dato di un’orientazione globale su M.

Dermizione XII1.6.1. Loperatore differenziale V* : & D(M) - &(M) definito
da (13.6.4) si dice I’aggiunto formale della differenziazione covariante.
L’ operatore differenziale

(13.6.5) VV:EM) — EM)
¢ il Laplaciano naturale sulle sezioni di ) rispetto alla metrica Riemanniana g.

Proposizione XI11.6.2. Vale la formula d’integrazione per parti

(13.6.6) fMg(Vsl, Vso)dug = Lg(V*Vsl, $2)d\g,
Vs1, 850 € &(M) con supp s1 N supp s € M.
In particolare, se M e compatta, tutte le soluzioni dell’equazione omogenea
(13.6.7) V'Vs=0

sono parallele su M.

XIIL.7. Il Laplaciano di Lichnerowicz

Descriviamo in questo paragrafo una nozione generale di Laplaciano sulle
varieta Riemanniane, dovuta a Lichnerowic
Introduciamo gli operatori di curvatura di Weitzenbéckﬂ

Sia oy = (o(M) Ny ) il fibrato vettoriale corrispondente alla rappresenta-
zione aggiunta di O(m). Gli elementi di 0,(M) sono gli endomorfismi R-lineari di
T, M che sono antisimmetrici per g:

A € 0,(M) & (A € Endp(T,M), g,(AX,,Y,)+&(X,,AY,) =0, ¥X,,Y, € T,M).

4André Lichnerowicz (1915-1998) & stato un matematico francese, allievo di Elie Cartan. Ha
insegnato a Strasburgo e Parigi, dal 1952 al College de France. Si ¢ occupato di geometria diffe-
renziale, relativita generale ed ha avuto un ruolo importante nella formulazione dei programmi di
insegnamento della matematica in Francia.

5 Roland Weitzenbock (1885-1955). Matematico austriaco, ha studiato a Vienna, Bonn e Go6ttin-
gen. Ha insegnato a Praga, e dal 1923 al 1945 ad Amsterdam. Per la sua attivita filo-nazista, fu
internato al termine della guerra, fino al 1948. Si occupd di teoria degli invarianti, di invarianti
spaziali e di teoria dei campi. Ottenne le formule per il Laplaciano di Hodge-deRham nel 1923.
[Invariantentheorie, Groningen, Noordhoff]
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Sea e Q*(M)ed X, Y € ¥(M), allora

g((XJal', ¥) = [X]al(Y) = a(X, ¥) = —a(Y, X) = —g(X, [[Ya]?).
Quindi a definisce la sezione A, del fibrato o(M)
(13.7.1) AaX) = [X]a]".

Lemma XII1.7.1. La corrispondenza A : Q*(M) 3 0. —> Aq € T(M, o(M)) ¢ un
isomorfismo lineare. O

Possiamo associare ad X, Y € X(M) la sezione di Ay y di o(M) definita da
(13.7.2) Axy(Z) = g(X,2)Y — g(Y,Z2)X, VZ e X(M).
Abbiamo infatti
8AxyZ1,2>) =g(8(X, 2))Y — g(Y. Z1)X, Z»)

=8(X,21)8(Y, Zy) - (Y, Z1)g(X, Z)
=8(Z1,8(Y, Z))X — g(X, 2o)Y) = —g(Z1, Ax,yL2).

Osservazione XII1.7.2. E Axy = Axayy-

Sia ora (p, V) una rappresentazione lineare di O(m) ed n = (E , M) il
corrispondente fibrato vettoriale. Lo spazio totale E ¢ il quoziente di O(M) X V
rispetto alla relazione di equivalenza

(@1,v1) ~ (02, 12) & (n(01) = 7(02), v2 = p(a5 1))

Indichiamo con @ : O(M)XV — E laproiezione nel quoziente. Ricordiamo ancora
che possiamo definire un prodotto scalare 4y su V per cui p(O(m)) C Op, (V) e che
questo definisce un prodotto scalare invariante sulle fibre di 1. 11 differenziale di p
nell’origine definisce una rappresentazione lineare p, : o(m) — oy, (V) dell’algebra
di Lie, che definisce un morfismo lineare di fibrati

(13.7.3) [pls : o(M) — o(E)

ove abbiamo indicato con o(E) lo spazio degli endomorfismi lineari antisimmetrici
sulle fibre di m. Esso si definisce nel modo seguente. Siano p € M e T un endo-
morfismo g,-antisimmetrico di 7,M. Se o € O,(M), allora oc ' oT oo € o(m).
Definiamo [p].(7T") in modo che

[pl(D)@(0,v) = @(0, pu(c o T o)(v)), VveV.
Definiamo quindi una forma c,, € Q*(M, o(E)) ponendo
(13.7.4) (X, Y) = [pls(Axy), VX,Y € X(M).

Dernizione X111.7.3. Chiamiamo la ¢, € Q*(M, o(E), definita dalla (T3.7.4),
la forma caratteristica del fibrato 0.

Ricordiamo che su ogni spazio tensoriale T"*(M) ¢ definita la curvatura

(1375) R(X, Y)'IZ = Vva‘E - Vyvx‘t — V[X’Y]T, VTt € Ir’s(M), VX,Y € %(M)
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Ad esempio, se o € QY (M) ed X, Y,Z € X(M), otteniamo
(13.7.6) (RX, V)o)(Z) = —a(R(X, Y)Z).
Infatti
(R(X, Y)a)(Z) =(VxVya)(Z) = (VyVxa)(Z) — (Vixyj0)(2)
=X((Vyo)(2)) — (Vya)(VxZ) — Y((Vxa)(Z)) + (Vxa)(VyZ)
- [X, Y]o(Z) + a(Vix.1Z)
=X(Ya(Z) — a(VyZ)) — (Vya)(VxZ)
- Y(X(Z) - (VxZ)) + (Vxa)(VyZ)
- [X, Y]o(Z) + a(VixnZ)

=XYo(Z) = (Vxa)(VyZ) — (Vya)(VxZ) — a(VxVyZ)
- YXo(Z) + (Vya)(VxZ) + (Vxa)(VyZ) + a(VyVxZ)
- [X, Y]OL(Z) + OL(V[X’Y]Z)

da cui, poiché la connessione di Levi-Civita & simmetrica, otteniamo la (13.7.6).

Dermizione XII1.7.4. 1l tensore di Ricci generalizzato, od operatore di curva-
tura di Weitzenbdock, sui tensori k-controvarianti, con k > 1, € definito da
(13.7.7)

Ric(V)(Xy, ..., Xp) = ZZIZI;ZI(R(Yi,Xj)r)(Xl, XL YR X X)),
ove (Y1,...,Y,) ¢ un qualsiasi riferimento ortonormale.

In particolare, se a ¢ una 1-forma differenziale, abbiamo
(13.7.8) Ric(o)(X) = ZZIR(Yi,X)a(Yi) = —a(R(Y;, X)Y))

Dermizione XII1.7.5. Un Laplaciano di Lichnerowicz ¢ della forma
(13.7.9) Apt = VYT + ¢ Ric(v),

per una costante ¢ > 0.

XIIL.8. Laplaciano sulle forme differenziali alternate

XIIL.8.1. Espressione del differenziale mediante la derivazione covarian-
te. La derivazione covariante rispetto ad una connessione simmetrica ci permette
di calcolare il differenziale di una forma alternata con una formula che ¢ diretta
generalizzazione di quella, in coordinate, valida per gli spazi Euclidei.

ProrosizioNeE XIII.8.1. Se V ¢ la derivazione covariante di una connessione
affine simmetrica su M, allora, per ogni o. € QK(M) ed Xy, . .., Xx € X(M) vale la

(13.8.1) da(Xo, ..., Xp) = Z';:O(—l)f(vxfa)(xo, X LX)
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Se o = (Xi,...,Xim) & un sistema di riferimento su un aperto U di M e
(€L, ..., &™) il coriferimento duale, definito da EX) = 6’j per1 < i,j < m,
abbiamo

m 1 .
(13.8.2) da = Z,-=1§ AVxa inU.
DmosTRAZIONE. Abbiamo infatti

da(Xo, . .., Xp) :Zj(—l)ijoc(. X))
+ D DX X K K

=D, YTy X
J
—Z_ (DM a(Vx X Xi. . X0 )
i<j
D DTV X X K

(1Y X e .
+Zi<j( D™ al(X Xl s Xir o2 Xy )

:Zj(—l)f(Vx.,.oc)(. X))
= D DT X X)) K K,

dove T ¢ la torsione. Otteniamo quindi la (I3.8.T)) se supponiamo 7 = 0.

Verifichiamo ora la (I3.8.2)). Basta verificare che i due membri dell’equazione
assumono gli stessi valori sulle k-uple di elementi del sistema di riferimento . Se
1 <ij <--- <i; <m,otteniamo

O & A V@K Xi) = D ST (D”él(X:])(VXOL)( Xi.)

= Z (~1)/(Vx, @), X, )
e 'ultimo termine dell’'uguaglianza & uguale a da(X;,, ..., X;,) per la (I3.8.1). O

XII1.8.2. Aggiunto formale del differenziale. Utilizziamo la Proposizione[XIIL.8.1
per calcolare 1’aggiunto formale del differenziale esterno. Osserviamo che, se
B e QM) ed Xy, .. Xk € X¥(M), allora

XiB)Xos - -+ Xis . X0) = (=1)'B(Xo, ..., X0), Yi=0,1,....k

Supponiamo ora che (M, g) sia una varieta Riemanniana e o = (Xi,...,X;;) un
sistema di riferimento ortonormale su un aperto U di M. Siano a € QK M) e
B € Q“1(M), con supp a € U. Otteniamo allora

| st
= Do 20, 1)ff(vx D Xigs -+ X2 Xit) - BKigs > X Xiplltg

- Zlo< <lkz f(VX a)(Xl()ﬂ"' lj7'--7Xik)'XijJB(XiO,---,)/(i\j,...,Xl'k)dMg
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SO L
Osserviamo che, se X, Y, X|,..., X € X(M), &
(Vx(YIB)(Xi..... X0) = XBO. X1 Xi) = > BV, VaX..)
= (VxB)Y, X1, ..., Xi) + B(VxY, X1, ..., Xk,
abbiamo cioe
(13.8.3) Vx(Y1B) = YIVxp + (VxY)B.

Supponiamo ora di aver fissato un’orientazione su U, ed indichiamo con w, la
corrispondente forma di volume. Abbiamo

[ e vipo, = [ et vippo, - [ el xripo,
M M M
- [ xtetavipog - [ s vipLw,
M M
- f g((l, YJVXB)U‘)g - f g(a9 VXYJﬁ)mg
M M

= —fMg(a, Y]VxB)w, —f;lg(a, (VxY + (divX)Y)|B) o,.
Otteniamo quindi, per 1I’aggiunto formale del differenziale, I’espressione
d'B == XilVxB = (D (VxX; + (divX)X))IB.
Poiché
DL AVXDXi = ) eV Xe XpXi= =) e(Xi Yy X)Xi == VxXj,

I’ultima sommatoria al secondo membro dell’espressione che abbiamo ottenuto per
d*P si annulla ed otteniamo percio

Proposiziong XII1.8.2. Se o = (Xy,..., X;y) é un riferimento ortogonale su un
aperto U di M e p € Q**(M), allora
(13.8.4) d'p = Z:’ioxi IVxB inU. O

XII1.8.3. Aggiunti formali della derivazione covariante e del prodotto ester-
no. Raccogliamo in questo breve paragrafo alcune formule che ci saranno utili nel
seguito.

Lemma XII1.8.3. Se (M, g) é una varieta Riemanniana orientata, allora
(13.8.5) Vya = -Vya - (divX)-a, Vae QX(M), VX € X(M).
DivosTRAZIONE. Se B € (M) e supp o N supp B € M, abbiamo

f o(a, VxBo, = f (Xg(ct B))og - f ¢(Vxa, By,
M M M

= _f g(a, [3)(d1VX)(Dg - f g(VXOL, f))(l)g,
M M
da cui segue la (13.8.5). O
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Lemma XII1.8.4. Sia X € X(M). L’applicazione
(13.8.6) M) > a — X" Aae QM)
e l’aggiunta formale del prodotto interno
(13.8.7) QM) s B — XIp € Q5(M).

DmosTrRAZIONE. Sia 0 = (X1, ..., X),) un riferimento ortonormale su un aperto
U di M. Abbiamo in U, per a € Q*(M), p € Q1 (M),

g XIB)= > ol X B Xy, Xy)

i1 <--<iy

= D i oy SX XK X DB X Xy X))

k —
- Zio<i1<...<ik Zh:o(_l)hg(x’ Xih)a(' s Xy - ')B(Xio’ Xips ooy Xik)
= g(X" A 0, B).
Questa uguaglianza dimostra il Lemma. O

XIIL8.4. Laformula di Weitzenbock. Dalla (T3:8.2) della Proposizione[XTIL.8.1]
abbiamo:

Proposiziong XII1.8.5. Sia 0 = (X1, ..., X)) un riferimento ortonormale su un
aperto U di M. Se o € QK(M), abbiamo

(13.8.8) do=>" X' AVxa inU.

Ricordiamo che la derivazione covariante ¢ una derivazione dell’algebra ester-
na. E cioe

(13.8.9)  Vx(@AP)=(Vxa) AB+aAVxp, YXeXM), Yo,p e Q" (M).



CAPITOLO XIV

Metriche invarianti

XIV.1. Metriche pseudo-Riemanniane su spazi omogenei

Siano K un gruppo di Lie connesso, H un suo sottogruppo chiuso, M = K/H.
Indichiamo con o il punto base m(H) ed identifichiamo T, M al quoziente £/} delle
algebre di Lie € di K ed b di H. Ricordiamo che, per X € B, X” € ¥(M) ¢ il
generatore infinitesimale del gruppo a un parametro (¢, p) — exp(tX) - p.

Indichiamo con Ad(h) la rappresentazione aggiunta di H sul quoziente E/), e
con X I’elemento di E/h corrispondente ad X € E.

Supponiamo che K operi effettivamente su M.

Proposizione XIV.1.1. Vi é una corrispondenza biunivoca tra le metriche pseudo-
Riemanniane g, K-invarianti su M, e le forme bilineari simmetriche non degeneri
b su /Y, invarianti rispetto ad Ad(H), data da

(14.1.1) go(XM . YMy = p(X,Y), VX,Y €.
La g ¢ definita positiva se e soltanto se lo e la b.

DimostrAZIONE. La condizione necessaria e sufficiente affinché g sia una me-
trica pseudo-Riemanniana K-invariante ¢ che, per ogni a € K, risulti

gr@(@: X", a, Y™ = go(X™, YM), VXY €k
Se b € K e n(b) = n(a), allora a™'b = h € H ed abbiamo allora
oXM, YM) = gy (0. XM, 0. YM) = gu(y(b. XM, b, YM)
= go(a;' . XM, a7 b YM) = go(h XM, h YM).

Questo dimostra che possiamo definire una forma bilineare M(H)—invariante po-
nendo:

b()_(’ Y) = gO(XM’ YM)
Vice versa, poiché X" = (Ad(h)(XlM per ogni X € E, la (I4.1.T)) definisce una
metrica K-invariante, purché la b sia Ad(H)-invariante. O

CorovrrarIO XIV.1.2. Supponiamo che M sia riduttiva, con decomposizione
E=hem, AdH)(m)=m.
Allora la
(14.1.2) 2o(XM YM)y = p(X,Y), VX, Yem

251
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definisce una corrispondenza biunivoca tra le metriche pseudo-Riemanniane g, K-
invarianti su M, e le forme bilineari simmetriche non degeneri Ad(H)-invarianti
su m. Abbiamo

(14.1.3) b(Z,X],Y)+b(X,[Z2,Y]) =0, VX, Yem, VZel,

e la condizione (14.1.3)) é equivalente all’invarianza di b rispetto ad Ad(H) se H ¢
connesso.

XIV.2. La connessione di Levi-Civita sugli spazi omogenei

Data una connessione affine I' su M, associamo ad ogni X € X(M) il tensore
1-covariante ed 1-controvariante Ay, definito da

(14.2.1) AxY = [X,Y] - VxY = -VyX - T(X,Y), VY € X(M).

Lemma XIV.2.1. Se g e una metrica pseudo-Riemanniana K-invariante su M =
K/H, allora per ogni X € &, il tensore Axu e g-antisimmetrico.

DimostrAzZIONE. Per ogni X € E, il gruppo a un parametro exp(¢X) definisce un
gruppo a un parametro di isometrie di (M, g). Quindi la derivata di Lie Lyn g della
metrica ¢ nulla. Otteniamo quindi, per ogni Y, Z € X(M):

XMe(Y,Z) = (Lymg)(Y, Z) + g(IXM, Y1, 2) + g(¥, X", Z])

= 8(IX".Y1.2) + g(¥. (X", Z)).

Dr’altra parte, vale anche la
XMg(¥.2) = (Vxug)(Y.Z) + g(Vyu Y. Z) + g(¥, VxuZ)
=g(Vxu Y, Z) + g(Y, VyuZ).
Sottraendo membro a membro otteniamo
(14.2.2) 8AxmY,Z)+ g(Y,AxuZ) =0, VY,Z e X(M),
ed il Lemma ¢ dimostrato. O
TeorEMA XIV.2.2. Supponiamo che M sia riduttiva, con decomposizione

(14.2.3) E=pom, AdH)(m)=m.

Se g ¢ la metrica pseudo-Riemanniana K-invariante su M, associata alla forma
bilineare simmetrica Ad(H)-invariante b, allora la sua connessione di Levi-Civita
e definita da

(14.2.4) AnO®) = 3[X, Y] +BX.Y), VXY em,
ove B ¢ la forma bilineare simmetrica definita da
(14.2.5) 20(B(X,Y),Z2) = b(X,[Z,Y]w) + b(Z,X],Y), VX, Y,Zem.

In particolare, la connessione di Levi-Civita coincide con la connessione naturale
priva di torsione se e soltanto se il secondo membro della (14.2.5)) é uguale a 0 per
ogni X,Y,Z e m.



XIV.2. LA CONNESSIONE DI LEVI-CIVITA SUGLI SPAZI OMOGENEI 253

DiMosTRAZIONE. Ricordiamo che Aw(X) = —Axm per ogni X € m, e quin-

di A (X) ¢ antisimmetrica per ogni X € m. Per la (7.4.3) del Teorema [VI1.4.2}
abbiamo

AnX)Y - An(MX =[X, Y], VX, Y em.
Quindi
BX,Y) = BY, X) = [X, Y]m = (An(X)Y = An(¥)X) =0
e dunque § ¢ simmetrica e soddisfa
bBX,Y), Z) + b(Y, B(X, Z)) = 3(b([Y, XTw, Z) + b(¥, [Z, XTw)-
Da questa, dalle uguaglianze che da questa si ottengono mediante le permutazioni

cicliche di X, Y, Z e dalla simmetria di 8 ricaviamo finalmente la (14.2.5)). |

Dermvizione XIV.2.3. Uno spazio omogeneo riduttivo M = K/H, con (14.2.3)
ed una metrica pseudo-Riemanniana associata ad una forma bilineare simmetrica
non degenere b su m si dice naturalmente riduttivo se

(1426) b(X’ [Z’ Y]]ﬂ) + b([Z$ X]ma Y) = O$ VX7 Y;Z em.

Proposizione XIV.2.4. Supponiamo che M sia naturalmente riduttivo, con una
metrica pseudo-Riemanniana invariante associata alla forma bilineare b. Allora
la sua curvatura soddisfa

(142.7)  goRXM, YMYY™ XMy = 1b([X, Y1, [X, Y1) — BAIX, Y, Y1, X1,

VX,Y e m.
DmosTrRAZIONE. Abbiamo infatti
Ro(X, Y)Z =1[X, [¥, Zlwlw — 1Y, [X, Z] I
- %[[X, Y, Zlm = [[X, Y1y, Z],
VX,Y,Z em.
La tesi segue allora dal Teorema [XIV.2.2] O

Un caso importante in cui si applicano i risultati precedenti ¢ il seguente:

TeorEMA XIV.2.5. Sia M = K/H e supponiamo che vi sia una forma bilineare
simmetrica non degenere Ad(K)-invariante £ su ¥ la cui restrizione ad Yy sia non
degenere.

Poniamo

(14.2.8) m={Xeb|f(X,Y)=0, VY € b}.
Allora vale la decomposizione (14.2.3)) ed inoltre la
(14.2.9) b(X,Y) = f(X,Y), VX,Yem,

e una forma bilineare simmetrica non degenere ed Ad(H)-invariante su m.

Rispetto a questa decomposizione ed alla metrica pseudo-Riemanniana K-
invariante associata a questa scelta di b lo spazio omogeneo M é naturalmente
riduttivo.
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1l tensore di curvatura rispetto a questa metrica soddisfa
(142.10)  go(RXM, Y YM XMy = 201X, Y, [X, Y1) + £([X, Y]y, [X, Y1),
VX, Y em.

OsservazioNE XIV.2.6. Se possiamo scegliere la f definita positiva, allora la
metrica g definita nel teorema precedente & Riemanniana, con curvatura sezionale
non negativa.

Esempio XIV.2.7. Supponiamo che K ammetta una forma bilineare simmetrica
Ad(K)-invariante e definita positiva e poniamo H = {e}. Allora la connessione di
Levi-Civita associata alla metrica descritta nel teorema precedente coincide con la
0-connessione ed ha curvatura R,(X*, Y*) = —%ad([X, YD.



CAPITOLO XV

Metriche di Einstein

XV.1. Proprieta del tensore di curvatura

Sia (M, g) una varieta pseudo-Riemanniana di dimensione reale m. Sia D la
differenziazione covariante su M associata alla sua connessione di Levi-Civita ed
indichiamo con R la sua curvatura. Ricordiamo che

T(X,Y)=DxY-DyX-[X,Y]=0, R(X,Y)Z=DxDyZ- DyDxZ - DixyZ.

La curvatura R ¢ un tensore di tipo (3,1) che, per ogni X,Y,Z, U € X(M),
soddisfa le condizioni di simmetria

R(X,Y) = —-R(Y, X), (antisimmetrico in X, Y),
RX,Y)Z+ R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0 (I identita di Bianchi),
gRX,Y)Z,U)+ g(Z,R(X,Y)U) =0, (g-antisimmetrico in Z),
g(RX,Y)Z,U) = g(R(Z, U)X, Y) (g-simmetria).

(15.1.1)

La g-simmetria ¢ conseguenza delle proprieta di antisimmetria e della prima
identita di Bianchi. Abbiamo infatti, utilizzando le prime tre delle (I5.1.1]),

gR(X,Y)Z,U) = =g(R(Y, 2)X, U) - g(R(Z, X)Y, U)
= 8R(Y,2)U, X) + g(R(Z, X)U,Y)
= —8R(Z, U)Y, X) - g(R(U, Y)Z, X)
- 8(R(X,U)Z,Y) - g(R(U,2)X,Y)
= 28(R(Z, U)X, Y) + g(R(U, V)X, Z) + g(R(X, U)Y, Z)
= 28(R(Z, U)X, Y) - g(R(X, Y)Z,U),

da cui segue la quarta.
11 tensore di curvatura soddisfa inoltre 1’identita differenziale

(15.1.2) (DxR)(Y,Z)+(DyR)(Z X)+(DzR)(X,Y) = 0, ( I identita di Bianchi).

Utilizzando il tensore della metrica g possiamo considerare la curvatura anche
come un tensore di tipo (4, 0), ponendo

RX,Y,Z,U) = g(R(X, U, Z).
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Le simmetrie fondamentali del tensore di curvatura di tipo (4, 0) sono allora
R(X,Y,Z,U)=-R(Y,X,Z,U),
RX,Y,Z,U)=-RX,Y,U,2),
(15.1.3) RX,Y,Z,U)+R(Y,Z,X,U)+ R(Z,X,Y,U) =0,
R(X,Y,Z,U)=R(Z U,X,Y),

VX,Y,Z, U € X(M).

XV.2. Curvatura sezionale

Per le simmetrie (15.1.1), o, in modo equivalente, (15.1.3), del tensore di
curvatura, esso definisce un’applicazione

R N*M — N’M,
che sui tensori alternati di rango due si pud descrivere mediante
gAXAY),ZAU) =RX,Y.ZU) = gRX, V)U,2).

DeriNnizione XV.2.1. Se o ¢ un due-piano anisotropo di T,M, la curvatura
sezionale in o ¢ data da
RX, Y, X,Y)
K(o) = , seX, Yeo, XANY #0.
X, X)g(Y.Y) - [g(X, V)]

OsservazioNE XV.2.2. Poiché la forma quadratica associata ad una forma bi-
lineare simmetrica la determina completamente, la curvatura sezionale determina
completamente la curvatura Riemanniana.

In particolare, se in un punto p € M la curvatura sezionale ¢ costante, non
dipende cioe¢ dal due piano o che si considera, dalla

RX, Y, X,Y) = k{g(X,X)g(Y,Y) - g*(X,Y)} inp

ricaviamo che
RIX,Y,Z,U) = Kg(X,Z)g(Y,U) - ¢(X, U)g(Y,Z)}, inp
cioe
SRX. U, Z) = Kg(X,2)g(Y,U) - g(X,U)g(Y,Z)} inp
e quindi
RX, VU = k{g(Y, U)X - g(X,U)Y) inp.
TeorEMA X V.2.3 (F.Schur). Supponiamo che M sia connessa. Se m > 3 e, per

ogni p € M la curvatura sezionale dei due piani in T\,M e costante, allora (M, g)
ha curvatura costante, esiste cioé una costante reale k tale che

(15.2.1) RX,V)Z =k(gY,2)X —g(X,2)Y), VX, Y,Z € X(M).
DmvosTtrAzIONE. Per ipotesi, la (I5.2.1) vale per una funzione k € € (M).

Consideriamo il tensore o(X,Y,Z) = g(¥,Z2)X — g(X,Z)Y e consideriamone la
derivata covariante rispetto a un campo di vettori U € X(M). Otteniamo

Vya)(X,Y,Z2) = Vy(g(Y,2)X — g(X,2)Y) — g(VUY, 2)X — g(Y,VyZ)X
—g(Y,Z)VuX + g(VyX,Z)Y + g(X,VuZ)Y + (X, Z)VyY = 0,
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perché Vyg = 0. Utilizzando quindi la seconda identita di Bianchi otteniamo che,
per ogni scelta di Xp, X1,X2, X3 € X(M), ¢ (I’apice sul simbolo di sommatoria
significa che essa ¢ estesa alle terne (i, j, k) che formano una permutazione con
segnatura positiva di {0, 1, 2}):

0= D o1 VR X0X3

= D o1 2 KR8 X)X~ 8(X1 X3)X )

= {(X1k)g(X2, X3) — (X2k)g(X1, X3)}Xo

+{(X2k)g(Xo, X3) — (X1Kk)g(X2, X3)} X1

+{(Xok)g(X1, X3) — (X1k)g(Xo, X3)}X>.
Poiché la dimensione m di M & maggiore o uguale a tre, fissato un qualsiasi punto
p di M, possiamo scegliere i campi Xp, X1, X» in modo che siano ortonormali in
un intorno di p e prendere poi X3 = X;. I tre addendi all’ultimo membro dell’u-
guaglianza scritta sopra sono allora linearmente indipendenti in un intorno di p ed
abbiamo quindi, in particolare, poiché il coefficiente di Xy ¢ nullo in un intorno di
P, che X1k = 0 in p. Poiché sia il punto p che il valore di X| in p, possono essere

scelti arbitrariamente, con I’unico vincolo che g(X;, X;) = 1 in p, ne ricaviamo che
dk = 0 e quindi £ ¢ costante su M. O

Esempio XV.2.4. Sia g, una forma quadratica in R™*! con segnatura (p,m +
1 — p) e definiamo le sottovarieta

Sy = eR™ [ gox) =1},
HY = {x e R™" | g(x,x) = —1).

Se 1 < p < m+1, la restrizione ad S’ di g, definisce una metrica pseudo-
Riemanniana di segnatura (p,m — p) e curvatura sezionale costante 1. Se 0 <
p < m, larestrizione di gy definisce su H;' una metrica pseudo-Riemanniana di
segnatura (p, m — p) e curvatura sezionale costante —1.

Perogni0 < p <m + 1,la g, definisce su R”*! una metrica pseudo-Riemanniana
di segnatura (p,m + 1 — p) e curvatura sezionale costante nulla.

XV.3. 1l tensore di Ricci

Si possono ottenere nuovi tensori a partire dal tensore di curvatura utilizzando
le contrazioni. Per le simmetrie del tensore di curvatura, vi ¢ essenzialmente un
solo tensore interessante che si possa ottenere in questo modo.

Dermizione XV.3.1. La curvatura di Ricci di (M, g) ¢ il tensore di tipo (2, 0)
rX,Y)=tr(Z - R(X,2)Y).
Se Zi,...,Z, ¢ una base ortonormale per g in un punto p € M, se cioe
8(Zi,Z) = €6;j, cone =1,

allora "
rXY(p) = ) &R(X.Z, Y, Z).
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1l tensore di Ricci puo essere anche considerato come un tensore di tipo (1, 1),
Ric : TM — T M, mediante:

r(X,Y) = g(Ric (X), Y).

OsservazionE XV.3.2. Il tensore di Ricci € simmetrico: abbiamo cioe (X, Y) =
r(Y, X), ovvero g(Ric(X),Y) = g(X, Ric(Y)). Cio ¢ conseguenza del fatto che la
connessione di Levi-Civita ¢ simmetrica (cio¢ priva di torsione). In particolare,
quando g sia una metrica Riemanniana, Kic ha in ogni punto autovalori reali ed ¢
diagonalizzabile.

OsservAZIONE XV.3.3. Se la dimensione m di M & due, il tensore di Ricci de-
termina completamente il tensore della metrica. Infatti, se X, X» ¢ un sistema di
riferimento ortonormale, abbiamo nell’intorno di un punto di M, otteniamo

r(X1,X1) = R(X1, X1, X1, X1) + R(X1, X2, X1, X2) = R(X1, X2, X1, X2),
r(X1,X2) = R(X1, X1, X2, X1) + R(X1, X2, X2, X2) =0,
(X2, X2) = R(X2, X1, X2, X1) + R(X2, X2, X3, Xo) = R(X1, X2, X1, X2).

Notiamo che, per m = 2, il fibrato A>M ha rango 1 e quindi il tensore di curva-
tura R ¢ completamente determinato dal valore R(X, X», X1, X2) che assume su un
qualsiasi sistema di riferimento ortonormale.

Supponiamo sia m = 3. Fissiamo un riferimento ortonormale X, X», X3 su un
aperto di M e consideriamo le componenti del tensore di Ricci:

r(X1, X1) = R(Xy, X2, X1, Xo) + R(Xy, X3, X3, X3),
r(X1, X2) = R(X1, X3, X2, X3),

r(X1,X3) = —R(Xy, X2, X2, X3),

r(Xa, X2) = R(X1, X2, X1, X2) + R(X2, X3, X2, X3),
r(Xa, X3) = R(X1, X2, X1, X3),

r(X3, X3) = R(X1, X3, X1, X3) + R(X2, X3, X2, X3).

Possiamo quindi ricavare dai coeflicienti del tensore di Ricci quelli del tensore di
Riemann. Abbiamo infatti

R(X1, X2, X1,X2) = 3(r(X1, X1) + R(X2, X2) — R(X3, X3)),
R(X1, X2, X1, X3) = r(X2, X3),

R(X1, X2, X2, X3) = —r(X1, X3),

R(X1,X3,X1,X3) = 3(r(X1, X1) + r(X3,X3) — r(X2, X2)),
R(X1, X3, X2, X3) = r(X1, X2),

R(X>, X3, X2, X3) = 3(r(X2, X2) + R(X3, X3) — R(X1, X1)).

Quindi in dimensione tre il tensore di Ricci determina completamente il tensore di
Riemann.
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Possiamo riscrivere le formule che legano il tensore di Riemann ed il tensore
di Ricci in dimensione due e tre mediante
2R(X1, X2, X3, X4) = r(X1, X3)8(X2, X4) + r(X2, X4)8(X1, X3)

(15.3.1) - (X1, X4)g(X2, X3) — r(X2, X3)g(X1, X4),
VXl,Xz,X3,X4 S %(M), sem=dmM = 2,3.

Infatti, i due membri dell’uguaglianza definiscono tensori di tipo (0, 4) e basta
dunque verificare I’'uguaglianza quando X1, X», X3, X4 siano campi di un sistema di
riferimento locale.

XV4. Un Teorema di Myers

Supponiamo che la metrica g sia Riemanniana.

Fissiamo un punto p € M e un sistema di riferimento ortonormale o, =
(V1,...,vm) in T,M. Ad esso associamo coordinate normali x = (x', .. X
definite in un intorno U di p da

p(x) = expp(xlvl + o+ X ).
Il tensore della metrica ha in queste coordinate componenti
gij = 8(0/0x',8/0x"), 1<ij<m.
Lemma XV4.1. La funzione

(15.4.1) Fp(g) = yJldet(gij(x0))l, p(x) =g,

non dipende dalla scelta della base ortonormale o .

DIMOSTRAZIONE. Se 0';, = (w1,...,wp) € un’altra base ortonormale di 7),M, ed
y = (y',...,y™ le corrispondenti coordinate normali, abbiamo che x = ay, con
a= 0'1_710';, € Op(m). Le componenti g;j della metrica nelle coordinate y sono
allora m

r h _k
8ij = Zh,k:lai aj8nk:
Quindi,
fidet 5] )l = \/| detal| det(g; )| = F,

perché |detal = 1. O

Sia N, un intorno normale di 0 in 7, M. Ricordiamo che N, ¢ stellato rispetto
all’origine ed Exp,, : N, —» U, = Exp,(N)) un diffeomorfismo di N,, su un intorno
aperto U, di pin M.

Fissato un vettore non nullo w € N, indichiamo con y,, € €*([0, 1], M)
la geodetica uscente da p con velocita w. Fissiamo un riferimento ortonormale

op=1,...,Vy) in TyM con v, = w/|w| ed indichiamo con J7, ..., J;; i campi di
Jacobi che soddisfano il problema di Cauchy
D%Jy
+ R(J}) (@), (@) yw(®) = 0,
dtz h
DJ¥(0) 1<h<m.
Jy(0) =0, = v,

dt
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Nota che J)(t) = w9 per0 <t < 1.

Ricordiamo che i valori J;l”(l) € TexpowyM sono le immagini dei vettori vy
mediante il differenziale dell’applicazione esponenziale nel punto w. Con queste
notazioni, abbiamo

Lemma XV.4.2. Con le notazioni introdotte sopra, abbiamo
(154.2) F,,(Expp(w)) = \/I det(Jy, ..., Jp—DI(D).

DivostrAzIONE. L’affermazione segue dal fatto che i campi J; sono ortogonali
alla velocita y,, lungo la geodetica e gi,j(Expp(w)) = g;j(J;'(1), J;“(l)) per 1 <

i,j<m. O

La funzione introdotta nel Lemma|XV.4.1|soddisfa una disuguaglianza relativa
alla curvatura di Ricci. Vale infatti la

Proposizione XV.4.3. Siay € ([0, to], M) una geodetica uscente dal punto
p € M, con supporto contenuto in un suo intorno normale, ed F), la funzione

definita nel LemmalXV4.1] Posto
¢(@) = § "V,

vale la diseguaglianza

D2

De .

drr  m-1
CoroLLArRIO XV.4.4. Supponiamo che (M, g) sia completa e che esista una

costante a > 0 tale che

(15.4.4) X, X) > (m— Dag(X,X), VX e X(M).

(15.4.3) 3,)¢ < 0.

Allora ogni geodeticay € € (R, M), con g(y,¥) = 1 ha un punto coniugato y(ty)
diy(0) con 0 <ty < 7/a.

Da questa ricaviamo iIE]

TeorEMA XV.4.5 (Myers). Sia (M, g) una varieta Riemanniana completa, la
cui curvatura di Ricci soddisfi , per una costante ¢ > 0, la diseguaglianza

(15.4.5) rX, X) > cg(X, X), VYXeX(M).
Allora M e compatta, con diametro < rt/c, ed il suo gruppo fondamentale é finito.
XV.5. Curvatura scalare

Dermizione XV.5.1. La curvatura scalare di una varieta Riemanniana (M, g) €
la traccia del suo tensore di Ricci, cioe la funzione

(15.5.1) s(p) = tRic, = " r(Xp, Xp, con (Xi,...,X,) € Op(M).

OsservAZIONE X V.5.2. Su ogni varieta M & possibile definire una metrica con
curvatura scalare costante.

Is B. Myers: Riemannian manifolds in the large, Duke Math.J. 1, 39-49, (1935).
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ProposizioNne XV.5.3. Il tensore di Ricci e la curvatura scalare sono legati
dalla relazione

(15.5.2) &r = —3ds.

DimosTtrAzZIONE. Fissiamo un riferimento ortonormale o = (X, ..., X,,), defi-
nito in un intorno aperto U di un punto pg € M. La curvatura scalare si puo allora
scrivere nella forma

5= ijle(X,-,X,, Xi, X)).
Il suo differenziale ¢
ds(X) = > (VxR(Xi, X, X, X))
=2 R(VxXi, X, Xi, X)) = 2> "R(Xi, VX, Xi, X))
= = > (VxRXj, X, Xi, X)) = > (Y RX, Xi, Xi, X))
- 2ZR(VXX,~, X;, X1, X)) - 2ZR(X,-, VxX;, X, X))
= 22 (VXRI(X. X}, Xi. X)) - 2R(VxX;. X}, X, X;))

XV.6. Metriche di Einstein

DEermnizione XV.6.1. Una metrica pseudo-Riemanniana g su M si dice di Ein-
stein il suo tensore di Ricci ¢ un multiplo costante della metrica, se cio¢ esiste una
costante A tale che

OsservAZIONE XV.6.2. La nozione di metrica di Einstein ¢ interessante quando
la dimensione m di M ¢ maggiore o uguale a quattro. Infatti la curvatura & sempre
nulla se m = 1 e, nei casi m = 2,3 la nozione di metrica di Einstein coincide con
quella di curvatura sezionale costante. Abbiamo infatti, per le (15.3.1)) ed (15.6.1)),

R(X1, X2, X1, X2) = A(g(X1, X1)e(Xa, X2) — |g(X1, X2)).

OsservazIONE X V.6.3. Se ¢ ¢ una costante positiva, il tensore di Ricci della
metrica c¢ - g € lo stesso di quello della metrica g. La costante A si cambia quindi in
A/c. A meno di un cambiamento conforme della metrica, potremo quindi supporre
sempre, se vogliamo, che la costante A in (15.6.1)) sia uguale ad 1,0 -1, 0 0.






CAPITOLO XVI
Spazi simmetrici

XVI.1. Spazi affini localmente simmetrici

Sia M una varieta differenziabile di dimensione m, con una connessione affine
definita dalla derivazione covariante V. Fissiamo un punto p di M ed intorni Vy(p)
di 0in T,M, ed U, di p in M tali che I’esponenziale in p sia definito su Vo(p)
e sia un diffeomorfismo di Vo(p) su U,. Ricordiamo che I’esponenziale exp, :
Vo(p)—U), & definito da exp,(X) = ¢px(1), se ¢, x(1) ¢ la geodetica di punto
iniziale p e velocita iniziale X € T, M. Possiamo supporre che Vj(p) sia simmetrico
rispetto all’origine e definire quindi la simmetria geodetica rispetto al punto p
mediante la corrispondenza :

(16.1.1) Up 3 q = exp,(X) g = exp,(—X) € U,,.

Osserviamo che s, ¢ un diffeomorfismo di U, con ds,(p) = —I (I ¢ qui I’identita
suT,M)ed s, =s,05,=idy,.

Dermvizione XVI.1.1. Diciamo che (M, V) ¢ una varieta affine localmente sim-
metrica se per ogni punto p di M esiste un intorno aperto U, di p in M su cui la
simmetria affine sia definita e sia una trasformazione affine.

Ricordiamo brevemente la definizione di trasformazione affine. Consideriamo in primo luogo
il concetto di trasporto parallelo. Se (M, V) & uno spazio affine ed « : [0, 1]>M, con a(0) = py e
a(1) = p;, una curva differenziabile, per ogni vettore X, € 7, M indichiamo con [a].(X)) il vettore
X, € T, M, definito dal valore X; = X(1) del campo di vettori [0,1] > t—X(¥) € TM lungo a,
con valore iniziale X(0) = X,, definito dal problema di Cauchy per il sistema lineare di equazioni

differenziali ordinarie:
DX(t)
{ O v, =0,

dt
X(0)=Xo.
Se ora (N, V’) € un’altra varieta affine, un’applicazione differenziabile f : M—N si dice affine se
preserva il trasporto parallelo, se cioe, per ogni coppia di punti py, p; di M che siano estremi di un
cammino differenziabile a : [0, 1]—M, per ogni X, € T, M risulta:

df(p)([al.(Xo)) = [f o al.(df(po)(Xo)) -

Se f : M—N ¢ un diffeomorfismo, esso definisce un’applicazione bigettiva X(M) > X—f.(X) €

X(N). In questo caso, la f ¢ una trasformazione affine se e soltanto se preserva la derivazione co-

’

variante, cio¢ se e soltanto se f. (VxY) = V fx

M.

,J«(Y) per ogni coppia X,Y di campi di vettori di

TeoreEMA XVI.1.2. Uno spazio affine (M, V) é localmente simmetrico se e sol-
tanto se il suo tensore di torsione T e il suo tensore di curvatura R soddisfano le

263
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equazioni:
(16.1.2) T=0, VxR=0 VX e XM).

DimosTrAZIONE. Supponiamo che (M, V) sia localmente simmetrica. In parti-
colare, per ogni punto p € M, il differenziale in p della simmetria rispetto al punto
p ¢ il differenziale di un’affinita. Preserva quindi torsione e curvatura. Ricordiamo
che la torsione 7' ¢ definitada: T(X,Y) = VxY-VyX—[X, Y] perogni X, Y € X(M).
In un qualsiasi punto p avremo, applicando il differenziale ds;, = —I:

T(Xp, Yp) = —(T(-Xp, _Yp)) = _T(Xp, Yp)
e quindi 7(X),, Y,) = O per ogni X, Y € X(M) ed ogni p € M. Cio dimostra che la
torsione ¢ nulla. Analogamente, se X, Y,Z, T € X(M) e p € M, otteniamo :
[(VXR)(Y,2)T], = = [(V_xR)(=Y,-Z)(-D)], = - [(VxR)(Y,D)T],
e quindi anche VxR = 0. O

Per concludere la dimostrazione, proveremo pil in generale il :

Lemma XVI1.1.3. Siano (M,V) ed (M’,V'’) due spazi affini. Supponiamo che,
dette T ed R torsione e curvatura di (M,V) e T’ ed R’ quelle di (M’,V’), risulti :

VxT =0, VxT'=0, VxR=0, Vy,R =0 VXeXM), VX €X(NN).

Siano p € M, q € N due punti per cui esista un isomorfismo lineare L : T,M—T,N
tale che:
L(T(v1,v2)) = T'(L(v1), L(»2)),
L(R(vi,v2)v3) = R'(L(v1), L(v2))L(v3)
Yvi,va,v3 € T,M .

Allora esistono intorni aperti U, di pin M, W, di q in N ed un diffeomorfismo affine
f:Up>U;condf(p) = L. Tale f é essenzialmente unica, é cioe univocamente
determinata da L nella componente connessa di p dell’intorno aperto di p in M su
cui e definita.

DimvosTrAZIONE. Sia U, = expp(Vo(p)) un intorno normale di p in M. Siano
X1,...,X,, campi di vettori in U, ottenuti mediante il trasporto parallelo, lungo le
geodetiche uscenti da p, di una base Xi(p),...,X,(p) di T,M. L’ipotesi che cur-
vatura e torsione abbiano differenziale covariante nullo ci dice che le componenti

della torsione T e della curvatura R, calcolate rispetto ai campi Xy, ..., X;;, sono
costanti in U,,.
Siano ora X{, ..., X;, i campi di vettori, definiti in un intorno normale U/, =

expp,(V(’)(p’)), paralleli lungo le geodetiche uscenti da p’, con X;.(p’) = L(X;(p)).
Per I’ipotesi che torsione e curvatura abbiano differenziale covariante nullo, le
componenti della torsione 7’ e della curvatura R’, calcolate rispetto ai campi X i yer s X,
sono costanti. Poiché tali componenti coincidono con quelle di T e di R in p’,
esse coincidono, essendo costanti, su tutto U 1’7,. Siano @, e @, le applicazioni
Op(t1,. ..o tm) = exp,(11X1(p) + ... + tnXim(p)) € Ppr (1, .. ., 1) = exp (1 X[ (p) +
...+ 1,X7.(p)). A meno di restringere gli intorni normali U, e U ;/, posto A =
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{Z7, 12 < r*} < R™, Iaffinita locale cercata si pud definire mediante il diagramma
commutativo :

o,
A—"-U,

]

’
U,
Il fatto che la f cosi costruita sia un’affinita, segue dall’unicita della soluzione delle
equazioni di struttureﬂ O

DEermvizione XVI1.1.4. Diciamo che una varieta Riemanniana (M, g) ¢ localmen-
te simmetrica se ogni punto p di M ammette un intorno normale in cui la simmetria
geodetica (rispetto alla connessione di Levi-Civita) sia un’isometria locale.

TeoreMa XVI.1.5. Una varieta Riemanniana (M, g) é localmente simmetri-
ca se e soltanto se la sua curvatura sezionale é invariante rispetto al trasporto
parallelo.

DimmosTrRAZIONE. Se (M, g) ¢ localmente simmetrica, allora il suo tensore di cur-
vatura, e quindi a maggior ragione la sua curvatura sezionale, & invariante per
trasporto parallelo. Il viceversa segue dalle proprieta algebriche del tensore di
curvatura: se s, ¢ la simmetria geodetica rispetto al punto p, consideriamo il ten-
sore B(X,Y,Z,T) = R(X,Y,Z,T) — R(s,(X), sp(Y), s,(Z£), s,(T)), definito quando
X,Y,Z,T € X(U,) per un intorno normale simmetrico U, di p € M. Esso ¢ anti-
simmetrico rispetto alla prima e alla seconda coppia di indici e simmetrico per lo
scambio della prima con la seconda coppia di indici. Quindi esso si annulla identi-
camente perché, per I’ipotesi dell’invarianza rispetto alla simmetria geodetica della
curvatura sezionale, abbiamo B(X, Y, X,Y) = 0 per ogni X,Y € X(U,). Da questo
si deduce I’invarianza di R rispetto al trasporto parallelo. Resta da verificare che
le simmetrie geodetiche di una varieta Riemanniana, quando siano trasformazioni
affini, sono anche isometrie. Questo ¢ il contenuto del lemma seguente. O

Lemma XVI.1.6. Sia (M, g) una varieta Riemanniana connessa e sia ¢ : M—M
un’affinita per la connessione di Levi-Civita. Se, per un punto pgy di M, il differen-
ziale d¢(po) : TpyM—Typ\M & un’isometria di spazi Euclidei, allora ¢ : M—M
e un’isometria.

DmosTRAZIONE. Sia g un qualsiasi punto di M e sia y : [0, 1]>M una curva
differenziabile con y(0) = ¢, y(1) = po. Sia 7 : TyM—T , M il trasporto parallelo
lungo la curvay. Se X, Y € T,y M, abbiamo:

84X, Y) = gp,(1(X), 7(Y))

IRicordiamo che le equazioni di struttura sono le:
{dwi = - A"+ %Tj.’hw" Aol
dw', = ~wj A a)if + %R;,h,kwh A W
con Vy X; = Ff.ijh, TX;, X)) = T,.’f/.Xh, R(Xy, Xo)X; = R, X;, (X)) = 6’} wj. = Fiw.wh. Le forme o'

Johk
ci consentono di calcolare le coordinate normali nell’intorno del punto p, quando i campi di vettori

X; siano scelti come nella dimostrazione del lemma.



266 XVI. SPAZI SIMMETRICI

perché il trasporto parallelo preserva il prodotto scalare,
= &o(po)(dP(Po)(T(X)), dp(po)(7(Y)))

per I'ipotesi che d¢(po) sia un’isometria,
= 8o(¢)(dp(q)(X), dp(q)(Y))

perché, essendo una trasformazione affine, la d¢ commuta con I’operazione di tra-
sporto parallelo, trasporta cio¢ vettori paralleli lungo la curva vy in vettori paralleli
lungo la curva ¢ o y. O

XVI.2. Alcuni risultati sui gruppi di trasformazioni

Premettiamo allo studio del gruppo I(M, g) delle isometrie di una varieta Rie-
manniana (M, g) alcuni risultati generali sui gruppi di trasformazioni di una varieta
differenziabile. Vale il :

TeoreEMA XVI1.2.1. Siano M una varieta differenziabile numerabile all’infinito
e G un gruppo di diffeomorfismi di M in sé. Denotiamo con ® 'insieme dei campi
di vettori X € X(M) che generano sottogruppi a un parametro di G.

Se la sottoalgebra di Lie reale di X(M) generata da ® ha dimensione finita,
allora ® e un’algebra di Lie e possiamo definire su G una struttura di gruppo di
Lie di trasformazioni di M, con algebra di Lie (isomorfa a) ©.

DmvosTrAZIONE. Se X € ®, indichiamo con R > t—Exp(tX) € G il gruppo
a un parametro di diffeomorfismi generato da X. Siano £(®) la sottoalgebra di
Lie reale di ¥(M) generata da &, G un gruppo di Lie connesso e semplicemente
connesso con algebra di Lie 8(®%), ed exp : ® — G la corrispondente applicazione
esponenziale. Ogni X € £(®) ¢ generatore infinitesimale di un gruppo locale a un
parametro di diffeomorfismi di M, che denoteremo ancora con Exp(¢X):

Vx 3 (t,p) — Exp(tX)p € M, {0}x M c V& cRx M,

d
Exp(0X)p = p, d—tEXp(tX)p = Xexpax)p» VP €M, Y(t,p)eVy.

I campi X di ® sono completi e quindi porremo Vy = (R X M), se X € ©.

Poiché abbiamo supposto che £(®) sia di dimensione finita, per i teoremi di
esistenza e unicita e dipendenza ¢ dai dati iniziali per i sistemi di equazioni diffe-
renziali ordinarie, possiamo trovare un intorno aperto % di ({e} x M) in (G X M)
tale che, se (g, p) € %, allora vi sono X € 2(®) et € R tali che (t,p) € Vx e
g = exp(tX).

Per completare la dimostrazione, proviamo ora alcuni lemmi. O

Lemma XVI.2.2. Siano X,Y € ®. Allora Z = Ad(exp(X))(Y) € 6.

DimvosTtrAZIONE. Dobbiamo verificare che Z genera un sottogruppo a un para-
metro di G. Poiché

M > p — Exp(tZ)p = Exp(X) o Exp(tY) o Exp(-X)p e M

definisce per ogni ¢t € R una trasformazione di G, il campo Z ¢ completo ed
appartiene a ®. O
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Lemma XVI.2.3. ® genera L(®) come spazio vettoriale su R.

DmosTtrAZIONE. Indichiamo con W il sottospazio vettoriale di £(®) generato
da ®. Per il lemma precedente, abbiamo Ad(exp(®))(®) c & e quindi, per line-
rarita, abbiamo anche Ad(exp(®))(W) c W. Poiché ® genera £(®) come algebra
di Lie, exp(®) genera G come gruppo. L’insieme degli elementi g € G per cui
Ad(g)(W) c W & un sottogruppo di G. Ne segue che Ad(G)(W) c W. Otteniamo
in particolare che Ad(exp(W))(W) c W, che ci da, differenziando, [W, W] c W.
Quindi W ¢ un’algebra di Lie e percio coincide con £(®). O

LemMma XVI2.4. £(®) = 6.

DiMosTRAZIONE. Siano Xi,..., X, € ® una base di £(®) come spazio vettoria-
le. Allora I’applicazione

nXi+ -+, X,—exp(t1 Xp) - - - exp(t,X,)

e un diffeomorfismo di un intorno Ny di 0 in £(®) su un intorno U, dell’identita e
di G. Quindi, se Y € £(®), possiamo trovare un € > 0 e funzioni g; : (—¢€, €)>R
tali che 37 | a;(H)X; € Ny ed

exp(tY) = exp(a;1(H)Xy) - - -exp(a,(H)X,) in Gse |f<e
Questa uguaglianza ci da la
Exp(tY) = Exp(a;(©)X1) o --- o Exp(a,(H)X,) suMse |t <e.

Definendo Exp(tY) = (Exp[(¢/v)Y])” se |t| < ve, otteniamo che ¥ € ®. Questo
completa la dimostrazione del lemma. O

Proseguiamo nella dimostrazione del TeoremaXVI.2.1]

Sia G* il gruppo di diffeomorfismi di M generato da exp(®). Poiché G* ¢
generato dai sottogruppi a un parametro contenuti in G, abbiamo G* ¢ G. Poiché
per ogni g € G ed ogni sottogruppo a un parametro R > r—a, € G anche R >
t—ad(g)(a;) € G ¢ ancora un sottogruppo a un parametro di G, il sottogruppo G* ¢
normale in G. Inoltre, ’applicazione ad(g) : G*—>G* ¢ continueﬁ per la topologia
di gruppo di Lie di G*, perché trasforma sottogruppi a un parametro in sottogruppi
a un parametro.

Il TeoremdXVI.2.1|& conseguenza del lemma seguente.

Lemma XVI.2.5. Sia G* un sottogruppo normale di un gruppo G. Se G* é un
gruppo topologico e le applicazioni ad(g) : G*—G™ sono continue per ogni g € G,
allora vi e un’unica topologia di gruppo topologico su G per cui G* sia aperto in

G.

DmvosTtrAZIONE. Definiamo su G la topologia meno fine per cui sono aperti tutti
gli insiemi L,(A) con A aperto di G*. Si verifica facilmente che questa topologia ¢
I’unica con le proprieta richieste nell’enunciato del lemma. O

2 Un teorema di Chevalley ([Theory of Lie groups. Princeton Univ. Press, 1946], p.128) ci dice
che, se G e G’ sono due gruppi di Lie, un omomorfismo algebrico ¢ : G—G’ ¢ un omomorfismo di
gruppi di Lie se e soltanto se trasforma sottogruppi a un parametro di G in sottogruppi a un parametro
di G'.
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OsservazioNE X VI.2.6. In generale la topologia su G ¢ pill fine della topologia
compatta-aperta. Inoltre, non ¢ detto che le componenti connesse di G, con la to-
pologia che abbiamo definito, formino un insieme di cardinalita al pit numerabile.
Possiamo ad esempio considerare I’azione sul gruppo additivo R, che identifichia-
mo alla varieta M, di un qualsiasi suo sottogruppo G totalmente sconnesso: in
questo caso ® = {0} e la costruzione che abbiamo fatto ci da su G la topologia
discreta.

Ricordiamo che un parallelismo assoluto su una varieta differenziabile M &
una sezione o € € (M, F(M)) del fibrato dei suoi sistemi di riferimento. In modo
equivalente, ¢ il dato di m campi di vettori Xi,..., X, che definiscono in ogni
punto p € M una base (X (p),...,Xu(p)) di T,M. Un diffeomorfismo f : M—M
definisce un diffeomorfismo di fibrati principali f : F(M)—F(M).

Dermizione XVI1.2.7. Se (M, o) ¢ la coppia formata da una varieta differenzia-
bile M e da un parallelismo assoluto o assegnato su M, chiameremo automorfismi
di (M, o) i diffeomorfismi f : M—M taliche foo =0 o f.

Gli automorfismi di (M, o) formano un gruppo, che denoteremo Aut(M, o).

TeorEMA XVI1.2.8. Sia (M, o) la coppia formata da una varieta differenziabile
connessa M numerabile all’infinito e da un parallelismo assoluto o su M. Allora
Aut(M, o) e un gruppo di Lie di trasformazioni con dimgpAut(M, o) < dimg M. Pii
precisamente, per ogni p € M, ’applicazione

(*) Aut(M, o) > g—g(p)e M

e iniettiva e la sua immagine é una sottovarieta chiusa di M. Vi é un’unica struttura
di gruppo di Lie su Aut(M, o) per cui la (%) sia un diffeomorfismo.

DmosTtrAZIONE. Sia o(p) = (X1(p),...,Xm(p)) e sia B il sottospazio vetto-
riale reale di X(M) generato da Xi, ..., X,,. Per definizione, le trasformazioni di
Aut(M, o) lasciano B invariante. In particolare gli elementi di Aut(M, o) commu-
tano con gli elementi dei sottogruppi a un parametro ¢,(¢) di diffeomorfismi di M
generati dagli elementi v di 8. Poniamo 7, = ¢,(1). Osserviamo che, per ogni
punto p € M, 7,(g) ¢ definita per v in un intorno di 0 in ¥ e ¢ in un intorno di p in
M.

Lemma XVI.2.9. Per ogni p € M ’applicazione Aut(M,o) > g—g(p) e M
e iniettiva.

DimosTrAZIONE. Per ogni g € Aut(M, o) 'insieme F, = {g € M| g(g) = g} dei
punti fissi di g & un sottoinsieme chiuso di M. Fissato un punto ¢ € M, al variare di
v in un intorno di 0 in B, gli elementi 7,(g) sono definiti e formano un intorno di ¢
in M. Poiché, come abbiamo osservato, g o 7, = 7, © g, otteniamo che F, contiene
un intorno di g. Dunque F, risulta aperto e chiuso in M e quindi o ¢ vuoto, o
coincide con M per I’ipotesi che M sia connesso. O

Siay : [0, T]>M (T > 0) una curva differenziabile. Risultano allora deter-
minate m funzioni scalari a), : [0, T]-R tali che y(z) = 2y a, (HX;(y(1)) per ogni
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t € [0,T]. Due curve differenziabili y;,y; : [0, T]—>M si diranno parallele nel
parallelismo completo o se afy] @ = afyz(t) per ogni t € [0, T]. Osserviamo che,
data una curva differenziabile y : [0, T]—M ed un punto ¢, vi & al pilt una curva
differenziabile y’ parallela a y ed uscente dal punto g; esistera poi comunque, per
qualche 0 < € < T sufficientemente piccolo, una y’ : [0, e]>M uscente da pg e
parallela alla restrizione di y a [0, €].

LemMa XVI1.2.10. Per ogni pg € M, linsieme Aut(M, o)(pg) e chiuso in M.

DmosTrRAZIONE. Sia {a;} una successione di elementi di Aut(M, o) tali che
{ar(po)} converga a un elemento gg € M.

Dimostriamo che ogni curvay : [0, 1]—>M uscente dal punto po ammette una
parallelay’ : [0, 11— M uscente da qq.

A questo scopo, indichiamo con T I’estremo superiore dei numeri reali a > 0
per cui la restrizione di y a [0, ] ammette una parallela y/, con punto iniziale go.
Vogliamo dimostrare che esiste la parallela y7.. A questo scopo, osserviamo che
esistono le parallele y7, per ogni 0 < 7" < T e che per ogni con 0 <t < T,
abbiamo limy e ar(y(t)) = vy, () per0 <t < T" < T.

Fissiamo poi un intorno By di 0 in B e un intorno U di y(T') in M tali che 7,(p)
sia definita per v € By e p € U. Allora 7, & anche definita, per v € By, su tutti gli
insiemi ax(U). Sia #p < T tale che ax(y(tp)) € U per ogni k > 1 e y(T) = 7,,(y(t0))
per qualche vy € By.

Possiamo allora definire y7. ponendo y,.(1) = y7.,(1)se 0 <t < T" < Te
‘)/T(T) = TVO()/’T,(to)) seto <T' <T.

Se fosse T < 1, potremmo prolungare ;. con una parallela a y(t — T') uscente
dal punto y7.(T), contraddicendo la definizione di 7. Quindi 7 = 1 e questo di-
mostra I’esistenza della parallela. Poiché y’(1) = limy_c ar(y(1)), I’estremo y’(1)
non dipende dalla scelta del cammino vy, ma soltanto dal suo punto finale y(1).

Dimostriamo in questo modo che {ax(q)} converge per ogni g € M e otteniamo
quindi un’applicazione a : M— M mediante a(q) = limg_,. ax(q) per ogni g € M.
Poiché 7,(a(q)) = a(r,(g)) per ogni ¢ € M, la a ¢ chiaramente differenziabile.
Si pud dimostrare che ¢ invertibile, ripetendo i raginamenti appena svolti per la
successione delle applicazioni inverse {a]:1 }. O

Abbiamo facilmente:

Lemma XVI.2.11. Sia 1 ’algebra di Lie dei campi di vettori X € X(M) tali che
[X, B8] = {0}. Per ogni p € M, I’applicazione | > X—X(p) € T,M e iniettiva.

DimostrazIONE. | generatori di sottogruppi a un parametro di Aut(M, o) sono
gli elementi di [ che generano sottogruppi a un parametro di diffeomorfismi di M.
Quindi, per il Teorema [XVIL.2.1] il gruppo Aut(M, o) & un gruppo di Lie, e I’appli-
cazione Aut(M, o) > a—a(p) € M definisce per ogni p € M un diffeomorfismo di
Aut(M, o) con una sottovarieta differenziabile chiusa di M. O

Completiamo ora la dimostrazione del Teorema [XVI.2.8] L’insieme ® dei
campi di vettori X € [ che generano sottogruppi a un parametro di trasformazioni
di M ¢ una sottoalgebra di Lie di [, e quindi ha dimensione finita. Possiamo percio



270 XVI. SPAZI SIMMETRICI

applicare il Teorema[XVI.2.T|al gruppo G = Aut(M, o) e a ®, e concludere che G
ha una struttura di gruppo di Lie con algebra di Lie ®. Poiché I’azione G X M—M
¢ differenziabile, fissato un qualsiasi punto pg € M, I'immersione differenziabile
G > g—g(po) € M ¢ un diffeomorfismo di G con una sottovarieta differenziabile
chiusa di M. O

Ricordiamo che vale il teorem:f]:

TeorEMA X VI1.2.12 (Bochner-Montgomery). Sia G un gruppo topologico localmen-
te compatto e numerabile all’infinito di trasformazioni differenziabili di una varieta
differenziabile paracompatta M. Allora G é un gruppo di Lie.

Ricordiamo ancorzﬂ il:

TeorEMA XVI.2.13 (Dantzig-van der Waerden). Sia (E, d) uno spazio metrico
localmente compatto. Sia Isom(E,d) il gruppo delle isometrie di (M, E) e, per
x € E, indichiamo con Isomy(E, d) lo stabilizzatore di x in Isom(E,d). Conside-
riamo su Isom(E, d) la topologia compatta-aperta. Allora Isom(E, d) é localmen-
te compatto e Isom,(E,d) é compatto per ogni x € M. Se M é compatto, anche
Isom(E, d) e compatto.

OsservazioNE XVI.2.14. Ricordiamo ancora che, se (M, g) ¢ una varieta Rie-
manniana e d ¢ la distanza nella metrica corrispondente, allora le isometrie f :
M—M per la metrica d sono applicazioni differenziabili che preservano il tenso-
re g della metrica. Indicheremo nel seguito con O(M, g) il gruppo delle isometrie
della varieta Riemanniana (M, g), cioe :

OM.,g)={feC (M. M)|f"g=g}.
Se d ¢ la distanza su M definita dalla metrica g, allora Isom(M, d) = O(M, g).

XVI1.3. Automorfismi affini e isometrie

Per utilizzare i risultati del nella discussione del gruppo delle affinita
di una varieta affine (M, V) e delle isometrie di una varieta Riemanniana (M, g), ¢
conveniente riformulare le nozioni di varieta affini e riemanniane nel contesto della
teoria delle G-strutture.

Sia M una varieta differenziabile di dimensione m. Indichiamo con:

&(M)

_—
GL(m,R)

il fibrato principale dei sistemi di riferimento su M.

3S.B0chner, D.Montgomery Locally compact groups of differentiable transformations, Ann. of
Math. 47 (1946), pp.639-657.

4D.Dantzig, B.L.van der Waerden Uber metrish homogene Riume, Abh. Math. Sem. Univ.
Hamburg 6 (1928) pp.374-376. Una dimostrazione completa si puo trovare anche in: Kobayashi-
Nomizu Foundations of Differential Geometry, New York: John Wiley & Sons, vol.1, 1963, alle
pagine 46-50.



XVI.3. AUTOMORFISMI AFFINI E ISOMETRIE 271

Gli elementi della fibra §&,(M) = 7~ 1(p) sono le basi (vi,...,vy) di T,M. 11
gruppo GL(m, R) opera a destra su (M) mediante :

m m
— i i (i
Wiy sV ra= (Z AYVis e ey Zamvi] se a= (aj)lsi’jSm € GL(m,R).
i=1 i=1
Se o = (X1,..., X)) ¢ una m-upla di campi di vettori che definiscono una base di

T, M in ogni punto p di un aperto U di M, allora I’applicazione :
U x GL(m,R) 3 (p,a)—0(p) -a € 1 ' (U)

¢ un diffeomorfismo per la struttura differenziabile di F(M).

In modo equivalente, possiamo definire la fibra $§,(M) sopra il punto p € M co-
me I’insieme di tutte le applicazioni lineari invertibili £ : R"—T,M, identificando
una base (vi,...,v,) di T,M all’isomorfismo lineare ¢ : R"—T,M che associa al
vettore ¢; = {0, ...,0,— 1,0,...,0) della base canonica di R™ il vettore v; di T,M.

l

Definiamo allora in modo affatto naturale la forma canonica 6 € Q' (F(M),R™)
mediante :
0v) = £\ (dn(v))  YEE€FM), Vv € TeHEM).
Osserviamo che :
(R)*0 = a0l VaeGL(m,R).
Infatti, se v € T¢§(M), allora dR,(v) € T¢.,F(M) e dn(dR,(v)) = dr(v). Quindi :
(Ro)" 6(v) = 8(dR,(v) = (¢ - @)™ (dn(dR, () = a™' 0 & (dn(v)) = a™' 0 6(v).

Proposizione XVI.3.1. Ogni diffeomorfismo f : M—M si solleva in modo

unico ad un diffeomorfismo f : F(M)—F(M) che lascia 0 invariante. Viceversa,

ogni automorfismo di GL(m,R)-fibrato principale F : F(M)—F(M) che lasci 6
invariante e il sollevamento di un diffeomorfismo f : M—M.

DimostrAzZIONE. Sia f : M—M un diffeomorfismo. Definiamo allora il suo
sollevamento f mediante :

[ M) 3 E-df(r(©) o & € FM).
Abbiamo allora, se § € F(M) ev € TF(M):
0(df(v) = (df @) 0 &) (dn(df(£)(v))
= (€1 o [@f @) ™) [@f@@) 0 dn(v)) = 6(v).
Infatti, poiché f preserva le fibre, abbiamo for = 7o f e quindi df odn = drodf.
Viceversa, se F' : §(M)—F(M) preserva le fibre e lascia 8 invariante, detto
f : M—M il diffeomorfismo definito da 7o F = f o, osserviamo che ® = /1o F

¢ un automorfismo differenziabile di F(M) che preserva la fibra, lascia 6 invariante
e induce I'identita su M. Percio abbiamo :

£ dr(v) = 6() = O*(O(v)) = H(dD(v))

= (@(&)™" (dr(dDd(v))) = (©(&) ! (dn(v))
Vée F(M), Vv e Tg%(M).
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Otteniamo dunque ((I)(f))_1 w) = & 1w) per ogni w € Ty M, € questo dimostra
che © ¢ I’identita su F(M). O

Dermnizione XVI.3.2. Per ogni A € gl(m,R), definiamo il campo di vettori
fondamentale A* € X(F(M)) associato ad A come il generatore infinitesimale del
gruppo a un parametro di diffeomorfismi F(M) X R 3 (&, 1)=& - exp(tA) € F(M).

Una connessione affine su M si puo definire, oltre che per mezzo della deri-
vazione covariante, mediante 1’assegnazione di una forma di connessione, ciog¢ di
una forma differenziale w € Q' (M, gl(m, R)) che goda delle proprieta :

(D w@A)=A YA € gl(m,R)
) Rw=AdlaHhow VaeGL(mR).
Un vettore v € T¢§(M) con w(v) = 0 sidice orizzontale. Poiché w(§) : T¢§(M)—gl(m, R)
ha rango m? e ker dn(¢) N ker w(¢) = {0} per la proprieta (1), la forma di connes-
sione w ci permette di decomporre lo spazio tangente a F(M) in un punto & nella
somma diretta dei due sottospazi B(M) = kerdn(§) dei vettori verticali in & e
9e(M) deﬂ vettori orizzontali in £.

Poiché dn(§) : He:(M)—>TreM € per ogni & € F(M) un isomorfismo lineare,
possiamo associare ad ogni campo di vettori X definito su un aperto U di M un
campo di vettori orizzontale X su 7~ 1(U), caratterizzato dalle :

wX)=0
dr(X)=X.
La derivazione covariante associata alla connessione affine ¢ definita dalla formula:
(1) VxY(@@) =0 Xe(67'(1)) = £0 R(OT) VXY € X(M), VE € (M),
dove osserviamo che, fissato Y € X(M), la éE-WPy (&) = € (Y ((¢))) & una funzione
differenziabile su (M) a valori in R™. Chiaramente :
RY¥y() =¥y -a) = (- a) ' Y(r(¢ - a) = a &Y (&) = a " Py(é)
VY e X(M), Yé € (M), Ya € GL(m,R),
e quindi :
Ri( 0 X(¥y) = (¢ 0 @) o (ReuX) (W) = (€ 0 @) 0 R(R)¥y)
=¢oaoX(aWy)=¢oaoa o X(¥y) = £ o X(¥y)
mostra che la derivata covariante VxY ¢ ben definita dalla (), perché il valore del
secondo membro € costante quando £ varia sulla fibra §,(M) del punto p € M.

Viceversa, si pud dimostrare che, data di una derivazione covariante V, vi ¢
un’unica forma di connessione w per cui vale la ().

Abbiamo infatti :
£o0 (X = [wX))O)) = Varx)Y VX € X(§(M)), YY € X(M).

5 Un modo equivalente di definire una connessione affine ¢ quello di assegnare una distribuzione
vettoriale $ su F(M), complementare della distribuzione verticale.
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Quindi:
@) [wXIOF) = XOF) - 'Var)Y VX € X(FM)), VY € X(M)

ci permette di calcolare w utilizzando la forma canonica 6 e la derivazione cova-
riante.

Teorema XVI1.3.3. Sia M una varieta differenziabile, dotata di una connes-
sione affine definita dalla forma di connessione w € QUF(M), gl(m,R)). Un dif-
feomorfismo f : M—M & un’affinita se e soltanto se il suo sollevamento f lascia
invariante la forma di connessione w.

Viceversa, un diffeomorfismo di fibrati principali F : F(M)—&(M) é il solle-
vamento di un’affinita se e soltanto se lascia invarianti la forma canonica 6 e la
forma di connessione w.

DmostrAZIONE. Le (1) e (f) ci dicono che le trasformazioni affini di M sono
tutte e sole quelle il cui sollevamento lascia w invariante. L'ultima affermazione
segue dal fatto che un diffeomorfismo di F(M) in sé ¢ un sollevamento di un dif-
feomorfismo di M in sé se e soltanto se preserva le fibre e lascia invariante la forma
canonica 6. O

TeoreMa XVI1.3.4. Il gruppo delle affinita di una varieta differenziabile M,
dotata di una connessione affine, ¢ un gruppo di Lie di dimensione minore o uguale
am(m+1).

DIMOSTRAZIONE. Sia w € QU(F(M), gl(m, R)) la forma della connessione. Allo-
ra la forma
0@ w e QUFM),R™ @ gl(m, R))

definisce un parallelismo completo su F(M). La tesi ¢ allora conseguenza del
Teorema[XVI.2.8] O

Sia G un sottogruppo chiuso del gruppo lineare GL(m, R). Una G-struttura su
M ¢ il dato di un fibrato principale P %) M e di un’immersione differenziabile

1: P — §(M), in modo che sia commutativo il diagramma :
PxG —— F(M)XGL(m,R)

! !

P — JIWM)

wl ln
M — M
in cui la prime due frecce orizzontali sono definite dalle inclusioni 7 : P <— §(M)
e G — GL(mn,R).

Osserviamo che P ¢ una sottovarieta chiusa di §(M). Infatti, fissata una sezio-
ne differenziabile o di P, definita in un aperto U di M, abbiamo P N i U)={e
W) | € oo (n(é)) € G} e I’applicazione 771 (U) 3 é—&¢7 oo (n(¢)) € GL(m, R)
& continua. Quindi P N7~ (U) & chiuso in 771 (V) per ’ipotesi che G fosse chiuso
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in GL(m, R). Poiché gli insiemi 7~ Y(U), al variare di U tra gli aperti di trivializza-
zione di P, formano un ricoprimento aperto di §(M), otteniamo che P ¢ chiuso in
SM).

Gli elementi X dell’algebra di Lie g di G definiscono campi di vettori su P che
sono la restrizione dei corrispondenti campi di vettori verticali X* definiti su (M),
e che indicheremo ancora con X*.

Una G-connessione affine su M ¢ il dato di una G-struttura P % MsuM,edi
una forma differenziale o’ € Q!(P, g) con le proprieta:
(1) WA =A VYA eg
2) R =Adla")ow VaeG.

Indichiamo con ' = kerw’ < X(P) la distribuzione orizzontale associata alla
G-connessione affine. Abbiamo :

dR/(S¢) = Hea  VEEP, VaeG.

Possiamo quindi estendere la distribuzione orizzontale $" su P a una distribuzione
orizzontale $ su F(M) ponendo

Dea = dR.(9p) se £€P, ae GL(m,R).

Estendiamo cosi la ' € Q!(P,g) a una forma di connessione affine di Cartan
w € QY (F(M), gl(m,R), ponendo :

wX)=A seXeT{&(M)eX=A2+YconAegI(m,R)eYebf.

Possiamo quindi definire in modo equivalente una G-connessione affine mediante
il dato di una forma di connessione affine w su F(M) tale che, per una G-struttura
P@ > w > G > M, detta: : P> F(M) I’inclusione, risulti i*w € QI(P, g), tale cioe
che la sua restrizione a P sia una forma a valori nell’algebra di Lie g di G.

Lemvma XVI3.5. Siano P — M una G-struttura, o € QNP,q) una G-

G
connessione dffine e w € QUF(M), gl(m, R)) la sua estensione a FM). Sia f
M— M un diffeomorfismo. Supponiamo che M sia connessa. Sono equivalenti :

(@) frw = w ed esiste & € P tale che f(&)) € P.
(b) f(P) =P e, detta fS : P—P la restrizione di f a P, abbiamo

( fAG)* W =
DiMOSTRAZIONE. (@) = (b). Sia pr : gl(m,R)—V = gl(m,R)/g la proiezione
nel quoziente. Consideriamo la forma differenziale pro w € QY (FM),V) e la
corrispondente distribuzione vettoriale © = ker(pr o w) in F(M). Ricordiamo che
una varieta integrale di D ¢ una sottovarieta differenziabile N di (M) con T¢N C
D¢ per ogni £ € N. Poiché f lascia fissa la forma w, essa lascia fissa a maggior
ragione la forma pr o w e trasforma quindi varieta integrali di D in varieta integrali

di ®. La tesi segue allora dal fatto che P ¢ una sottovarieta integrale massimale di
D.
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(b) = (a). Segue dal fatto che f(£ - a) = fO(&)-ae w& - a) = Riw' () se
& ePeac GL(m,R). O

Dermnizione XV1.3.6. Un diffeomorfismo f : M— M che soddisfi le condizioni
equivalenti (a) e (b) del Lemma[XV1.3.5|si dice una trasformazione G-affine, o una
G-affinita, di M.

Sia P ? M una G struttura su M. Indichiamo ancora con @ la restrizione a P

della forma canonica di F(M). La forma di connessione «’ di una G-connessione
affine definisce un parallelismo completo, mediante la forma 6@ w € Q'(P,R"®q).
Per il Teorema abbiamo :

Cororrario XV1.3.7. Il gruppo delle trasformazioni G-affini di M, per un’as-

. . w N
segnata connessione daffine ' € Ql(P, g) realtiva a una G-struttura P —G—> M ¢é un

gruppo di Lie di dimensione < dimp M + dimpG. O

CororLarIO XVI.3.8. Due trasformazioni G-affini f, g di M, per un’assegnata
. . w . .
connessione affine w’ € QUP, g) realtiva a una G-struttura P ? M, coincidono

se sono uguali con i loro differenziali in un punto py € M.

Una metrica Riemanniana g su M definisce una O(m)-struttura O(M) su M,
in cui gli elementi della fibra ©,(M) sono le basi ortonormali di 7, M rispetto al
prodotto scalare g,. Viceversa, una O(m)-struttura su M definisce univocamente
una metrica Riemanniana g su M.

Il Lemma[XVIL.1.6|ci dice che le isometrie di (M, g) sono tutte e sole le trasfor-
mazioni affini f rispetto alla connessione di Levi-Civita per cui df(po) : Tp,M—T f(py M
¢ un’isometria in qualche punto pg € M.

La restrizione «’ della forma w della connessione di Levi-Civita ¢ una O(m)-
connessione affine.

Otteniamo percio:

TeoreMa XVI1.3.9. Sia (M, g) una varieta Riemanniana. Un’isometria di M ¢
un automorfismo differenziabile f : M— M il cui sollevamento é un’affinita per la
connessione di Levi-Civita e per cui f(D(M)) = O(M).

1l gruppo delle isometrie O(M, g) é un gruppo di Lie di dimensione minore o
uguale di m(m + 1)/2.

Lo stabilizzatore O,(M, g) di un punto p € M nel gruppo O(M, g) delle isome-
trie di (M, g) e un gruppo compatto.

DmosTtrAZIONE. 1l teorema ¢ una conseguenza delle osservazioni precedenti e
del Corollario[XVI.3.7| Infatti dimgo(m) = m(m—1)/2 e quindi O(M) & una varieta
differenziabile di dimensione [m(m — 1)/2] + m = m(m + 1)/2. O

Citiamo a questo punto, senza dimostrazioneﬁ il seguente :

Vedi ad esempio: [S.Kobayashi Transformation groups in Differential Geometry, New York,
Springer 1972] a pag.46.
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Teorema XVI1.3.10. Sia (M, g) una varieta Riemanniana di dimensione m. Se
il suo gruppo delle isometrie O(M, g) ha dimensione massima m(m + 1)/2, allora
(M, g) ¢ isometrico a uno dei seguenti spazi a curvatura costante :
(a) Lo spazio Euclideo R™ ;
(b) La sfera m-dimensionale S™ ;
(¢) Lo spazio proiettivo m-dimensionale RP" ;
(d) Lo spazio iperbolico semplicemente connesso m-dimensionale H™.

Descriviamo brevemente un modello dello spazio iperbolico m-dimensionale
H™. Consideriamo 1’ipersuperficie regolare di R"+! :

m
2 _ 2
xXg=1+ E xi}
i=1

m
XoVo = XiVi
i=1

H" = {x=(x0,x1,...,xm)eRm+1

Abbiamo :

T.H" = {v = (V0, V1. .., V) € R

e definiamo la metrica iperbolica g su H” ponendo:
m
gx(v,v)=c- (—v% + viz) VYxe H" ,¥veT.H"
i=1
per una costante ¢ > 0. Osserviamo che H™ ¢ ’orbita del punto (1,0,...,0) ri-
spetto al gruppo O(1,m) delle trasformazioni lineari di R”*! che preservano la
forma bilineare simmetrica definita dalla matrice diag(—1,1,...,1). I gruppo
O(1,m) ¢ il gruppo delle isometrie di H™, che si identifica allo spazio omogeneo

O(1,m)/(0O(1) x O(m)), dove :

0(1) x O(m) ~ {(il a)

¢ lo stabilizzatore in O(1, m) del punto (1,0,...,0).

ac O(m)}

XVIL4. Spazi Riemanniani globalmente simmetrici

Sia (M, g) uno spazio Riemanniano. Diciamo che (M, g) ¢ uno spazio Rie-
manniano globalmente simmetrico se, per ogni punto p € M esiste un’isometria
involutiva s, € O(M, g) che abbia p come punto fisso isolato.

Osserviamo che vale il seguente :

Lemma XVI1.4.1. Sia (M, g) uno spazio Riemanniano e p € M. Allora esiste al
pitt un’isometria involutiva s, che abbia p come punto fisso isolato. Se una tale
sp esiste, allora ds,(p) = —1d su T,M ed s, coincide, in un intorno di p, con la
simmetria geodetica rispetto alla connessione di Levi-Civita.

DimMoSTRAZIONE. Sia s, un’isometria involutiva di (M, g) con p come punto fis-
so isolato. Abbiamo (ds‘,,(p))2 = Id su T,M e quindi T,M si decompone nella
somma diretta dei sottospazi corrispondenti agli autovalori 1 e —1 di (ds,(p)). Se
ci fosse unv € T,M \ {0} con ds,(p)(v) = v, allora s, lascerebbe fissi tutti i punti
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della geodetica uscente da p con vettore tangente v e quindi p non sarebbe punto

fisso isolato. Percio ds,(p) = —Id. Poiché, essendo un’isometria, s, trasforma
geodetiche in geodetiche, essa ¢ allora, in un intorno di p, la simmetria geodetica
rispetto a p. O

Lemma XVI1.4.2. Ogni spazio Riemanniano globalmente simmetrico é comple-
to.

DmosTrRAZIONE. Sia (M, g) uno spazio Riemanniano globalmente simmetrico.
Siay : (a, b)—>M una geodetica massimale. Se fosse ad esempio b < +oo, fissato €
con 0 < 2e < b —a, posto p = y(b — €), la simmetria s, ci permette di prolungare
la geodetica y a una geodetica ¥ definita su (a,2b — a — 2¢€) :

S(1) = y(1) se a<t<b
T\, y@b-2e—1))  se b<i<2b-a-2e,

contraddicendone la massimalita. Deve quindi essere b = +0c0, € con ragionamento
analogo si dimostra che a = —co. O

Osserviamo che, se v : R—M ¢ una geodetica massimale con y(0) = p, allora
sp o y(t) = y(=1) per ogni t € R. Da questo fatto ricaviamo subito che :

TeorEMA XV1.4.3. Il gruppo delle isometrie di uno spazio Riemanniano glo-
balmente simmetrico connesso é un gruppo transitivo di trasformazioni.

DimosTrAZIONE. Sia (M, g) uno spazio Riemanniano connesso globalmente sim-
metrico. Indichiamo con d, la distanza definita dalla metrica g. Siano pg, p; due
qualsiasi punti di M. Poiché (M, g) ¢ completo, esiste una geodeticay : [0, 1]-M,
di lunghezza €(y) = dy(po, p1). Abbiamo allora p; = Syd )(po). Infatti Sy(ly e

la simmetria geodetica rispetto al punto y(%) e quindi trasforma la geodetica ()
nella geodetica y(1 — ¢). O

TeoreEMA XVI1.4.4. Sia (M, g) uno spazio Riemanniano globalmente simmetri-
co, connesso. Indichiamo con G la componente connessa dell’identita nel gruppo
di Lie O(M, g) delle isometrie di (M, g). Fissiamo un punto py € M e sia K lo
stabilizzatore di pg in G.

(i) Lo stabilizzatore K di py in G é un sottogruppo di Lie compatto di G e il
diagramma commutattivo :
G

| A

G/K

in cui la freccia orizzontale é I’applicazione n : G 3 a—a(pg) € M e la freccia
verticale la proiezione nel quoziente, definisce un diffeomorfismo f dello spazio
omogeneo G/K su M.

M

(i) L’applicazione o = ad(sp,) : G 3 a—sp, 0 a o s, € G & un automorfismo
involutivo di G tale che, detto K, 'insieme dei punti fissi di o e K% la componente
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connessa dell’identita in K, risulta :
K cKcK,.
1l gruppo K non contiene sottogruppi normali non banali di G.
(iii) Siano g e t le algebre di Lie di G e K, rispettivamente. Allora

t={X e gldo(po)(X) = X}
e, posto

p ={X € gldo(po)(X) = -X}
abbiamo

g=t®p.
Abbiamo poi dn(e)(t) = {0} e dn(e) : p—Tp,M & un isomorfismo. Se X € p, allora :
R 3 t—expX)(po) e M

e la geodetica uscente da po con velocita dn(e)(X). Per ogni v € T, M, il vettore
[d exp(tX)](po)(v) e il traslato di v parallelamente lungo la geodetica.

DmvosTrAZIONE. L affermazione (i) & conseguenza del Teorema

(ii) Per ogni k € K, le due isometrie k € o (k) = ad(s,,)(k) = (sp, © k 0 5))
di (M, g) coincidono con il loro differenziale in py. E quindi, per il Corollario
o(k) = ad(sy,)(k) = k per ogni k € K. In particolare, do(e)(f) =
Ad(sp,)() = 1, e do(e) ¢ I'identita su f. D’altra parte, se X € g € un punto fisso di
do(e), avremo anche :

Spy © expg(tX) o s, = ad(sp,)(expg(tX)) = expg(ady(sy, (X)) = expg(1X),
onde s,, (expg(tX)(po)) = expg(tX)(po) per ogni ¢ € R e quindi expg(tX)(po) =
Po, perché pg € un punto fisso isolato di s,,. Quindi f € proprio I'insieme dei punti
fissi di do(e). Poiché il gruppo delle isometrie O(M, g) e G operano su G/K in
modo effettivo, K non contiene sottogruppi normali non banali di G.

(iii) Poiché do(e) ¢ un’involuzione e f ¢ il sottospazio dei suoi punti fissi,
abbiamo la decomposizione g = @ p.

Poiché dn(e) ha nucleo uguale a f, ne segue che la sua restrizione a p ¢ un
isomorfismo su 7', M.

Siaora X € pesiay : R—M la geodetica uscente da pg con velocita dn(e)(X).
Consideriamo, per ogni numero reale 7, 'isometria u; = s,(/2) © sp,. Dico che
R 3 t—u; € O(M,g) & un sottogruppo a un parametro di O(M, g). Infatti, se
t1,t € R, abbiamo:

gy © Uy (Po) = Uny © Sy(n/2)(P0) = Sy(11/2) © Spo(¥(£2))
= Sy, /2)(¥(=12)) = y(t] + 12)
= Sy(in+1/2)(P0) = U +1,(Po) -

Inoltre, du, : Ty5)—Ty+5) definisce, per ogni coppia di numeri reali 7, s, il traspor-
to parallelo lungo la geodetica .
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Per verificare questo fatto, osserviamo in primo luogo che, per ogni numero
reale s, la —ds,,(y(s)) definisce il trasporto parallelo da T a Ty lungo la
geodetica y. A questo scopo, indichiamo con 7}, i, : Ty(s;)M—Ty(s,)M il trasporto
parallelo da y(s;) a y(s2) lungo y. Abbiamo allora un diagramma commutativo :

Y

TO,S
TPo M ? TV(S) M
dsp (Po)l ldspO 0)

TM —— TyoyM
-

,—S

Da questa ricaviamo che

T0.-5 0 dspy(p0) = dspy(¥() 0 T/ e, poiché — dsp,(po) = 1.

Tg’_s = —dsp,(y(s)) o T?;O , da cui otteniamo :

-1
_ Y _ Y Y _ .Y
—=dsp,(y(s)) = T © [TO’S] =T sOTs0 = Tss-

Analogamente, —ds, ) definisce, per ogni coppia di numeri reali s, ¢, il trasporto
parallelo da Ty)M a Ty,—nM lungo la geodetica y. Quindi, per composizione,
du; = (=dsy )2 o (—dsp,) definisce il trasporto parallelo lungo y da y(s) a y(t + s).
E percio du;, o du;, = duy, 1+, perché il trasporto parallelo da y(s) a y(s + 11 + t2)
si puo ottenere componendo il trasporto parallelo da y(s) a y(s + t2) con quello da
y(s+n)ay(s+t + ).

In particolare (u;, o u;,) ed uy, 4+, coincidono con i loro differenziali in py ed,
essendo isometrie, coincidono dappertutto : u;, © Uy, = Uy 41, € R 3 t—u; € O(M, g)
€ un gruppo a un parametro di isometrie. Possiamo quindi trovare Y € g tale che
u; = expg(tY) per ogni ¢t € R. Risulta poi

O O U = Spy © Sy(t/2) = Sy(=1/2) © Spy = Ut -

Da questa ricaviamo che do(e)(Y) = =Y, quindi Y € p e percio ¥ = X. O

XVL5. Coppie simmetriche e simmetriche Riemanniane

Sia G un gruppo di Lie connesso ed H un suo sottogruppo chiuso. La coppia
(G, H) si dice una coppia simmetrica se esiste un automorfismo analitico involutivo
o : G—G con

G cHCcG,,

ove G, ={ae Glo(a) =ale Gg ¢ la componente connessa dell’identita di G,
Se Ady(H) ¢ compatt(ﬂ in Ady(G), la coppia (G, H) si dice simmetrica Rie-

manniand.

TeorEMA XVL.5.1. Sia (G, K) una coppia simmetrica Riemanniana e sia M lo
spazio omogeneo M = G/K. Siano 7 : G—M la proiezione naturale nel quoziente

7 Questo ¢ vero in particolare se H & un sottogruppo compatto di G.
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e 7 : GoAu(M) la rappresentazione di G come gruppo di diffeomorfismi di M,
indotta dalla traslazione a sinistra su M :
(a,b)—(a,n(b))
GxG —— GxM
(a,b)—)abl l(%!’)—"l’(u)(ﬁ)

G M.

a—n(a)

Sia o un automorfismo analitico involutivo di G tale che Kg c K c K, (ove K,
e il sottogruppo dei punti fissi di o e Kg. la sua componente dell’identita). Allora
esistono metriche Riemanniane G-invarianti g su M. Rispetto a una qualsiasi me-
trica G-invariante g, lo spazio (M, g) ¢ globalmente simmetrico Riemanniano. Sia
0 = n1(e) e sia sq la corrispondente simmetrica geodetica. Essa soddisfa :

SoOM=TmoCT
T(0(a)) = s © T(a) 0 5¢ YaeG.

OsservazioNE X VI.5.2. Osserviamo che, in particolare, la simmetria geodetica

so ¢ indipendente dalla scelta della metrica Riemanniana G-invariante. In effetti, la

connessione di Levi-Civita su M risulta indipendente dalla particolare scelta della
metrica G-invariante su M.

DimostrazionE. Indichiamo con g e t le algebre di Lie di G e K, rispettivamen-
te e poniamo p = {X € g|do(e)(X) = -X}. Allorag=t®p. Se X e pek € K,
abbiamo :
o(expg(tAdy(k)(X)) = o(ad(k)(expg(tX))) = ad(k)(expg(—1X))
= expg(—tAdy(k)(X)) ,

da cui otteniamo subito che do(e)(Ady(k)(X)) = —Ad,(k)(X). Quindi p ¢ invariante
rispetto ad Ad,(K). L’applicazione dr(e) manda g su T, M ed ha come nucleo f. Se
X € p, abbiamo :

n(expg(Ady(k)(rX)) = n(ad(k)(exp(tX))) = 1(k)(exp(tX)).
Differenziando quest’espressione per ¢ = 0, otteniamo :

dn(e) o Ady(X) = dr(k) o dr(e)(X) Vke K VX €p.

Poiché Ady(K) & compatto il GLg(g), esiste un prodotto scalare b su p, invariante
rispetto alla restrizione a p di Ady(K). Allora go = b o (d7r(e)|p)_1 ¢ un prodotto
scalare su Ty, M, invariante rispetto a 7(k) per ogni k € K. Definiamo allora una
metrica Riemanniana su M ponendo :

8r(e))(dT(Q)(v), dT(2)(W)) = go(v, w) VYgeG, Yvy,we T M.

Questa definizione ¢ consistente perché b ¢ invariante rispetto ad ady(K).
Viceversa, ogni metrica Riemanniana G-invariante su M = G/K ¢ di questa
forma per qualche prodotto scalare invariante b su p.
Definiamo ora la simmetria s, di M mediante la condizione :

SoOM =mo0.
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Chiaramente s, ¢ un diffeomorfismo involutivo di M in sé, con dsy(0) = —Id su
ToM.

Dimostriamo che s, € un’isometria. Sia p = n(a) = t(a)(0) € M. Se X,Y €
T,M, allora Xy = dr(a™)(p)(X), Yy = dr(a)(p)(Y) € ToeM. Per ogni x € G
abbiamo :

S0 © T(a)(m(x)) = so(m(ax)) = (o (ax)) = n(o(a)o(x)) = (7(o(a)) o $o)(7(x)) .
Quindi s, o 7(a) = 7(o(a)) o so. Ricaviamo :

8(dso(X), dso(Y)) = g(dso o dt(a)(Xo), dso © dt(a)(Yo))
= g(dr(o(a)) o dso(Xo), dr(o(a)) o dse(Yo))
= g(dso(Xo), dso(Yo)) = g(Xo, Yo) = g(X,Y).

Quindi s, € un’isometria e, poiché s4(0) = 0 e dso(0) = —1d su T, M, coincide con
la simmetria geodetica rispetto a 0. Per un qualsiasi punto p = n(a), la simmetria
geodetica rispetto a p & I’isometria s, = 7(a) o s © 7(a~"). Questo dimostra che
M = G/K ¢ globalmente simmetrico. O

La G 3 a—71(a) € O(M, g) & un omomorfismo di gruppi di Lie. Il suo nucleo
N ¢ un sottogruppo chiuso normale di G, contenuto in K. Se Z ¢ il centro di
G, i gruppi Ady(K) e K/(K N Z) sono isomorfi. Poiché KN Z c N, ne segue
che K/(K N N) ¢ compatto. Chiaramente la (G/N, K/(K N N)) & un’altra coppia
simmetrica Riemanniana, che definisce lo stesso spazio simmetrico della coppia
(G,K).

TeoreEMA XVI1.5.3. Sia (G, K) una coppia simmetrica Riemanniana. Sia t I’al-
gebra di Lie di K e 3 quella del centro Z di G. Se t N3 = {0}, allora esiste un
unico automorfismo involutivo o : G—G tale che Kg c K c K, (dove K, ¢ il
sottogruppo dei punti fissi di o e K% la sua componente connessa dell’identita).

DimvosTrAZIONE. Osserviamo che il differenziale in e dell’involuzione o cercata
¢ I’identita su f, e I’opposto dell’identita su un sottospazio di g complementare di {
in g, e trasforma in sé 1’ortogonale t+ di f rispetto alla forma di Killing «, di g.

Poiché £ N 3 = {0}, la forma di Killing «, ¢ definita negativa su f. Infatti, poiché
Ady(K) ¢ un sottogruppo compatto, gli elementi ady(X), per X € f, si esprimono
come matrici antisimmetriche (a; ;(X)), in una opportuna baseﬂ di g. Quindi, se
X et:

ky(X, X) = = > fa; 1 <0
i.Jj

e vale I'uguaglianza se e soltanto se a; ;(X) = O per ogni i, j, cio¢ se X € tN3.
Quindi g = t®t*, dove I+ & ’ortogonale di f rispetto alla forma di Killing e do(e) &
completamente determinato perché & 1’identita su t e —Id su t+. A sua volta do(e)
determina completamente o. O

8 sufficiente considerare una base ortonormale di g rispetto a un prodotto scalare invariante per
Ad,(K).
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Un’algebra di Lie ortogonale simmetrica € una coppia (g, ), formata da:

(i) un’algebra di Lie reale di dimensione finita g,

(i) un automorfismo involutivo ¢ : g—¢, tale che:

_ l'insieme t={X¢€g|¢(X)=X} deipunti fissi
(@tr) di ¢ sia una sottoalgebra immersa in g in modo compatto.
Diciamo che la coppia (g, ¢) € effettiva se, detto 3 il centro di g, & :

(@iv) tn3=1{0}.

Ricordiamo che il fatto che f sia immersa in modo compatto in g significa che la
sottoalgebra ady(¥) di ady(g) genera un sottogruppo compatto del gruppo Intg(g)
degli automorfismi interni di g. Nel caso in cui la coppia (g,¢) sia effettiva, la
condizione ¢ equivalente al fatto che la forma di Killing «, di g sia definita negativa
sut.

Abbiamo osservato che, ad una coppia simmetrica Riemanniana (G, K), a
cui sia associato un automorfismo involutivo o di G, ¢ associata 1’algebra di Lie
ortogonale simmetrica (g, ), ove g &€ I’algebra di Lie di G e ¢ = do(e).

Sia (g, ¢) un’algebra di Lie simmetrica ortogonale e sia f il luogo dei punti fissi
dig.

Una coppia (G, K) di gruppi di Lie associata a (g, <) ¢ una coppia formata da
un gruppo di Lie connesso G ed un suo sottogruppo chiuso K con algebre di Lie
uguali a g e a {, rispettivamente.

Abbiamo:

TeoreMa XVI1.5.4. Sia (g,5) un’algebra di Lie ortogonale simmetrica e sia t
la sottoalgebra di Lie dei punti fissi di g.

(a)  Sia G un gruppo di Lie connesso e semplicemente connesso con algegbra
di Lie g e sia K il suo sottogruppo analitico con algebra di Lie t. Allora K é un
sottogruppo chiuso di G e (G,K) ¢ una coppia simmetrica Riemanniana. Lo spazio
simmetrico M = G/K é semplicemente connesso.

(b) Se(G,K) ¢ una qualsiasi coppia di gruppi di Lie associata a (g, ), allora
M = G/K ¢ uno spazio Riemanniano localmente simmetrico rispetto a qualsiasi
metrica G-invariante.

(¢) M ¢ il rivestimento universale di M.

DIMOSTRAZIONE. Poiché G & semplicemente connesso, 1’involuzione ¢ di g de-
finisce univocamente un automorfismo & di G con dé(e) = ¢. 1l luogo K; dei
punti fissi di 6 & chiuso in G e quindi ¢ tale anche la sua componente connessa del-
I’identita K. Poiché Adg(f() ¢ il sottogruppo analitico di ad4(g) generato da ad,(¥),
& compatto e quindi (G, K) & una coppia Riemanniana simmetrica e M = G/K
¢ uno spazio globalmente simmetrico Riemanniano rispetto a qualsiasi metrica
G-invariante su M, definita a partire da un prodotto scalare Ad,(K)-invariante su
ToM.

Se G ¢ un gruppo di Lie con algebra di Lie g e K un suo sottogruppo chiuso
con algebra di Lie K, il rivestimento G—G definisce per passaggio al quoziente il
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rivestimento universale M—M = G/K. La simmetrie geodetiche globali di M de-
finiscono, per diffeomorfismi locali, simmetrie Riemanniane locale di M, rispetto
a qualsiasi metrica G-invariante di M. O






CAPITOLO XVII

Algebre di Clifford e Spinori

XVIIL.1. Algebre di Clifford

Indichiamo con k o il campo dei numeri reali, o quello dei numeri complessi.

Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita m su k ed indichiamo con
T(V) = @ZOZOTh(V) la sua algebra tensoriale, con V) = k, T{V) = Ve
T*'(V) = V® TV) per h > 1. Ricordiamo che T(V) & Z,-graduata ed &
caratterizzata dalla proprieta universale:

ProposizioNe XVIL1.1. EV c T(V) ed ogni applicazione lineare ¢ : V — A di
V in un’algebra associativa unitaria si estende in modo unico ad un omomorfismo
di algebre ¢ : T(V) — A.

Fissiamo una forma bilineare simmetrica
(17.1.1) b:VxVs(@w —bl,w) ek

Sia Jp I'ideale bilatero di T(V) generato dagli elementi della formav®v+b(v,v)-1,
al variare divin V.

Dermvizione XVIIL1.2. L’algebra di Clifford 6%, (V) associata alla forma b ¢ il
quoziente T(V)/Jy, dell’algebra tensoriale T(V), rispetto all’ideale bilatero J,.

Poiché T(V) ¢ associativa e unitaria, anche 6%}, (V) ¢ associativa e unitaria.
Indichiamo con
n: T(V) — (V) =T(V) /Iy

la proiezione nel quoziente.
La composizione

Vs T(V) = €lp(V)
¢ iniettiva e ci permette di considerare V un sottospazio di ¢¢p(V).

Lalgebra di Clifford si puo caratterizzare con la proprieta universale:

Proposizione XVIL1.3. EV C Cly(V) ed ogni applicazione lineare ¢ : V — A
di V in un’algebra associativa uyitaria tale che q)(v)2 = b(v,v)- 14 si estende in
modo unico ad un omomorfismo ¢ : €t,(V) — A.

Nortazione XVII.1.4. Se vq,...,v € V, indichiamo con vy --- v, I’elemento
n(vi ® - - - ®vy) di €¢y(V). In generale, indichiamo con x - y, o semplicemente con
xy, il prodotto di x,y € €y(V).

285
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OsservazIONE X VII.1.5. Se vy, vy € V, vale la formula di anticommutazione
viva + vvp + 2b(vy, vp) = 0.
Questa ¢ infatti conseguenza della (vy + vp)(vy +v) + b(vy + v, vy +v2) = 0.

In particolare, vivy, = —v,v; se vy € v sono b-ortogonali.

Esempio XVII.1.6. L’algebra di Clifford 6¢o(V), corrispondente alla forma
nulla, coincide con I’algebra di Grassmann A(V) dei tensori alternati di V.

ProposizioNe XVIIL.1.7. L’algebra di Clifford ¢€y(V) é Z, graduata, mediante
(17.1.2)
Clp(V) = Clp(V)o & €tp(V)1, con Clp(V); = n(@:’_OTZ’”"(V)), i=1,2.

DmvosTtrAZIONE. Consideriamo su T(V) la Z;-gradazione indotta dalla Z, -gra-
dazione. L’ideale Jj, ¢ Z,-graduato, perché ammette un sistema di generatori di
grado pari. Il quoziente ¢¢y(V) risulta allora anch’esso Z.-graduato. O

NotazioNe XVII.1.8. Se V = k™ eb(v,w) = Z;’; 1viwi, indichiamo la corrispon-
dente algebra di Clifford con 6C(k™).

OsservazioNe XVIL.1.9. Se dimV = 1, allora ¢0p(V) = k @ V ha dimen-
sione due. Fissata un vettore non nullo e € V e posto SB(e,e) = A, la tabella di
moltiplicazione di ¢¢p(V) ¢ data da

e
1|e
elel| A

Proposizione XVII.1.10. Sia W C V un sottospazio vettoriale di V. L’inclu-
sione naturale T(W) — T(V) induce, per passaggio al quoziente, un’inclusione
Cgfblw(W) — (V).

Siano Vi, V, due sottospazi b-ortogonali di V ed indichiamo con b; la restri-
zione di b a V;. Allora I’applicazione lineare

‘ﬂbl(\/]) ® %ZBZ(VZ) — Cl(V),
definita da
(17.1.3) Xy —x-y, VYxe Cﬁbl(Vl), yE ‘KZBZ(VQ)
e un isomorfismo di algebre.

Nortazione XVIL.1.11. Se ey,...,e, ¢unabasedi Ved I = (if,i»,...,i) una
k-upla di interi con 1 < i, < m, indicheremo con e¢; I’elemento e; e;, - - - ¢;, di
¢lp(V). Porremo ancora ep = 1.

Cororrario XVIL1.12. Se dim V = m, allora dim €,(V) = 2.
Se ey,...,ey & una base di V, allora gli e; con I = 0, ed I = (iy,...,i) con
1 <iy <+ <ix < mformano una base di Cly(V).

DmmosTrAZIONE. Si consideri una base b-ortogonale ey, . .., e, di V e si proceda
per ricorrenza, applicando la proposizione precedente. O
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Esempio XVIIL.1.13. Consideriamo 6¢(R). Indichiamo con i un generatore di
R come spazio vettoriale. Allora i = —1. Gli elementi di €Z(R) sono della forma
a+ibcona,beRed (al + ibl)(az + ibz) = (alaz - blbz) + i(a1b2 + azbl). Quindi
Et(R) =~ C.

Esempio XVIIL.1.14. Consideriamo ora ¢Z(R?). Indichiamo con i, j una ba-
se ortonormale di R?. Abbiamo i = j2 = -1, ij = —ji. La dimensione di
€E(R?) & quattro ed una sua base consiste degli elementi 1, i, j,ij = k. La tabella di
moltiplicazione &

1| i ||k
L1 i | j |k
ifi|-1] k |—j
Pl =k =11
k\k| j|—-i]|-1

e quindi ¥4(R?) & I’algebra H dei quaternioni di Hamilton.

XVIIL.2. Involuzioni dell’algebra di Clifford

Definiamo in questo paragrafo alcune involuzioni canoniche delle algbebre di
Clifford. Per la proprieta universale, ogni involuzione di V che sia anche una tra-
sformazione b-ortogonale si estende in modo unico ad un’involuzione dell’alge-
bra ét,(V). In particolare, la V 3 v — —v € V si estende in modo unico ad
un’involuzione di €€y (V).

DEermNizione XVII.2.1. Indichiamo con o I’involuzione di 6¢p,(V) definita da
(17.2.1) a(x) = (=1)'x, Vxe@lp(V), i=0,1.

Lemma XVIL.2.2. Supponiamo che b sia non degenere. Condizione necessaria
e sufficiente affinché x € €ty(V) soddisfi

(17.2.2) xv =va(x), YveV
e che x sia uno scalare, cioe che x € k.

DmostrAZIONE. Osserviamo che, se b ¢ non degenere, gli elementi non nulli
di V sono invertibili, e v=! = b(v, v)~'v. Possiamo allora riscrivere la (T7.2.2) nella
forma

vixy = x, YveV
Fissiamo una base ortogonale e, ..., e, di V. Abbiamo allora
1 —-e; sei=j,
e, ¢eje; = . .
ej seLF ]

Scriviamo x = }};x7e;, con x; € k e con la sommatoria estesa alle k-uple crescenti
di indiciin {1, ..., m}. Allora

_1 _Z Z ._
e xe; = xrey — xre eri=1,...,m,
i A igr 11 M€ P
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perché ei‘lelei = (=1D)"es se r ¢ il numero di indici uguali ad i in I = (iy,..., ).
Infatti
ei_le[e,' = ei_leilei . ‘-ei—leikei =(=1)e;.

Se vale la abbiamo allora
7 ’
xre; — xre; = xrey — xse eri=1,...,m
Zigl e Zie[ e Z|I|€2N el Z|I|§€2N erp
e da questa segue la tesi. O

OsservazioNE XVIL.2.3. Se b = 0, allora xv = va(x) per ogni x € 6Lo(V) =
A(V).

L’applicazione lineare B : T(V) - T(V), definita da
P ® @) =w®---®vi, Vk=0,1,....k... Vvi,...,iy, €V
¢ un’anti-involuzione di T(V), che lascia invariante I’ideale J,.

DEerinizione X VIL.2.4. Indichiamo con 3 : €1, (V) — %¢p(V) I’anti-involuzione
di 6%,(V) ottenuta da [ per passaggio al quoziente.
Indichiamo con vy la composizione y = a o f3.

Lemma XVIL.2.5. L’involuzione o. e le anti-involuzioni B e Y commutano tutte
tra loro.

Esempio XVIL.2.6. Le a, § e y sono descritte, per €¢(R) e EL(R?), dalle tabelle

1] i 11117 | k
all|—i all|—-i|—j| k
pl1] i Bl1|i]| j |-k
vi1]|—i vyl —i|—j|—k

XVIL3. I gruppi spinoriali

In questo paragrafo V & uno spazio vettoriale di dimensione finita m sul campo
k (=R 0 C) e b una forma bilineare simmetrica non degenere che, nel caso k = R,
supponiamo essere un prodotto scalare. Scriveremo per semplicita 6¢(V) invece
che €t (V).

Consideriamo innanzi tutto il gruppo degli elementi invertibili di 6Z(V).

Lemma XVIL3.1. Se x € (V) sono equivalenti:
(1) Ay e Gl(V)taleche x -y = 1;
2) Az Cl(V) tale che z- x = 1;
B) Nue€(V)taleche x-u=u-x=1.

DmosTtrAZIONE. Indichiamo con L, ed R, le moltiplicazioni per x a sinistra e a
destra in €€(V):

L,:6t(V)5q—>x-qeCl(V), Ry:¢t(V)>qg—q-xec%ClV).

Le L, ed R, sono applicazioni lineari. Se x ammette un’inversa destra y in 64(V),
allora R, ¢ iniettiva. Infatti, se Ry(g) =0, ¢

g=q-1=q-(x-y)=(q-x)-y=R(q)-y=0-y=0.
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Poiché #¢(V) ha dimensione finita 2™, la R,, essendo lineare e iniettiva & anche
bigettiva ed, in particolare, esiste uno ed un solo elemento z € G€(V) per cui R(z) =
1, cioe z - x = 1. Questo dimostra che (1) = (2). In modo analogo, se supponiamo
che x ammetta un’inversa sinistra, possiamo dimostrare che L, ¢ lineare e iniettiva,
e quindi bigettiva e che percio esiste un unico elemento y € 6¢(V) tale che L,(y) =
I,cioex-y=1. E quindi valida anche I’implicazione (2) = (1). L’equivalenza
(1) & (2) © (2) segue allora dall’identita dell’inversa destra e sinistra: se x - y =
1 = z- x abbiamo

z=z-l=z-(x-y)=@x)-y=1-y=y.
O

DermnizioNe XVIL.3.2. Un elemento x di 4¢(V) che soddisfi le condizioni equi-
valenti del LemmalXVIL3.1]si dice invertibile.

Lemma XVIL3.3. L’insieme 6C.(V) degli elementi invertibili di €€(V) ¢ un
gruppo di Lie di dimensione 2™.

DmvostrAzIONE. Chiaramente, ¢¢.(V) ¢ un gruppo con identita 1. Dimostria-
mo che 6¢.(V) ¢ un aperto di 64(V). A questo scopo possiamo considerare 1’ap-
plicazione lineare L : 4€(V) — Endy(%¢(V)) che fa corrispondere ad x € %¢(V)
la moltiplicazione a sinistra L, : 6€(V) 3 ¢ — x-q € G€(V). Allora ¢¢.(V) =
LY (GLy(6L(V))) & aperto perché immagine inversa di un aperto mediante un’ap-
plicazione continua. La moltiplicazione di due elementi e I’'inversa di un elemento
sono applicazioni differenziabili perché il prodotto in 6¢(V) & un’applicazione dif-
ferenziabile e 1’inversa si puo esprimere, nell’intorno di un elemento x € 6¢.(V),
mediante

(x+ q)_1 =x-(1+ x_lq) =x- Z;O:O(—x_]q)h.
O

Lemma XVIL3.4. L’insieme Gy = {x € €L(V) | x - y(x) = 1} é un sottogruppo
chiuso di 6C.(V).

DimvosTrAZIONE. Laffermazione ¢ conseguenza del fatto che y sia una anti-
involuzione di €Z(V). Abbiamo infatti

Ly(h=1-1=1=1€G,,
x€Gy = x € GLV), v(0) =2, y() - YY) =y(0) - x =1 = x"' € Gy,
%Y €Gy = (x-y) - y(x-y)=x-y-y(©) - y(x)
=x- -y -y = x-v(x) = 1

e quindi gli assiomi della definizione di gruppo sono soddisfatti. Poiché y & conti-
nua, Gy ¢hiuso in 6¢(V) e quindi a maggior ragione in ¢7.(V). O

Lemma XVIL3.5. L’insieme
(17.3.1) Gy={xeb.(V)|x-v-Px) eV, YveV}
¢ un sottogruppo chiuso di C.(V).

}=>x-y€Gy,
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DivosTrAZIONE. Se x € 6Z(V), indichiamo con B, 1’endomorfismo lineare
B, :6U(V)>q— x-q-P(x) € GLV).

Osserviamo che B, ¢ invertibile se e soltanto se x € %Z.(V), ed in questo caso
(B! = B,-1. Certamente Gy ¢ chiuso in %7.(V), contiene 1 e, dalla consi-
derazione precedente, segue che contiene I’inverso di ogni suo elemento. Basta
verificare che ¢ un gruppo, basta verificare che contiene anche il prodotto di ogni
coppia di suoi elementi. Se x,y € Gy e v € V, abbiamo

(x-y)-v-Px-y)=x-(-v-B1) - P(x) €V perché y-v-B(y) € V.
Questo completa la dimostrazione. O
Lemma XVIL3.6. Se v € V & un vettore b-anisotropo, allora v € Gy ed
(17.3.2) A, :V3E—Dv-E-veV
e la b-simmetria di vettore v, composta con la dilatazione lineare di ragione b(v, v).

DmMosTRAZIONE. Abbiamo infatti

v-E-B(v)=v-E-v=v-(-v-E-2b(»E))
=b(v,v)E-2b(v,E)veV, VEe V.
O

OsservazioNE XVIIL.3.7. Se v & b-isotropo, allora A, ¢ un endomorfismo lineare
di V che ha per immagine il sottospazio (v).

DEeriNnizione X VIL.3.8. Denotiamo con Pin(V) il gruppo Gy NGy e con Spin(V)
il suo sottogruppo Pin(V) N 6€(V),.
1l gruppo Spin(V) si dice il gruppo Spin di V, rispetto alla forma b.

Per la discussione precedente, Pin(V) e Spin(V) sono sottogruppi di Lie ci
€C.(V). Vedremo in seguito che Spin(V) & un sottogruppo di indice due di Pin(V),
e che coincide con la sua componente connessa dell’identita. In particolare, le loro
algebre di Lie coincidono.

Norazione XVIL3.9. E conveniente distinguere 1’esponenziale nell’algebra di
Cifford e nello spazio degli endomorfismi dell’algebra di Clifford. Scriveremo
quindi

h+1

[Se]
exp(x) = thoﬁxh, con X" = x-x"perh >0

per ’esponenziale in 64(V) ed

Bxpgry(A) = )~ kA" con ™! = Ao A" perh >0
o

per I’esponenziale in gl (6€(V)).

L’algebra associativa €(V) ha una struttura naturale di algebra di Lie con il
commutatore

(17.3.3) [x,y] =xy—yx, VYx,ye V).
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Identificando 47.(V) al gruppo delle trasformazioni lineari di ¢¢(V) definiti dalla
moltiplicazione a sinistra per gli elementi di 67.(V), otteniamo una identificazio-
ne naturale di 6¢(V) con I’algebra di Lie di 67.(V). L applicazione esponenziale
coincide allora con I’esponenziale nell’algebra di Clifford definito sopra.

Possiamo quindi identificare le algebre di Lie g, di Gy, gv di Gy, spin(V) di
Spin(V) a sottoalgebre di Lie di €Z(V).

Lemma XVIL3.10. Le algebre di Lie di Gy e di Gy sono descritte, rispettiva-
mente, da
(17.3.4) gy = {x € GEV) | x +v(x) = 0},
(17.3.5) gy ={xe¢V)|x-E+E-Px) eV, VEe V}.

DmvosTtrAzIONE. Poiché 3 e y sono anti-involuzioni di 4¢(V), abbiamo

Blexp(x)) = exp(B(x)) e Y(exp(x)) = exp(y(x)) per ogni x € FE(V).

Ricordiamo che x € ¢Z(V) appartiene a g, se, e soltanto se, exp(tx) € G,
per ogni t € R, se cioe exp(tx)y(exp(tx)) = exp(tx) exp(ty(x)) = 1 per ogni t € R.
Derivando rispetto a t questa uguaglianza, e calcolandola per t = 0, troviamo subito
che la condizione x + y(x) = 0 ¢ necessaria. Quando essa ¢ verificata, y(x) = —x
e quindi x e y(x) commutano. Allora exp(zx) exp(ry(x)) = exp(t[x + y(x)]) = 1 per
ognit e R.

Analogamente, x € 6€(V) appartiene a gy se, e soltanto se exp(tx) € Gy per
tutti i # € R. Differenziando la condizione

exp(rx) - § - P(exp(tx)) = exp(tx) - & - exp(tPf(x)) € Vperognite ReVE € V,

troviamo che la condizione x - § + & - f(x) € V per ogni § € V ¢ necessaria affinché
x € gy. La sufficienza segue dal fatto che

exp(x) - y - exp(B(x)) = Expyyy)(A0)(y),  Vx,y € €UV,
per ’endomorfismo lineare
Ay GE(V)sy — Ay () =x-y+y-P(x) € GLV).
Abbiamo infatti
Le: CUV) 3y = x-y € GUV) — Expey(L)O) = exp(x) -,
R, : CU(V)3y —y-z€ GUV) — Expyy)(R)(Y) =y - exp(2),
[Ly, R;] = 0 = Expyyy)(Lx + R = Expegyy) (L) EXpygyy) (R)(Y)
= exp(x) - y - exp(2).
O

Proposizione XVIL.3.11 (Rappresentazione ortogonale). Per ogni x € Pin(V)
I’applicazione

(17.3.6) Ay Vav—x-v-Px)eV
e una trasformazione ortogonale di V. La
(17.3.7) A:Pin(V)>x — A, € Op(V)

e un omomorfismo di gruppi e ker A = {+1}.
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DimosTtrAZIONE. Siano x € Pin(V) e v € V. Poiché

—x-v-Bx) = alx-v-f(x) = alx)-a()-y(v), ax)px)=alx-y(x)=o(l)=1,

abbiamo

bAW,Aw) = —(Aw)’ = =(x-v-Bx) - (x- v+ B) = x-v-Bx) - ax) - av) - Y(v)
=2 v o) Y0 = —x v ym) = ) x - vw) = v,

Questo dimostra che A, € Op(V). Abbiamo poi

Ao Ay(v) = x-(y-v-B()-PX) = (x-3)-v-(B)-P(x) = (x-y)-v-Blx-y) = Ary(v),

e quindi A ¢ una rappresentazione di Pin(V) nel gruppo ortogonale Og(V).
Supponiamo ora che x € Pin(V) soddisfi A, = idy. Allora anche A,-1 =
Ay =idy e quindi, se v € V,

x-v=x-70) v By(x) = x-y(x) - v alx) = v - a).

Per il Lemma|XVIIL.2.2| questo implica che x = k € k. Da k> = 1 troviamo allora
che k = 1 O

Lemma XVIL.3.12. Il sottospazio vettoriale g di €C(V) generato dagli elementi
della forma vw — wv, al variare di v,w in V & una sotto-algebra di Lie di €€(V) di
dimensione @

DIMOSTRAZIONE. Sia ey, ..., e, una base ortonormale di V. Poiché€ eje; = —eje;
per1 < i # j < m,glielementi e;e; con 1 < i < j < m appartengono a g € ne
formano una base.

Per dimostrare che g € una sottoalgebra di Lie di 6€(V), & sufficiente verificare
che g contiene i commutarori degli elementi di una sua base.

Abbiamo [e;ej,eper] = 0sei # j, h # ke #({i, j} N {h,k}) = 0,2. Se #({i, j} N
{h,k}) = 1, possiamo supporre, a meno di cambiare i segni, che i, j, 4 siano distinti
e che k = i. Allora

leiej, enei] = eiejepe; — epeieie; = ejeieiey + epej = 2epe;.

Questo dimostra che g € una sottoalgebra di Lie di 6¢(V) e completa la dimostra-
zione della proposizione. O

Lemma XVIL3.13. L’algebra di Lie g definita nel LemmalXVIL.3.12] é una
sottoalgebra di Lie di spin(V).

DiMoSTRAZIONE. Siano v,w € V.
Se sono linearmente dipendenti, allora v-w—w-v = 0. Quindi, se v-w—w-v # 0,
i due vettori sono linearmente dipendenti. Scegliamo una base b-ortogonale u, z del
piano (v,w). Se v = au + bz, w = cu = dz, poiché u - 7 = —z - u, otteniamo
v-w =acb(u,u) + bdb(z,z) + (ac — bd)u - z,
w v =acb(u,u) + bdb(z,z) — (ac — bd)u - z,

v-w—w-v=2ac—-bdu-z.
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Possiamo riscalare u e z in modo che 2(ac — bd) = 1. Osserviamo a questo punto
che

-2 =u-z-u-z=-u-u-z-z2=-bu,u)-b(z,z) = -1* €k,
con A € C, 2% = b(u, u) - b(z, z). Otteniamo allora

o (l/l)Zhl‘zh o (1/1)2]1[2h+1
exp(t(v-w—w-v)) =exp(tu-z) = Zh T )Zh 0 (2h T

_{1+tu-z sed1=0,
cos(A0) + (u-z2)A7 ' sin(17) se A # 0.
Consideriamo i due casi. Se 4 = 0, abbiamo
A+tu-2)-yA+tu-2))=Q+tu-2)-(1+tz-u
= 1+t(u-z+z-u)+t2u-z-z-u: 1,

perché u-z+z-u+u-z = 0in quanto u e z sono b-ortogonalie u-z-z-u =
b(u, u)b(z,27) = 22 = 0. Se & € V, abbiamo

A+tu-2)- E-P+tu-z2)=N0+tu-2)-§-(1+tz-u)
=E+tu-z-8-(1+tz-u)
=E+r(u-z-E+E-z-w+rPu-z2-E-z-u

Abbiamo
u-z-E+E-zou=u-z-E-%-u-z
26(z,8)u—u-E-z-2b(u,8)z+u-€-z
=2b(z,E)u —2b(u,E)z €V,
u-z-E-zou=u-z-§ B P eV,
perché B(z) = z, P(u) = u.
Se A # 0 abbiamo invece
(cos(A 1) + (u - 2)A7 sin(A 1)) - y(cos(A 1) + (u - 2)A7" sin(1 1))
= (cos(A1) + (u - 2)A7 " sin(A 1) (cos(A1) + (z - u)A~ " sin(1 1))
= cos’(A0) + (u-z-z- A2 sin®(A1) + sin(A7) cos(ADA " -z +z- u)
= cosz(/l 1+ sinz(/l nH=1.
Se € € V, abbiamo
(cos(A1) + (u-2)A7 sin(A7)) - € - P(cos(At) + (u - 247 sin(21))
= (cos(A 1) + (u - 2)A sin(A1)) - E - (cos(A1) + (z - u)A~ sin(A 1))
= cos’(ANE+ A sin(Ar)cos(At)u-z-E+E-u-2)

+ A72sin*(ADu-z-E-z-u

= cos’(ANEeV
~Lsin(A 1) cos(A 1)(2b(z, E)u — 2b(u, E)z) € V
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+ A2 sin?(11)



Appendice: Varieta, forme differenziali






CAPITOLO XVIII

Varieta topologiche e varieta differenziabili

XVIIL1. Paracompattezza e partizione dell’unita
Sia X uno spazio topologico.

Dermnizione XVIIL1.1. Se % ={U; |ielle? = {V, | @« € A} sono due
ricoprimenti di X, diciamo che ¥ € un raffinamento di % se per ogni i € I esiste
un indice a; € A tale che V,, ¢ U;. Una funzione i — «; con V,, C U; per ogni
i € I si dice una funzione di raffinamento.

Una famiglia .% = {A;|i € I} di sottoinsiemi di X si dice localmente finita se
per ogni punto x di X esiste un intorno aperto U, di xin X taleche {i € [ |A;N U, #
0} sia finito.

Dermizione XVIIIL.1.2. Lo spazio topologico X si dice paracompattoﬂ se ve-
rifica 1’assioma di separazione di Hausdorff, e se ogni suo ricoprimento aperto
ammette un raffinamento aperto localmente finito.

Ricordiamo, senza darne la dimostrazioneﬂ, le principali proprieta degli spazi
paracompatti:

TeoreEmMA XVIIIL.1.3. Ogni spazio paracompatto é normale.

Su uno spazio paracompatto X valgono cioe le due proprieta di separazione:

(1) Se x # y sono due punti distinti di X, allora esistono due intorni aperti,
UydixeU,diy,taliche Uy N U, = 0;

(2) Se A, B sono due chiusi di X con A N B = 0, allora esistono due aperti U,
VdiXtaliche AcU,BcVeUNV=0.

TeoreEMA XVIII.1.4. Ogni sottospazio chiuso di uno spazio paracompatto e
paracompatto.

Dermvizione XVIIIL1.5. Sia X uno spazio topologico ed % = {U; | i € I} un
suo ricoprimento aperto. Una partizione continua dell’unita su X subordinata ad
% & una famiglia {¢; | i € I} € € (X, R) di funzioni reali continue su X che godano
delle seguenti proprieta:

(@) pi(x) >0, VxeX, Viel,

1Questo concetto fu introdotto nel 1944 da J. Dieudonné (Une géneralization des espaces
compacts, J. Math. Pures Appl. 23, pp. 65-76).

2ef. Cap. 2-§11 di J.G.Hocking, G.S.Joung Topology, Addison-Wesley Publishing Compa-
ny Inc., Reading, Massachusetts, 1961, oppure Cap 1X-§4.3,4.4 di N.Bourbaki General Topology
Hermann, Paris, 1966.
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(if) suppd; = (xE X [0 #0) C U, Viel,
(itD) {supp¢; | i € I} ¢& localmente finita,
(iv) D gm=1, VxeX.

Osserviamo che la somma in (i) ¢ ben definita perché per la per ciascun
punto x € X vi € un intorno aperto U, in cui solo un numero finito di addendi siano
non nulli.

TeoreEma XVIIL.1.6. Sia X uno spazio di Hausdorff. Sono equivalenti:

(A) X e paracompatto.
(B) Per ogni ricoprimento aperto %/ di X esiste una partizione continua
dell’unita su X subordianta ad U .

TeoreEma XVIIIL.1.7. Sia X uno spazio di Hausdorff, localmente compatto.

(a) Se X é unione numerabile di compatti, allora X e paracompatto.
(b) Se X e connesso e paracompatto, allora X e unione numerabile di com-
patti.

Teorema XVIIIL.1.8. Ogni spazio di Hausdorff, localmente compatto e a base
numerabile, e paracompatto.

TeorEma XVIII.1.9 (StoneEl). Ogni spazio topologico metrizzabile e paracom-
patto.

XVIIL2. Varieta topologiche

Dermizione XVIIL.2.1. Uno spazio topologico X si dice localmente euclideo
di dimensione n se ogni punto p di X ammette un intorno U omeomorfo ad R".

Poiché ogni punto di R” ha un sistema fondamentale di intorni aperti che sono
omeomorfi ad R”, dire che un punto p di X ammette un intorno omeomorfo ad R" &
equivalente a dire che esso ammette un intorno omeomorfo ad un qualsiasi aperto
di R™.

Dermvizione XVIIL.2.2. Una carta locale di dimensione n di X ¢ il dato di un
aperto U di X, di un aperto V di R", e di un omeomorfismo¢ : U = V.Se0 e Ve
po € U ¢ il punto per cui ¢(pg) = 0, chiameremo py il suo centro.

Dermnizione XVIIL.2.3. Una varieta topologica di dimensione n € uno spazio
topologico X paracompatto e localmente Euclideo di dimensione 7.

Per il Teorema la paracompattezza si pud descrivere in modo equi-
valente richiedendo che X sia di Hausdorff e che ogni sua componente connessa
sia numerabile all’infinito. Cio significa che, per ogni componente connessa Y di
X, si puo trovare una successione {K,},en di sottoinsiemi compatti di Y tali che
K, C K1 perogniinteron > 0ed Y = (e K.

3Paracompacmess and product spaces in Bull. A.M.S. 54 (1948), pp. 977-982. Osserviamo che
il prodotto di due spazi paracompatti pud non essere paracompatto.
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Dermnizione X VIIIL.2.4. Sia M una varieta topologica di dimensione »n ed U; ﬂ
Vi c R", peri = 1,2, due carte locali in M. Se U; N U, # 0, allora ¢ (U; NU3) e
¢2(U; N Uy) sono aperti di R" e
(18.2.1) $2.1: G1(U1 N U2) 3 x = ¢y 0 ¢y (x) € go(Uy N Uy)
¢ un omeomorfismo tra aperti di R", che si dice la funzione di transizione dalla

¢ é
carta U, BN V; alla carta U, BEN V5.

DermnizioNne XVIIL.2.5. Un atlante di M & una famiglia o/ = {U; ip’—> Vi C
R™};e di carte locali in M tale che | J;c; U; = M. Poniamo:

(18.2.2) Vij=¢;(UnNU;)CV; e

(18.2.3) ¢ij:Vij3 x> ¢iog; () €V

Le (¢; ;) cosi definite si dicono le funzioni di transizione dell’atlante <7
Le funzioni di transizione soddisfano le relazioni di compatibilita

(18.2.4) ¢ii =1dy;,  ¢ijo jr(x) = Pix(x), Yx € gp(U; N U N Uy).

TeoreMa XVIIIL.2.6. Ogni varieta topologica e localmente compatta e metriz-
zabile.

DmosTtrAZIONE. La prima affermazione segue dal fatto che gli spazi Euclidei
R" sono localmente compatti. Per quanto riguarda la seconda, basta osservare che
ogni componente connessa di una varieta topologica ¢ a base numerabile ed ogni
spazio regolare a base numerabile ¢ metrizzabile; se indichiamo con X;, i € I le
componenti connesse di X e con d; : X; X X; — R una distanza che definisce la
topologia di X;, possiamo definire la distanza in X ponendo

di(x,) Sei=]
xny€eX, xe€X,yeX;=dxy =:1+di(x,y) ’
1 sei# J

XVIIL3. Alcuni esempi

Esempio XVIIL.3.1. Ogni sottoinsieme aperto X di R” ¢ una varieta topologica
di dimensione n.

X il quoziente di R" X {0, 1} che si ottiene identificando i punti (x,0) ed (x, 1) se
x € A. Lo spazio topologico X & localmente Euclideo di dimensione 7, ma non ¢
una varieta topologica perché non ¢ di Hausdorff: i punti (x, 0) ed (x, 1), per x sulla
frontiera A di A, definiscono nel quoziente X elementi distinti che non ammettono
intorni disgiunti.

Esempio XVIIL.3.2. Sia A un aperto di R” (n > 1), con ) # A # R" e sia
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Esemprio XVIIL.3.3. Su R X {0, 1} consideriamo la relazione di equivalenza che
identifica due punti (x,0) ed (x,1) se x < 0. Il quoziente X ¢ uno spazio di Hau-
sdorff, ma non ¢ localmente Euclideo, perché il punto xo di X corrispondente a
{(0,0), (0, 1)} non ha un intorno omeomorfo ad R. Infatti, se U & un intorno aperto
di xg in X, allora U \ {xo} ha almeno tre componenti connesse.

Esempio XVIIL3.4. Sia X lo spazio topologico ottenuto considerando su R? la
topologia definita dall’ordine lessicografico:

X1 < X, oppure
(1) < (ay) & {0 S PP
X1 =Xx2 € Yy <»m.

Ogni componente connessa di X ¢ omeomorfa ad R e quindi X € uno spazio local-
mente Euclideo di dimensione 1. La topologia dell’ordine lessicografico ¢ indotta
dalla distanza:

1 s€  X| # X2
d((x1,y1), (x2,¥2)) =9 [y; = yal
L+ y1 =yl

Quindi X, essendo metrizzabile, ¢ paracompatto e dunque una varieta topologica
di dimensione 1.

Esemrio XVIIL.3.5. Sia X =]0, 1]1x]0, 1[, ed “<” un buon ordinamento su |0, 1],
rispetto al quale ]O, 1[ non ammetta massimo: in particolare per ogni ¢ €]0, 1[ vi ¢
un elemento ¢’ €]0, 1[ (successivodiz) cont < ¢’ tale che {s €]0,1[ |t < s < '} = 0.

Consideriamo su X la topologia dell’ordine relativa all’ordinamento totale:

S€ X1 =Xp.

t<s oppure
tr=s e x<y.

(x,t)<(y,s)<:){

Chiaramente X € localmente euclideo di dimensione 1, € connesso e di Hausdorff,
ma non ¢ una varieta topologica perché non & paracompatto.

Esempio XVIIL.3.6. Lasfera S” ¢ una varieta topologica di dimensione n. Siano
X0, - - ., Xy le coordinate cartesiane di R"*! e scriviamo

n
S”:{xeR’”l > = 1}.
i=0" !
Indichiamo poi con p : R"*! — R” la proiezione sulle ultime n coordinate
p
R s x = (xo, x1,.. ., %) — X' =(x1,...,%,) €R”
e siano
. 1
¢+ : U+=S”\{—eo}3x—> mx’eR”,
. 1
¢o_:U_=8"\{ep}2x— 1_xO)c' e R".

le proiezioni stereografiche rispetto al polo sud —eg ed al polo nord ey, rispettiva-
mente. Allora &/ = {(Uy, ¢.), (U-,¢-)} ¢ un atlante di S”, formato da due carte
locali di dimensione n. Le sue funzioni di transizione sono ¢, = ¢_, : R*\ 0 >

y = ¥/ € R*\ {0}.
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Esempio XVIIL.3.7. Lo spazio proiettivo reale di dimensione n

RP" = (R"™'\ {0})/ ~, ove x~yeyeRuy,
¢ una varieta topologica di dimensione n. Indichiamo con [xg, X1, . .., x,] il punto
di RP" che corrisponde al punto (xg, x1, ..., X,) di R™1\{0}. Le xo, . . ., x, SONo sue
coordinate omogenee. Un atlante o7 di RP" ¢ descritto nelle coordinate omogenee
dagli aperti

Ui = {['x()’ X1y weey -xn] | xi ;t O} per l = 0, 1, ey 1
e dagli omeomorfismi

¢i 2 Ui 3 [x0, X155 Xn] —> (V1,-..,¥0) € R,

xj_1/x,' sel <j<i,
ove y; =
Xj/x; sei< j<n.

Esempio XVIIL.3.8. Lo spazio proiettivo complesso di dimensione n
CP" = (C™'\{0})/ ~, ove z~woweCyz,

¢ una varieta topologica di dimensione 2n. Indichiamo con [z, z1, . . - , 2,] il punto
di CP” che corrisponde al punto (zg, 71, - - . , Z») di C™1\ {0}. Le zo, .. ., 2, SONO sue
coordinate omogenee. Un atlante .7 di CP" ¢ descritto nelle coordinate omogenee
dagli aperti

Ui = {[z0, 215 --s Zn] |z,- #0} per i=0,1,...,n
e dagli omeomorfismi

G2 Ui 3 (20,215 -+ » 2] — Wi,...,wy) € C" = R,

Zj—l/zi se l< ] <i,
ove w;=
2/ sei<j<n.

XVIIIL.4. Varieta topologiche con bordo

Dermizione XVIIL.4.1. Una varieta topologica di dimensione n con bordo &
uno spazio topologico paracompatto M in cui ogni punto ha un intorno aperto
omeomorfo ad un aperto di R} = {(xy,...,x,) € R" | x, > 0}.

La parte interna M di M & I'insieme dei punti di M che hanno un intorno
omeomorfo ad R”. M & una varieta topologica di dimensione n ed un aperto denso
di M.

L’insieme OM = M \ M & una varieta differenziabile di dimensione (n—1) che
si dice il bordo di M.

Un omeomorfismo ¢ : U — ¢(U) C R’} diun aperto U di M su un aperto ¢(U)
di R?} si dice una carta locale in M.

Una collezione o7 = {(U;, ¢;) | i € I} di carte locali in M tali che M = |J;q;U;
si dice un atlante di M.

Le varieta topologiche definite in §XVIII.2|sono varieta a bordo con il bordo
vuoto. Per questo le chiameremo anche varieta senza bordo.



302 XVIIIL. VARIETA TOPOLOGICHE E VARIETA DIFFERENZIABILI

XVIIL.5. Definizione di varieta differenziabile

DermizioNne XVIILS.1. Sia M una varieta topologica di dimensione n. Un
atlante o7 di M si dice di classe €* (ove k & un intero non negativo, oppure co od
w) se le sue funzioni di transizione sono diffeomorfismi di classe €*.

Due atlanti o7 ed &7’ di classe €* di M si dicono €*-compatibili se o7/ U o7
& ancora un atlante di classe G*.

Un atlante di classe ¢ & semplicemente un atlante e tutti gli atlanti di classe
%€ su M sono tra loro compatibili.

La relazione di compatibilita ©’* & una relazione di equivalenza nella famiglia
degli atlanti di M.

Se o7 & un atlante di classe %% su M, I’'unione di tutti gli atlanti €**-compatibili
con .o/ & ancora un atlante €* compatibile con .o7; esso & massimale nel senso che
non & propriamente contenuto in nessun atlante di classe ¢’* con esso compatibile.

Esempro XVIIL.5.2. Un atlante formato da una sola carta ¢ sempre di classe
€*. Quindi i due atlanti o7 = {(R, x)} e &7’ = {(R, x*)} su R sono atlanti di classe
%€ sulla varieta topologica R. Essi sono compatibili di classe €, ma non di classe
* per k > 1, perché la funzione di transizione x — +/x non & differenziabile in 0.

Dermnizione XVIIL5.3. Una varieta differenziabile di dimensione n ¢ il dato
di una varieta topologica M di dimensione n e di un suo atlante massimale <7 di
classe €*.

OsservazioNE XVIIL5.4. Una varieta differenziabile di classe €° & semplice-
mente una varieta topologica.

OsservazioNE XVIIL.5.5. Non tutte le varieta topologiche (anche se di Hau-
sdorff e paracompatte) ammettono un atlante differenziabile di classe €’* con k po-
sitivo. Un esempio di varieta topologica su cui non puo essere definita una struttura
differenziale ¢ stato dato da MicheL A. Kervare]nel 1959.

HassLErR WHITNEYEI ha dimostrato che ogni varieta differenziabile di classe ¢’
paracompatta ammette un atlante di classe 4"“. Quando studiamo le proprieta to-
pologiche di una varieta differenziabile M di classe € con k > 1, potremo quindi
supporre, senza perdere in generalita, che essa sia di classe ¥, o di una qualsiasi
classe € con 1 > 1 che sia utile nella discussione (vedi il §XVIIL12).

Tutte le varieta differenziabili sono triangolabili, come ¢ stato dimostrato da
STEWART S. CAIRNSF_’], ma non tutte le varieta topologiche lo sono, come mostrato da
Laurence C. SIEBENMANI\ﬂ Abbiamo quindi delle inclusioni proprie

Varieta topologiche C Varieta triangolabili C Varieta differenziabili.

4 A Manifold which does not not admit any Differentiable Structure, Commentarii Mathematici
Helvetici, 34 (1960), pp. 257-270.

SDifferentiable Manifolds, Annals of Mathematics 37 (3) (1936), pp. 645-680

6 On the triangulation of regular loci, Ann. of Math. (2) 35 (1934), no. 3, 579-587.

7Topological manifolds. Actes du Congrs International des Mathématiciens (Nice, 1970),
Tome 2, pp. 133-163. Gauthier-Villars, Paris, 1971
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Infine, una varieta topologica triangolabile puo avere due triangolazioni non equi-
valenti

Un atlante o7 di classe €% su una varieta topologica M di dimensione n de-
termina su M un’unica struttura di varieta differenziabile di classe €*. L atlante
massimale <7 corrispondente & formato da tutti e soli gli omeomorfismi ¢ : U —
V c R" di un aperto U di M su un aperto V di R” tali che {(U, ¢)} U &/ sia ancora
un atlante di classe €* (equivalente ad ). Ogni carta di tale atlante massimale si
dice un sistema di coordinate (o carta locale) di classe €* di M.

Se (U, ¢) & una carta locale di classe €* con centroin pe ¥ : V. — V’ & un
diffeomorfismo di classe €* tra due intorni aperti di 0 in R”, con ¥(0) = 0, allora
anche (U N ¢~ (V), ¥ o ¢) & una carta locale di classe €* con centro in p.

Un atlante di classe €* & anche di classe € per ogni 0 < h < k. Definisce
quindi su M un’unica struttura di varieta differenziabile di classe €". In partico-
lare, possiamo considerare una varieta differenziabile di classe €’* come varieta
differenziabile di classe € per ogni & < k.

Esempio XVIIL.5.6. Gli atlanti definiti nel paragrafo §XVIIL.2| per le varieta
topologiche S”, RP", CP" sono tutti di classe €.

LemMa XVIILS.7. Sia M una varieta differenziabile di classe €* (con 0 < k <
w) ed A un aperto di M. Se o/ = {(U;, ¢;)|i € I} & un atlante di classe €* su M,
allora
Ay ={(UiNA,dilupaliel, UinA # 0}

¢ un atlante di classe €* su A.

Quindi, su ogni aperto A di una varieta differenziabile M risulta definita un’uni-
ca struttura di varieta differenziabile di classe €* tale che ogni carta locale di classe
€* di A sia anche una carta locale di classe ¢* di M. Con la struttura differenziale
cosi definita, diciamo che A ¢ una sottovarieta aperta di M.

In modo del tutto analogo si possono definire le varieta differenziabili con
bordo.

Dermvizione XVIILS.8. Sia M una varieta topologica con bordo. Un atlante o7
di M & di classe €* se le sue funzioni di transizione sono di classe €*. Due atlanti
di classe €* sono equivalenti se la loro unione & ancora un atlante di classe ¢*.
Una struttura differenziale di classe €* su M ¢ il dato di una classe di equivalenza
di atalanti €* su M.

XVIIL.6. Applicazioni differenziabili

In questo paragrafo introduciamo la nozione di applicazione differenziabile tra
varieta.

8 Rosion C.KmBy, LAURENCE C. SIEBENMANN: Foundational essays on topological manifolds,
smoothings, and triangulations. With notes by John Milnor and Michael Atiyah, Annals of Ma-
thematics Studies, No. 88. Princeton University Press, Princeton, N.J.; University of Tokyo Press,
Tokyo, 1977. vii+355 pp.
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Lemma XVIIL6.1. Sia f : M — N un’applicazione continua tra due varieta
differenziabili di classe €* e sia p € M. Sono equivalenti:

(i) Possiamo trovare una carta locale (U, @) in p ed una carta locale (V, )
in f(p) tali che

fW) eV e yofoy e €. p(V)).
(if) Per ogni carta locale (U, @) in p e per ogni carta locale (V, ) in f(p)

Yo foyp e G (pUn fF1(V)),y(V)).

DmosTtrAZIONE. Chiaramente (ii) = (i). L’implicazione opposta segue dal
fatto che i cambiamenti di carte locali sono applicazioni di classe €* e la compo-
sizione di applicazioni di classe ¢* sono ancora applicazioni di classe €*. O

Dermizione XVIIL.6.2. Un’applicazione continua f : M — N che soddisfi le
condizioni equivalenti del lemma, si dice differenziabile di classe €* in p. Un’ap-
plicazione f si dice differenziabile di classe €* in M se & tale in ogni punto di
M.

L’insieme di tutte le applicazioni differenziabili di classe €* definite sulla
varieta differenziabile M, a valori nella varieta differenziabile N, si indica con
¢*(M,N).

Vale il seguente:

LemMa XVIIL6.3. Siano M, N varieta differenziabili di classe €* (0 < k < w)
ed f: M — N un’applicazione. Sia % un ricoprimento aperto di M. Condizione
necessaria e sufficiente affinché f sia differenziabile di classe €* su M ¢ che per
ogni aperto U € % la restrizione f|y : U — N di f alla sottovarieta aperta U
sia differenziabile di classe €*.

XVIIL.7. Funzioni reali differenziabili e partizione dell’unita

Consideriamo sulla retta reale R la struttura di varieta differenziabile di di-
mensione 1 definita dall’unica carta coordinata (R,id). L’insieme €*(M,R) delle
applicazioni differenziabili di classe ¢, definite su una varieta differenziabile M
di classe €% e a valori in R, si indica semplicemente con EK(M). Se k = oo,
scriveremo a volte &(M) invece di °(M) e se k = w (funzioni analitiche—reali),
scriveremo a volte .7 (M) invece di €“(M).

Teorema XVIIL7.1. Sia M una varieta differenziabile di classe €%, (0 <
k < w). Linsieme €*(M) delle funzioni reali di classe €* su M é un anello
commutativo e unitario e un’algebra reale rispetto alle operazioni

(1) di somma:

(f+9() =f(p)+g(p)  Vf, ge€ M), VYpeM,
(2) di prodotto:

(fo)(p) = f(p)g(p)  Vf, g€ €* (M), VpeM;
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(3) di prodotto per scalare:
kf)(p)=kf(p)  VfeE"M), VkeR,V¥pe M.

TeorEMA X VIIL.7.2 (di partizione dell’unitd). Sia M una varieta differenziabile
di classe €*, (0 < k < ), paracompatta. Sia % = (U j | j € J} un ricoprimento
aperto di M. Allora esiste una partizione dell’unita {¢} je;, subordinatnﬂ ad %,
mediante funzioni ¢; di €*(M).

DimostrAzZIONE. Siano ¥ = {V; | i € I} un raffinamento aperto localmente
finito di % mediante aperti coordinati (V;, x;) di M, con V; compatto, e sia # =
{W; | i € I} un raffinamento di ¥, con

WiCWi@Vi@Uji

per un’opportuna funzione di raffinamento i — j;.
Per ogni i € I fissiamo un aperto G; con W; € G; € V,. Per la Proposizione ??
del Capitolo ??, esiste per ogni i € i una funzione g; € ¥*°(R") tale che
0<gin<1l VyeR",
giy) =1 Yy € xi(W;),
8i(») =0 Yy ¢ xi(G).
Le funzioni
hi(p) = gi(xi(p)) s€¢ p i
0 se pé¢aG;
sono allora di classe €% su M; i loro supporti formano un ricoprimento localmente

finito di M ed inoltre anche {hi‘l(l) | i € I} ¢ un ricoprimento chiuso localmente
finito di M. Ne segue che

Wp) =) _hp), peM

& una funzione reale di classe €%, che assume valori > 1 su M. Quindi le

l/fl(p)—h(p), PEM, i€l

formano una partizione dell’unita di classe €* su M. Per ogni j € J sia ; Iinsieme
degli indici i € [ tali che j; = j. Allorale

Bip)= D o, Vi)

sono funzioni di classe €* che definiscono una partizione dell’unita su M subordi-
nata ad % . O

Come conseguenza dell’esistenza di partizioni dell’unita, otteniamo:

Ricordiamo che questo significa che {supp ¢;} je; € un ricoprimento chiuso localmente finito di
M, con supp ¢; C U; per ogni j € J e che },;¢;(p) = 1 perogni p € M.
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ProposizioNne XVIIL.7.3. Sia F un chiuso di una varieta differenziabile M, di
classe €* con 0 < k < oo, paracompatta. Se U é un intorno aperto di F in M,
esiste una funzione f € €*(M) tale che

se peF,

1
0<f(p<1, VpeM, f(p)={0 e peU

DmostrAzIONE. Poiché M € normale, possiamo fissare un intorno aperto V di
F in U la cui chiusuraV sia ancora contenuta in U. Consideriamo il ricoprimento
aperto {U, CV}. Per il Teorema esiste una partizione dell’unita {f, g},
con f,g € €M), supp f c U, suppg NV = 0. La f & uguale ad 1 su V e quindi
su F ed ¢ nulla fuori da U e percio soddisfa la tesi. O

Lemma XVIIL7.4. Sia M una varieta differenziabile, paracompatta e a base
numerabile, di classe €* con 0 < k < co. Se { fv | v € N} e una successione
di funzioni di classe € in M, possiamo trovare una successione {€,} di numeri
positivi tali che la serie

[se]
(18.7.1) szoev £
converga uniformemente sui compatti di M ad una funzione di classe €*.

DivosTtrAZIONE. Fissiamo un atlante .« = {(U;, x;) | i € I c N} di M con U; €
M ed {U,}ic; localmente finito, e sia {V;};; un raffinamento di {U;} con V; € U,.
Sceglieremo poi le €, > 0 in modo tale che
P fi

Z jSVZ |ﬂ|§min{k,v}2 iel, i<y > "Px(Vi) P

La scelta ¢ possibile perché per ogni v il primo membro ¢ una somma finita di
estremi superiori di funzioni continue su sottoinsiemi compatti. Con questa scelta
degli €,, per ogni i € [ la serie ), ¢€,f, o )cl._1 di funzioni di €*(x;(U;)) converge
uniformemente con tutte le derivate fino all’ordine & (con tutte le derivate se k = o)
su tutti i compatti di x;(U;) € R™. Questo implica che la serie (I18.7.1) converge,
uniformemente sui compatti di M, a una funzione di classe €% su M. O

OsservazioNe XVIIL7.5. L’enunciato del Lemma non ¢& valido se
k = w. Siano ad esempio M = Red {f, = (1+v>x*)7!}. Sia f = 3,506, (1 +2x?)7!
per una serie convergente con €, > 0 per ogni v € N. In particolare, la serie },¢€,
¢ convergente e quindi la f definisce una funzione analitica su R\ {0}, che si estende
a una funzione olomorfa nell’intorno U = {z € C | iz ¢ Z} di R \ {0} in C, ed in
esso coincide con la funzione F = } 06,(1 + v?z%), meromorfa su C \ {0} e con
poli semplici nei punti +i/v per v € Z,. Se f fosse analitica in 0, la sua serie di
potenze con centro in O convergerebbe in un intorno V di 0 in C ad una funzione
olomorfa G. Poiché F = G su U N V per 'unicita della continuazione analitica,
abbiamo ottenuto una contraddizione perché F ha una singolarita essenziale in 0.

2—V

€

Proposizione XVIIL.7.6. Se F ¢ un chiuso di una varieta differenziabile M,
paracompatta e a base numerabile, di classe €% con 0 < k < oo, allora esiste
un’applicazione f € €*(M) tale che 0 < f(p) < 1 per ognip € M ed f~'(0) = F.
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DimostrAZIONE. Osserviamo che M, essendo normale e a base numerabile e
metrizzabile. Sia dist : M X M — R una distanza su M e consideriamo gli intorni
U, ={peM]|dist(p, F) <27}, al variare di vin N, di F in M. Per la Proposizione

X VIIL7.3|esiste una funzione f, € €*(M) tale che
0O<fp)<l ¥peM, Kcf©0), Cu cfl).

Per il Lemma [XVIIL.7.4] Possiamo allora scegliere una successione ¢, di numeri
reali positivi tale che

@)= &fup)

converga ad una funzione di classe E*(M). La f € €X(M) cosi ottenuta ha allora
le proprieta richieste. O

In modo analogo si pud dimostrare la:

Prorosizione XVIIL.7.7. Sia M una varieta differenziabile, paracompatta e a
base numerabile, di classe €%, con 0 < k < oo. Se Fy ed Fy sono due chiusi
disgiunti di M, allora esiste una f € €*(M) tale che 0 < f(p) < 1 per ogni p € M
ed f~1(0) = Fo, f71(1) = Fy. O

OsservazioNE X VIIL.7.8. Il teorema di partizione dell’unita non vale nella clas-
se €“: infatti una funzione analitica—reale che si annulli su un aperto di una varieta
M si annulla sull’unione delle componenti connesse di M che lo intersecano. Per
questo motivo, nonostante per il teorema di Whitney ogni varieta M, differenzia-
bile di classe €' e paracompatta, ammetta un atlante compatibile di classe €%, &
conveniente considerare strutture di classe €* con 1 < k < co.

Dermizione XVIIL7.9. Siano M ed N varieta differenziabili ed F un sottoin-
sieme chiuso di M. Sia 0 < k < w. Un’applicazione continua f : F — N si dice
differenziabile di classe €* su F se per ogni punto p € F esiste un intorno aperto
U, di p in M ed una funzione fe %k(U,,,N) tale che fIU,,nF = flu,nr-

Indichiamo con €X(F, N) I’insieme delle funzioni differenziabili di classe €%
di Fin N. Se N = R, scriveremo €*(F) invece di €*(F, R).

Prorosizione XVIIL7.10. Sia M una varieta differenziabile paracompatta ed
F un chiuso di M. Allora, per ogni f € €*(F), con 0 < k < oo, esiste una funzione
f e €M) tale che fir = f.

DmosTtrAZIONE. Consideriamo un ricoprimento {U;};c; di F con aperti tali che
perognii € [ esistauna f; € €*(U;) tale che fi(p) = f(p) su U;N F. Consideriamo
una partizione dell’unita {¢;} U {¢/} subordinata al ricoprimento aperto {U;} U (CF)
di M. Per ogni i poniamo

¢i(p)fi(p) sepeU,

Jilp) = { 0 se pe CU;.

Allora f; e €X(U)) ed f = 3,1 f; € €*(M) & il prolungamento di f cercato. O
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Teorema XVIIL.7.11 (di approssimazione). Sia M una varieta differenziabile
paracompatta, F un suo sottoinsieme chiuso ed f : M — R" un’applicazione
continua, la cui restrizione ad F sia di classe €*, con 0 < k < co. Allora per ogni
€ > 0 esiste un’applicazione g € €*(M,R") tale che

(18.7.2) gp)=f(p), VYpEeEF,
(18.7.3) lg(p) - f(p)l <€, VYpeM.

DimosTrAZIONE. Per la proposizione [XVIIL7.10] applicata ad ogni componente
di f, esiste una f € €X(M,R") con f|r = f|r. Costruiamo un ricoprimento aperto

di M nel modo seguente. Poniamo

Uo=1{peMI||f(p)- f(p)l < €.

Up & un intorno aperto di F in M. Poi, per ogni punto p € CF, sia

Up={qeM||f(p) - f(@l < e}

Allora % = {Up} U{U, | p € CF} & un ricoprimento di M. Sia {¢o} U {¢,} una
partizione dell’unit di classe €* subordinata ad % . Poniamo

Yo = ¢o-f suU, v, = ép- f(p) sulU,,
0 0 su CU,, P 0 suCUp.

Allora o, ), € EHM,R") e
8(p) = Uo(p) + ) o Walp)

& un’applicazione in €’*(M, R") che soddisfa le (I8.7.2), (18.7.3). o

eCF

Cororrario XVIIL7.12. Sia M una varieta differenziabile connessa di classe
€*, con 1 < k < oo. Allora ogni coppia di punti di M puo essere congiunta da una
curva di classe 6*.

DmosTtrAZIONE. Fissiamo un qualsiasi punto pg e sia N il sottoinsieme dei pun-
ti di M che possono essere congiunti a py da una curva di classe €’*. Chiaramente
po € N e quindi N ¢ non vuoto. Per dimostrare che N = M, dobbiamo dimo-
strare che ¢ aperto e chiuso. A questo scopo, bastera dimostrare che, dato un
qualsiasi punto p; € M, esiste un intorno U di p; in M tale che, per ogni curva
y : [0,1]1 = U, di classe €*, con y(1) = p; ed ogni punto p, di U, possiamo
trovare una y : [0,2] — U con y(¢t) = y(t) per 0 <t < 1 e ¥(2) = py.

Infatti, da questo segue che, se p; € N, tutto I'intorno U ¢ contenuto in N e
dunque N ¢ aperto. Se p; € N, I'intorno U di p; contiene qualche punto di N e
quindi p; € N e cido mostra che N ¢& chiuso.

Scegliamo una carta locale (U, x), con centro in p; ed x(U) = R™. Siay €
€*([0,1], U), con y(1) = p;. Utilizzando la Proposizione [XVIIL7.10, possiamo
supporre che x oy sia la restrizione a [0, 1] di una funzione f € €*(R,R™). Se p; &
un altro punto di U, sia xo = x(p3) e g(t) = xp(t—1). Sia poi {¢1, $>} una partizione
dell’unita su R, subordinata al ricoprimento {V; = {t < 2}, V, = {tr > 1}}. Allora
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n(t) = ¢1(1)f(t) + ¢2(1)g(t) definisce una funzione n € F*(R,R"), con n(t) = ()
se t < 1 ed 7(2) = x,. Definiamo 7 € €*([0, 2], U) ponendo
() = x"'(n(r)), per0O<r<2.
E (1) = y()per 0 <t < 1 e (2) = p,. La dimostrazione & completa. O
TeoreEmMa XVIIL.7.13 (interpolazione). Sia M una varieta differenziabile para-
compatta di classe €%, con 1 <k < oo, ed f1, f» : M — R due funzioni reali, con fi
semicontinua superiormente, f> semicontinua inferiormente ed fi(p) < fo(p) per

ogni p € M. Allora esiste una funzione f € €*(M) tale che fi(p) < f(p) < fr(p)
perogni p € M.

DimosTtrAzZIONE. Per ogni punto g € M, I’insieme

Ag=1ip e M| fi(p) < 2@, fo(p) > filg)

€ un intorno aperto di ¢ in M. Fissiamo un intorno aperto relativamente compatto
U,digin M con U, € A;. Abbiamo
(18.7.4) Mg = Sup,ey, f1(p) < infyey, fo(p) = My.
Consideriamo il ricoprimento aperto % = {U, | ¢ € M} di M e sia {¢,} una
partizione dell’unita di classe €* subordinata ad % . Poniamo

3 Mg + Mq
(18.7.5) 0= =

La f & una funzione di classe €*(M) che soddisfa le condizioni richieste. Infatti,

per la (18.7.4), abbiamo

M
AP, <& ‘”2 L640) < H(P)by(P), se p.ge M e py(p)>0.

Da questo, sommando su g € M, segue che la f definita da (I8.7.3) soddisfa
fi(p) < f(p) < fa(p) per ogni p € M. o

¢q(p)-

XVIIL.8. Immersioni, sommersioni, diffeomorfismi

Siano M ed N due varieta differenziabili, di dimensione m ed n rispettivamente,
entrambe di classe €% con k > 1, ed f : M — N un’applicazione differenziabile
di classe €. Fissiamo un punto py € M e sia qo = f(po) il punto corrispondente
di N. Fissiamo un intorno coordinato (V,y) di N con centro in gq e sia (U, x) un
intorno coordinato in M con centro in py tale che f(U) c V. La funzione

(18.8.1) R™ > x(U) 3 x = y(f(x" 1) e y(V)

¢ di classe €* ed in particolare, essendo k > 1, possiamo considerare il suo
Jacobiano in 0

N () W' (fh)
dy dx s ax"
(18.8.2) (—) = : :
ax x=0 o —1 nggo—1
' (fh) W' (f(x~H)

a.)Cl e (9xm .X:O
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La scelta di una diversa coppia di carte coordinate in pg e go definisce uno Jaco-
biano che differisce da quello in (I8.8.2)) per la moltiplicazione a destra per una
matrice di GL,,(R) ed a sinistra per una matrice di GL,(R). In particolare

Lemma XVIILS8.1. 11 rango della matrice Jacobiana (18.8.2) non dipende dalla
scelta delle carte coordinate (U, x) in pg e (V, ) in qo.

Possiamo dare quindi la seguente

DerNizione X VIIIL8.2. L applicazione differenziabile f : M — N di classe €*
in pg € M ¢in pg

un’immersione differenziabile se la matrice Jacobiana (18.8.2)) definisce
una trasformazione lineare iniettiva, se cio¢ ha rango m uguale alla di-
mensione di M;

una sommersione differenziabile se la matrice Jacobiana (18.8.2) defi-
nisce un’applicazione lineare surgettiva, se cio¢ ha rango n uguale alla
dimensione di N;

un diffeomorfismo locale se la matrice Jacobiana (I8.8.2)) definisce un
isomorfismo lineare, se cio¢ n = m ed il determinante della matrice
Jacobiana ¢ diverso da zero.

Per il teorema delle funzioni implicite vale la

Proposizione XVIIL.8.3. Sia f : M — N un’applicazione differenziabile di
classe €%, con k > 1, tra due varieta differenziabili M ed N di classe C* e di
dimensioni m, n, rispettivamente. Sia po € M e qo = f(po)-

€]

2

3)

Se f e un’immersione differenziabile in py, allora m < n ed esiste un in-
torno aperto U di pg in M tale che la f sia un’immersione differenziabile
in ogni punto di U e che la restrizione f|y : U — N sia iniettiva. Esiste
poi un intorno V di qo in N ed un’applicazione g € €*(V,U) tale che
go f(p)=pperognipel.

Se f é una sommersione differenziabile in py, allora m > n, e possiamo
trovare intorni aperti U di po in M e V di qo in N tali che f(U) =V,
che la f sia una sommersione differenziabile in tutti i punti di U, che la
sua restrizione ad U definisca un’applicazione aperta di U su V e che,
inoltre, esista una g € €*(V,U) tale che f o g(q) = q perogni g € V.

Se f é un diffeomorfismo locale in po, allora m = n ed f definisce un
omeomorfismo di un intorno aperto U di pg su un intorno aperto V di qo,
con omeomorfismo inverso (f I‘lj)_1 : V = U di classe €.

XVIILY9. Prodotto cartesiano di varieta differenziabili

Se M ed N sono due varieta differenziabili di classe €* (0 < k < w) di dimen-
sione m ed n rispettivamente, possiamo definire sul prodotto cartesiano M X N una
ed una sola struttura di varieta differenziabile di dimensione m + n, che renda le
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proiezioni sui singoli fattori

M XN
2N
M N
sommersioni differenziabili di classe €*. Un atlante per questa struttura si ottiene

da atlanti &7y = {(U;,x;) | i € I} ed @y = {(V,y;) | j € J} di classe €*di Med N
rispettivamente, ponendo yxy = {(U; X Vj, x; @ y;) | (i, j) € I X J}, ove

xi®y;:Uix Vi3 (p,q) — (xi(p),yj(q) € xi(Uj) x yj(V;) c R™".
XVIIL.10. Sottovarieta differenziabili

Supporremo in questo paragrafo che M sia un’assegnata varieta differenziabile,
paracompatta, di dimensione m e di classe €%, con 1 < k < w.

Derinizione X VIIILL10.1. Diciamo che N & una sottovarieta di dimensione n e
di classe €¢ di M se:

(i) N & una varieta differenziabile di dimensione 7 e di classe €*;
(i) N C M come insieme;
(iii) € < k e l'inclusione 1 : N — M & un’immersione differenziabile di
classe €°.

Lemma XVIIL10.2. La topologia di una sottovarieta differenziabile ¢ piu fine
della topologia di sottospazio topologico.

DimosTtrAZIONE. Infatti la topologia di sottospazio su N ¢ la meno fine tra
quelle che rendono I’inclusione ¢ : N — M continua; poiché ogni applicazio-
ne differenziabile di classe €, con k > 0, & in particolare continua, ne segue la
tesi. O

Esempio XVIIL.10.3. Consideriamo in R? il sottoinsieme N definito da

_ t . 1
N = {W(cost,smt)| IGR}US .

Esso & una sottovarietd differenziabile di dimensione 1 di R?. La sua topologia di
sottovarieta differenziabile ¢ strettamente pitl fine della topologia di sottospazio:

infatti {ﬁ(cos t,sint)|t € R} ¢ chiuso nella topologia di sottovarieta differen-
+

ziabile (essendo una componente connessa), mentre ¢ denso e quindi non chiuso in
N per la topologia di sottospazio.

Esempio XVIIL.10.4. Consideriamo il toro T> = S! x S!. Esso & una varieta
differenziabile di classe ¥, con I’atlante definito dalle applicazioni inverse delle
immersioni topologiche:

(=7, 70) X (=7, 7)(s, 1) —> (expli(s + @)],exp[i(t +B)]) € S! x §!
al variare di @, 8 in R. Sia r un numero reale e siano

N, = {(e”,e”’) 't € R}, i Rot— (ei’,eir’) € Ny.
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Vi ¢ un’unica struttura di varieta differenziabile su Ny per cui f, sia un diffeomorfi-
smo locale di classe €. Con questa struttura differenziabile, N £ € una sottovarieta
differenziabile di classe € del toro T2. Se r € Q, la N, & compatta e la sua topo-
logia di sottovarieta coincide con quella di sottospazio. Se r € R \ Q ¢ irrazionale,
allora f, & bigettiva, N, & un sottospazio denso di 7 e la sua topologia di sottova-
rieta ¢ strettamente piu fine di quella di sottospazio topologico: in particolare come
sottospazio topologico N, non ¢ localmente connesso.

Nel seguito, utilizzando il teorema di Whitney (vedi I’Osserviazione[X VIIL.5.5)),
supporremo per semplicita che M sia di classe €.

Proposizione XVIIL.10.5. Sia N una sottovarieta differenziabile di dimensione
n e classe €%, conk > 1, di M. Per ogni punto p € N esiste un intorno aperto V di
pin N ed un aperto coordinato (U,?) di classe €* di p in M tali che:
() V={qeU|Z(q) =0, peri=n+1,...,m);
(if) (V, (Zi)lsign) sia una carta locale di classe €% di N.
DmosTtrAZIONE. Fissiamo carte coordinate (V,y) in N ed (U, x) in M, con cen-

tro in p. Per ipotesi, I’inclusione di N in M definisce un’applicazione differenzia-
bile di classe ¢*

yV)ysy—-x=f(@) ex(U), con f(0)=0,
la cui matrice Jacobiana dx/dy ha rango n in 0. A meno di riordinare gli indici,
possiamo supporre che

dx dx
oy oy
det| : : # 0.

0x, ox,

I T v ly=0
Per il teorema dell’applicazione inversa, a meno di restringere 1’intorno V di p,
(V,x'), con x’ = (x1,...,x,)ly, € ancora una carta locale su N con centro in p.
Possiamo supporre che V c U. Le restrizioni di x,41,..., X, a V sono funzioni

di classe €* su V e si possono quindi esprimere come funzioni delle coordinate
locali:

Xj=fi(xt,...,x0), n<j<msuV.
Poniamo
Zi = Xis 1<i<n,
zi=Xi— fi(x1,..., %), n<i<m
Allora

82 . In' 0
a_ _g_){j. Im—n

¢ invertibile e quindi le z; definiscono una carta locale in un intorno U’ ¢ U di p in
M, che verifica le (i) ed (ii). O

CororLario XVIIL.10.6. Sia N un sottoinsieme di M e k,n interi non negati-
vi. Esiste al pin, su N, una struttura di varieta differenziabile di classe €~ e di
dimensione n per cui N sia una sottovarieta di classe €* di M.
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DiMosSTRAZIONE. Infatti, se esiste, la struttura differenziabile di classe €% di N
¢ definita da un atlante le cui carte coordinate sono della forma (U N N, (x))1<i<n)
al variare di (U, (x')1<i<m) tra le carte locali di classe €* di M per cui L
sono nulle su U N N. O

DeriNizione XVIIL10.7. Una sottovarieta differenziabile N di M si dicd | pro-
pria se ¢ un chiuso di M, localmente chiusa se ¢ un sottospazio localmente chiuso
di M.

Chiaramente
sottovarieta propria = sottovarieta localmente chiusa = sottovarieta.
Usando il teorema delle funzioni implicite, si dimostra la

Proprosizione XVIII.10.8. Sia 1 <k < w.
Un sottospazio topologico N di M ¢ una sottovarieta propria di classe €* di
M e di dimensione n se é verificata una delle due condizioni equivalenti:

(a) Perogni p € M esiste una carta locale (U, x) di classe €* in M, con cen-
tro in p, tale che MNU sia connesso ed (UNM, x), con x' = . X,
sia una carta locale in N;

(b) Per ogni p € M esiste una carta locale (U, x) di classe €% in M, con
centroin p, taleche MNU ={pe U | X" =0,...,x" =0}

Un sottospazio topologico N di M e una sottovarieta localmente chiusa di clas-
se € di M e di dimensione n se ¢ verificata una delle due condizioni equivalenti:

(@’) Perogni p € N esiste una carta locale (U, x) di classe €* in M, con centro
in p, tale che M N U sia connesso ed (U N M, x), con x' = (x',...,x"),
sia una carta locale in N;

(b") Per ogni p € N esiste una carta locale (U, x) di classe €* in M, con
centroin p, tale che MNU = {p e U | X =0,...,x" =0

Abbiamo poi:

ProposizioNne XVIIL.10.9. Siano M, N due varieta differenziabili di classe ¢k,
conl <k <w, edfe € M,N). Se qéunvalore regolare di f, se cioé q € f(M)
ed f é una sommersione in tutti i punti di f~'(q), allora f~'(q) é una sottovarieta
propria di M.

Proposizione X VIII.10.10. Siano M, N due varieta differenziabili di classe ¢k,
conl <k <w edf € EK(M,N). Siano r un intero con 0 < r < min{m, n},
g € f(M) e supponiamo che, per ogni p € f~'(q) ed ogni coppia di carte locali
(U, x) con centro in p e (V,y) con centro in q, per cui f(U) C V, lo Jacobiano in
0diyo fox! abbia rango r. Allora f~'(q) & una sottovarieta propria di M, di
classe €* e di dimensione m — r.

101y inglese neat.
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XVIII.11. Diffeomorfismi

Dermizione X VIIIL11.1. Un diffeomorfismo tra due varieta differenziabili M, N
& un’applicazione bigettiva f : M — N tale che sia f che la sua inversa f~! siano
differenziabili.

Osserviamo che I’insieme Diff(M) dei diffeomorfismi di una varieta differen-
ziabile M in sé & un gruppo rispetto al prodotto di composizione.
Premettiamo il seguente:

Lemma XVIIIL11.2. Siano p, q € R". Fissato un numero reale R > max{|p|, |ql},
possiamo trovare un diffeomorfismo f : R" — R" tale che:

f(x)=x per |x]>R
f(p)=q.

DIMOSTRAZIONE. Sia v = (v!,...,V") = g — p € R" e indichiamo con V il
corrispondente campo di vettori a coeflicienti costanti:

(18.11.1)

n ) a
(18.11.2) V= E v’—l..
P Ox

Esso definisce il gruppo a un parametro di diffeomorfismi di R"* delle traslazioni
parallele a v: 7,(£)(x) = x + tv.
Fissiamo due numeri reali 1, 7, con max{|p|, |g|} < r; < r, < Red una funzione

X € ‘56’"(]1%”), con

x) =1 se |x| < ry,

O<y(x) <1 ser; <|x]<r,

x(x) =0 se |x| >
e consideriamo il campo di vettori:

S

(18.11.3) X = y(x)i —)((x)zizlv pret

Per il Teorema ?? del Capitolo ??, esso definisce un gruppo a un parametro di
diffeomorfismi:

(18.11.4) RxR" 3 (t,x) = ¢;(x) e R"
con:
Opi(x) o
= Y(t, R xR"
(18.11.5) Y X))V Y, x) € RX
Po(x) = x VYx eR"™
Abbiamo ¢,(x) = xperognit € Rse |x| >mned(p)=p+v=gq. O

Dimostriamo ora:

TeoreEMA XVIIIL.11.3. Se M ¢ una varieta differenziabile connessa, allora il
gruppo DIff (M) dei diffeomorfismi di M opera transitivamente su M.
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DimostrAzZIONE. Dobbiamo dimostrare che, per ogni coppia di punti p,q € M,
esiste un diffeomorfismo ¢ € Diff(M) che trasforma il punto p nel punto q.

Fissiamo p € M ed indichiamo con N I’insieme dei punti ¢ di M per cui esiste
un diffeomorfismo di M che trasforma p in g.

N é aperto. Sia g = y(p) € N, cony € Diff(M) e sia (U, x) una carta coordinata
con centro in g ed x(U) = R™. Se ¢’ € U ed R un numero reale con 0 < |x(¢')| < R,
per il Lemma [XVIIL.T1.2] possiamo trovare un diffeomorfismo F : R” — R” tale
che F(0) = x(¢’) ed F(x) = x per x| > R. Definiamo ¢ € Diff(M) ponendo:

Yy se y¢U
o0) = {x‘l o F(x(y)) se yeU.

Questa formula definisce un diffeomorfismo di M che trasforma ¢ in ¢’. Allora
¢ oy € Diff(M) e trasforma p in ¢’. Quindi U C N e questo dimostra che N ¢
aperto.

N ¢ chiuso. Sia g un punto della chiusura di N. Scegliamo una carta coordinata
(U, x) con centro in g come nella prima parte della dimostrazione. Se ¢" € U N N,
costruiamo F e ¢ come nella prima parte della dimostrazione. Poiché ¢’ € N,
possiamo trovare y' € Diff(M) con y'(p) = ¢’. Allora ¢~' oy’ € Diff(M) e
¢! 0y (p) = g. Cid dimostra che N & anche chiuso.

Poiché N ¢ sia aperto che chiuso ed M ¢ connesso, ed inoltre p € N # 0, ne
segue che N = M. La dimostrazione ¢ completa. O

XVIII.12. Esistenza e unicita di strutture differenziali

Sia M una varieta topologica ed indichiamo con M’, M"” due varieta diffe-
renziabili di classi €% e €* rispettivamente, corrispondenti a due distinte strut-
ture differenziali su M, definite da atlanti </’ ed ./”’. Diremo che le due strut-
ture differenziali sono equivalenti di classe €% se k < min{k’,k”} ed esiste un
diffeomorfismo f : M’ — M" di classe €*.

Ad esempio, le M’ ed M” ottenute considerando sulla retta reale R le strutture
€ definite dagli atlanti &7’ = {(R,x)} ed &/” = {(R, x*)} sono €“-equivalenti,
perché f(x) = x* & un diffeomorfismo di M’ su M"’.

Su ogni varieta M di classe €', per un teorema di WhitneyEI si puo definire
una struttura di classe € compatibile. Inoltre le strutture compatibili di classe €*,
per ogni k > 1, sono tutte tra loro equivalenti.

E stato dimostrat(ﬂz] che esistono delle varieta topologiche che non ammettono
una struttura differenziale di classe €.

"Hagsler Whitney Differentiable Manifolds, The Annals of Mathematics, Second Series, Vol.
37, No. 3 (Jul., 1936), pp. 645-680.

I2Michel A. Kervaire, A manifold which does not admit any differentiable structure Comment.
Math. Helv. 34 (1960), pp. 257-270.
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L’esempio di Kervaire ¢ una varieta topologica di dimensione dieci. Le varieta
topologiche di dimensione due e tre ammettono una ed una sola struttura differen-
ziale. Questo fatto ¢ stato dimostrato da Johann Radoﬂ per dimensione 1 e 2 e da
Edwin E. Moisd"in dimensione 3.

Per dimensioni superiori, la struttura differenziale, quando esista, non ¢ univo-
camente determinata e si pone quindi il problema di determinare le diverse strutture
differenziali su una varieta. Di solito la classificazione ¢ fatta per varieta orientabili
e diffeomorfismi che preservano I’ orientazione.

Per tutte le varieta compatte di dimensione maggiore di quattro vi € un numero
finito di strutture differenziabili non equivalenti. Su R” c’¢ un’unica struttura dif-
ferenziale se n # 4, mentre per n = 4 ve ne sono inﬁniteE] (quelle diverse dalla
struttura standard sono gli R* esotici).

Per avere un’idea del numero di differenti strutture su una varieta compatta,
riportiamo in una tabella il numero v, delle strutture differenziabili non equivalenti
sulle sfere S” con n < 18. Nella prima riga riportiamo il valore di n e nella seconda
il corrispondente v,,.

[1]2]34|5|6|7[8]9]10| 1 |[R|[B[K] 15 |[I6|17]I18]

(T[T [2]1[1[28]2[8]6[992|1[3[2]162%|2|16]16]|
Quando ci siano piu di una struttura differenziale sulla sfera S”, le sfere con le
strutture non equivalenti a quella standard si dicono sfere esotiche. Ci sono 27
sfere esotiche di dimensione sette, mentre non si conoscono sfere esotiche di di-
mensione inferiore. E aperto il problema delle strutture differenziabili sulla sfera
di dimensione quattro. Non si sa se vi siano sfere esotiche, e quindi nemmeno se
esse siano in numero finito o infinito. Il fatto che non ci siano sfere esotiche in
dimensione quattro ¢ noto come la congettura di Poincaré generalizzata.

Utilizzando la teoria dell’ostruzione, Robion Kirby e Laurent Siebenman
hanno dimostrato che il numero di strutture differenziali non equivalenti su una
varieta compatta di dimensione maggiore di quattro ¢ finito. John Milnor, Michel
Kervaire e Morris Hirsch hanno dimostrat che tale numero ¢ lo stesso per tutte
e coincide quindi col numero delle strutture differenziali sulle sfere.

Quindi, se M ¢ una varieta topologica di dimensione diversa da quattro, essa
possiede al pili un numero finito di strutture differenziali non equivalenti.

13Johann Karl August Radon (1887-1956), matematico austriaco.

14Edwin Evariste Moise (1918-1998), matematico americano. I suoi risultati sulle varieta di
dimensione tre, ottenuti nell’articolo: Affine structures in 3-manifolds. V. The triangulation theorem
and Hauptvermutung. Annals of Mathematics. Second Series, Vol. 56 pg 96-114 (1952), sono
descritti nel libro: Geometric topology in dimensions 2 and 3. Graduate Texts in Mathematics, Vol.
47. Springer-Verlag, New York-Heidelberg, 1977. x+262 pp.

13¢f. M.Kreck Exotische Strukturen auf 4-Mannigfaltigkeiten. [Exotic structures on 4-
manifolds] Jahresber. Deutsch. Math.-Verein. 88 (1986), no. 3, 124-145. I primi esempi sono
di Robion Kirby e Michael Freedman.

IR C. Kirby e L.C. Siebenmann, Foundational Essays on Topological Manifolds. Smoothings,
and Triangulations. Princeton, New Jersey: Princeton University Press (1977).

Tedi: T.Asselmeyer-Maluga e C.H. Brans Exotic Smoothness in Physics. World Scientific
Singapore, 2007.



CAPITOLO XIX

Campi di vettori e spazio tangente

XIX.1. Campi di vettori e curve integrali sulle varieta

Sia M una varieta differenziabile di dimensione m, di classe ¥, numerabile
all’infinito. Denotiamo con &' (M) 1’algebra reale ed anello commutativo unitario
delle funzioni €, a valori reali, definite su M.

Dermizione XIX.1.1. Un campo di vettori su M & una derivazione dell’ algebra
& (M), cioe un’applicazione R-lineare

X: M) — EM)
che soddisfi I’identita di Leibnitz:
(19.1.1) X(fg) = gX(f) + fX(g) Vf, ge&M).

L’insieme ¥(M) dei campi di vettori su M ¢ un &(M)-modulo unitario a sini-
stra, con il prodotto definito da

(19.1.2) (fX)(8) = f(X()), per f,g€&M), X € X(M),
ed un’algebra di Lie reale con il prodotto di commutazione
(19.1.3)  [X,YI()) = XX(/) -YX()  per XY eXM), fe&M).

Lemma XIX.1.2. I campi di vettori X € X(M) si annullano sulle funzioni
costanti.

DimosTrAZIONE. Indichiamo con ¢, per ¢ € R, la funzione costante che vale ¢
su M. Abbiamo:

Xe)=Xc-D=c-X(H+1-X(c)=2-X(c)
e quindi X(c) = 0. O

Lemma XIX.1.3. Sia X € X(M). Se f € &(M) ed f(p) = 0 per tutti i punti p di
un aperto A di M, allora X(f)(p) = 0 per ogni p € A. Abbiamo quindi :

(19.1.4) supp(X(f)) c supp(f)  YfeEM), VX € ¥(M).

DivosTrAZIONE. Fissato un punto p € A, siano U e V due aperti di M con
p e U €V €A, esia ¢ una funzione di &(M) uguale a 0 in U ed uguale ad 1 su
M\ V. Allora f = ¢f e quindi:

X(f)p) = X(@/)(p) = ¢(P)X(/)(p) + f(P)X($)(p) = 0.

317
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Da questo lemma si ricava immediatamente:

Lemma XIX.1.4. Sia X un campo di vettori su M; se f, g sono due funzioni di
& (M) che assumono gli stessi valori su tutti i punti di un aperto A di M, allora :

X()p)=X@)(p) VpeA.

DimosTtrazIONE. Infatti f — g si annulla su A e quindi:

X(f)p)-X@)(p)=X(f-g(p) =0 YpeA.
O

CoroLLarIO XIX.1.5. Se A e un aperto di M, per ogni X € X(M) vi é uno
ed un solo campo di vettori X |4 € X(A) tale che X|s fla = (Xf)|a per ogni
fe&M). O

Ad ogni carta locale (U, x) in M possiamo associare campi di vettori 9/dx',
..., 0/0x™ in X(U), definiti da :

(19.1.5) =" Cox, Vfe&WU).

In una carta locale, un campo di vettori si rappresenta come un operatore differen-
ziale alle derivate parziali, omogeneo del prim’ordine. Vale infatti il

Lemma XIX.1.6. Siano X € X(M) ed (U, x) una carta locale in M. Allora :

- (0
(19.1.6) Xy = X(xh (—l)
; ox

DimosTRAZIONE. Data f € &(U), sia f* = fox ! € &x(U)). Se xo € x(U),
per ogni punto x di un intorno aperto V,, C x(U) di xo, stellato rispetto ad x :

Vdf*(xo + t(x — x0)) i

1) =f*()€o)+f0 7

= f"(x0) + Z (' = X)) (%), con
i=1

1 qpx
o= f Gf' (x0 + t(x — x0))dt € E(Vy,) .
o Ox

Con xg = x(pg) abbiamo

or* 0
i = 2LE0 [(a)f] (po)
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e quindi :
X1 10) = | X[y, | 20
{ mﬂm*mﬂ vmiW—%woxm»
i=1
=ifwﬂ x|y, & = 5] wo)

I
—_

INgE

Wmhm“aykm

DEermvizione XIX.1.7. Dato un campo di vettori X € X(M) ed un punto p € M,
indichiamo con X), la derivazione :

(19.1.7) EM)> f - X,f = (Xf)(p) eR

dell’algebra reale &'(M). Diciamo anche che X, & un vettore tangente ad M nel
punto p.

O

1l
—

i

DeriNizione XIX.1.8. Una curva ¢ : (a,b) — M di classe €' & una curva
integrale del campo di vettori X € X(M) se :

df o (1)
dt
Se (U, x) € una carta locale in M ed X = Zm 1a (X)F in U, allora gli integrali

¢ in U del campo di vettori X sono soluzioni x(¢) = x(¢(¢)) del sistema autonomo
di equazioni differenziali ordinarie del prim’ordine :

(19.1.9) ¥ =d(x) peri=1,...,m.

(19.1.8) =X f» VfeEWM), Vte(ab).

Dai teoremi di esistenza e unicita per sistemi di equazioni differenziali ordinarie
abbiamo allora:

TeorEMA XIX.1.9. Siano X € X(M) un campo di vettori in M e pg un punto di
M. Esiste allora un’unica curva integrale ¢: (a,b) - M di X, con —o < a <0 <
b < +o0o, con ¢(0) = po, tale che, se a > —oo, allora ¢(t) non ha limite in M per
t — a; se b < +o0, allora ¢(t) non ha limite in M pert — b.

XIX.2. Vettori tangenti e fibrato tangente

Dermizione XIX.2.1. Fissato un punto p € M, chiamiamo vefttore tangente ad
M in p un’applicazione R-lineare v: &(M) — R che soddisfi I’identita di Leibnitz :

(19.2.1) v(fe) =v(f)-gp)+ f(p)-v(g)  Yf.ge&M).

I vettori tangenti in un punto p € M formano uno spazio vettoriale reale, che
indicheremo con T, M.

Se X € X(M), o piu in generale X € X(U) per un intorno aperto U di p in M,
allora X, ¢ un vettore tangente ad M in p.
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TeorEMA XIX.2.2. Per ogni punto p € M I’applicazione lineare
(19.2.2) XM)>X - X,eT,M

e surgettiva.
Se M ha dimensione m ed (U, x) é una carta locale di M in p, allora i vettori

tangenti
9 0
Bxlp’m’ ax”’p

formano una base di T,M. O

DEermizione XIX.2.3. Indichiamo con 7'M 1’unione disgiunta degli spazi vetto-
riali T, M, al variare di pin M e con «r : TM — M I’applicazione che fa corrispon-
dere al vettore tangente v € T, M il suo punto d’applicazione p . Possiamo definire
su TM una struttura di varieta differenziabile nel modo seguente. Per ogni carta
locale (U, x) di M, definiamo una carta locale (7~ !'(U), x X dx) di T M ponendo :

{ﬂ_](U) 3 v — (x(z(v)), v(x)) € x(U) x R™,

(19.2.3) 1
con v(x)=w(x),...,v(x") eR™.

Se (V,y) ¢ un’altra carta locale di M, per p € U NV abbiamo:

) m ay]

19.2.4 vy = > v =,

(19.2.4) o) ; o=

cio¢ v(y) = (dy/dx)v(x), ove dy/O0x ¢ la matrice Jacobiana del cambiamento di

coordinate. Questa relazione si esprime anche dicendo che le componenti di un
vettore tangente sono covarianti rispetto ai cambiamenti di coordinate.

Quindi, se y = ¢(x), per x € x(U N V) c R" ¢ la funzione di transizione delle
due carte (U, x) e (V,y), il cambiamento di coordinate dalla carta (771U, xx dx) alla
carta (7~ '(V),y x dy) & (¢ x d¢).

Abbiamo percio :

Proprosizione XIX.2.4. Dato un atlante <f = {(U;, x;)} di M, con funzioni di
transizion{] X j, allora T/ = (= W(U)), x; x dx;)} é un atlante di TM, con funzioni
di transizione x; j X dx; j.

Lo spazio tangente & un esempio di fibrato differenziabile.

Dermnizione XIX.2.5. Un fibrato differenziabile ¢ il dato & = (E N B) di
due varieta differenziabili B, E e di una sommersione differenziabile £ 2, B La
varieta E si dice lo spazio totale, B 1a base e rt 1a proiezione del fibrato &.

Indichiamo con I';(B, E), od anche con I'(B, E) quando non vi sia pericolo di
confusione, lo spazio delle sezioni differenziabili di B in E, cio¢ I'insieme delle
applicazioni s € ¥ (B, E) che sono inverse destre della proiezione 7:

(19.2.5) I(B,E) = {s € €°(B,E) | no s(p) = p, Vp € B}.

Lo s -
abbiamo cio¢ x;; = x; o x;' su x;(U;nU).
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XIX.3. Differenziale di un’applicazione differenziabile

DEermizione XIX.3.1. Siano M ed N due variteta differenziabilied f : M —
N un’applicazione di classe €. Essa induce un’applicazione (il pullback di
funzioni) :

(19.3.1) o EN) Db — [ () =dofelM).

Il differenziale di f in un punto p € M, che indicheremo con f.(p) o con df(p), &
I’applicazione

fi(p) =dfy : TyM — Ty, N definita da:
(19.3.2) LDYO)@) = dfy,(0)(@) = v(f (@) =w(fod) Ve EN).

Se (U, x) e (V,y) sono carte locali in M ed N rispettivamente, con p € U ed f(p) €
V, abbiamo :

SHIEARER oIS e LiE 4
(19.3.3) f+(p) (Zv (@)p] B Z(ZV ﬁ(p))(ﬁ)ﬂm '

i=1 j=1 \i=1
Possiamo definire in questo modo un’applicazione differenziabile :
(19.3.4) fo=df: TM>v - dfy(v) €eTN,

ove abbiamo indicato con : TM — M la proiezione canonica. La f; (o df) si dice
il differenziale dell’applicazione f, o il suo sollevamento allo spazio tangente.

XIX.4. Alcune osservazioni sul teorema d’immersione di Whitney

Diamo qui una dimostrazione del teorema d’immersione di Whitney utilizzan-
do la nozione di varieta tangente di una varieta differenziabile.

Per semplicita svolgeremo I’argomento per il caso di varieta compatte.

Sia M una varieta differenziabile compatta, di dimensione m e sia & = {(U,, x,) |
1 < a < k} un suo atlante finito, con x,(U,) = R™ e tale che, posto U, = {p € U, |
|xa(p)l < 1}, la famiglia {U], | 1 < a < k} sia ancora un ricoprimento di M.

Per ogni a, sia ¢, € ¢;°(M) una funzione uguale ad 1 su U; e nulla in un
intorno di CU,. Definiamo quindi le funzioni %, : M — R” ponendo

B Vaxgs sulUg,
X, =
“ 0 su CU,.

Allora
Wi M>3p— ((F(p) 1<ost s Wa(PD1<ast) € RKm+D

<i<m

& un diffeomorfimso di M su una sottovarieta compatta di R¥". Abbiamo ottenuto
cosi un’immersione di M in uno spazio Euclideo R¢ che & anche un diffeomorfismo
con una sottovarieta differenziabile M di R.

Identifichiamo lo spazio tangente 7'M ad un sottospazio del prodotto cartesia-
no Mo xR’ ed indichiamo con pr, : TMy — R’ I’applicazione che fa corrispondere
alla coppia (p,v) € TMy C My x R’ il vettore v.



322 XIX. CAMPI DI VETTORI E SPAZIO TANGENTE

Sia v € R’ un vettore non nullo e (v) il sottospazio vettoriale di dimensione
1 generato da v. Sia m, : Rl - R/(vy ~ R a proiezione nel quoziente. La
condizione necessaria e sufficiente affinché |y, : My — R sia un’immersione
differenziabile ¢ che v ¢ pr,(T Mp). Se 2m < ¢, per il Lemma di Sard I’'immagine
di pr, ¢ di prima categoria e quindi la &, o ¢ ¢ un’immersione differenziabile in
uno spazio Euclideo di dimensione ¢ — 1. Per ricorrenza, otteniamo un’immersione
differenziabile di M in uno spazio Euclideo di dimensione < 2m.

Osserviamo poi che m, : My — R /(v) & iniettiva se e soltanto se non vi sono
due punti distinti py, p» € My con py — p1 € (v). Cio equivale al fatto che v non
appartenga all’immagine dell’applicazione

{(p1,p2) € Mo X My | p1 # p2} X R 3 (p1, pa, 1) — p1 +t(p2 — p1) € RE.

Questa ¢ un’applicazione differenziabile di una varieta differenziabile di dimensio-
ne 2m+ 1 in R’. Quindi, se 2m+ 1 < £, per il Lemma di Sard ha immagine di prima
categoria e dunque potremo scegliere v € R’ \ {0} in modo che la 7, o ¢ sia ancora
un’immersione differenziabile iniettiva e quindi un diffeomorfismo di M con una
sottovarieta di R>~!. Per ricorrenza otteniamo un’immersione topologica inietti-
va di M su una sottovarieta differenziabile di uno spazio Euclideo di dimensione
<2m+ 1.

Nel caso in cui M non sia compatta, ma numerabile all’infinito, utilizziamo
il ragionamento precedente per dimostrare che I’insieme .%, delle applicazioni
W € €°(M,R**1) 1a cui restrizione ad int K, siano delle immersioni differenzia-
bili iniettive & un aperto denso di seconda categoria. Allora ¢ € ,.%, da un’im-
mersione differenziabile iniettiva di M nello spazio Euclideo R?"*!. Per ottenere
un’immersione propria, sara sufficiente considerare una 4 € €*°(M) con h(p) > v
se p € CK, ela (y,h) € €%(M,R¥*?). Potremo poi comporre quest’immersione
con un’opportuna proiezione 7, rispetto a un vettore non nullo v ¢ {e2,+2), per
ottenere un’immersione differenziabile di M in R*"*! che sia un diffeomorfismo
con una sottovarieta propria di RZ"*1,

XIX.S. Gruppi a un parametro di diffeomorfismi

Dermizione XIX.5.1. Un gruppo a un parametro di diffeomorfismi di M &
un’applicazione differenziabile

(19.5.1) O: MXR>(p,t) > Op,HeM

che goda delle proprieta :

@ Op.0)=p VpeM
(1) O(p,t+5) = O(O(p,1),s) VpeM, Vt,s e R.

Dermizione XIX.5.2. Chiamiamo gruppo locale a un parametro di diffeomor-
fismi di M il dato di un intorno U* di M X {0} in M X R e di un’applicazione

(19.5.2) O: U CMxR>(p,t) > O(p,H)eM
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che goda delle proprieta :
@&  dp,0)=p YpeM
(iD) O(p,t+5) = D(D(p,1),s) se(p,t+s)e (D(p,1),s)eU".
Vale il :

TeorEMA XIX.5.3. Ad un gruppo locale a un parametro ® : U* — M di
diffeomorfismi di M corrisponde un campo di vettori X € X(M) tale che

df(®(p,
(19.53) anp = LI

Viceversa, dato un campo di vettori X € X(M) esiste un gruppo locale a un param-
tetro di diffeomorfismi di ® : U* — M di M per cui sia verificata la (19.5.3). Due
gruppi a un parametro ®y : Uy — M e @, : Uy — M per cui sia verificata (19.5.3)
per lo stesso campo X coincidono su tutte le componenti connesse di Uy N U7 che
intersecano M x {0}.

Vfe&M),VpeM.

DimosTrAZIONE. L’esistenza e unicita di un gruppo locale a un parametro di
diffeomorfismi associato ad un campo di vettori X € X(M) ¢ conseguenza del
teorema d’esistenza locale, unicita e dipendenza ¢’ dai dati iniziali per il sistema
di equazioni differenziali ordinarie (I9.1.9). 1l fatto che la soluzione generale del
problema di Cauchy definisca un gruppo locale a un parametro ¢ conseguenza del
fatto che il sistema (I9.1.9) & autonomo, che cio¢ le funzioni a secondo membro
in (I9.1.9) non dipendono dalla variabile 7 e quindi che, se t — ®(p, ) & soluzione
in un intervallo ¢ € (a, b), con a < 0 < b, con dato iniziale ®(p, 0) = p, allora, per
ogni ty € (a, b) fissato, t — ®(p,t + ty) ¢ soluzione nell’intervallo (a — ty, b — t9),
con dato iniziale ®(p, ty), e coincide quindi con ®(D(p, ty), t).

Si verifica poi facilmente, utilizzando la formula di Leibnitz per la derivata del
prodotto di funzioni reali di una variabile reale, che la (19.5.3)) definisce un campo
di vettori X € X(M). O

Il caso delle varieta con bordo. Possiamo estendere senza difficolta la defi-
nizione dei campi di vettori anche al caso delle varieta a bordo.

DeriNnizioNe XIX.5.4. Sia M una varieta differensiabile di dimensione m, con
bordo, X € X(M) e pg € M. Fissiamo una carta locale (U, x) con centro in pg

Usp-oxeXWU)c{xeR" x>0}, x(po) =0.
Diciamo che X nel punto pg ¢
diretto verso I’esterno se X,x"[,—o < 0,
tangente se X,x"|,—o = 0,
diretto verso I’interno se X, x"|,—g < 0.

La definizione non dipende dalla scelta della carta locale, perché la componente
oy"/0x™ dello Jacobiano della funzione di transizione ¢ positiva su U NV N oM
per ogni coppia di carte locali (U, x) e (V,y) di M.

Abbiamo allora
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ProposizioNne XIX.5.5. Sia M una varieta differenziabile con bordo ed X €
X(M) un campo di vettori che non e tangente a OM in nessun punto. Esistono
allora due funzioni continue non negative 6, : M — R tali che

o(p) >0, e(p) >0 se peint(M),
o(p) >0, e(p) =0 se pedM edX, e diretto all’esterno,
o(p) =0, e(p) >0 se pedM edX, e diretto all’interno,
ed un’applicazione continua ed infinitamente differenziabile fino al bordo di U*
tale che
Q.U " ={(p,nHeMxXR|-6(p) <t<e(p)
tale che

00(p, 1) "
af = Xq)(p’t), V(p, l) e U,

DO(p,t+5) = O(D(p, s),1), se (p,s),(p,t+3),(D@0p,s),)eU". O

XIX.6. Inclusioni isotope

Definiamo in questo paragrafo una nozione di equivalenza di inclusioni diffe-
renziabili.

Dermizione XIX.6.1. Siano fy, fi : M — N due inclusioni differenziabili. Una
isotopia tra fy ed fi ¢ un’applicazione F € €*°(M x [0, 1], N) tale che
(@) F(x,0) = fo(x), F(x,1) = fi(x) per ogni x € M;
(b) fi = F(-,t) € (M, N) &un’inlcusione differenziabile per ogni ¢ € [0, 1].

La relazione di isotopia tra inclusioni differenzibili & una relazione d’equiva-
lenza.

LemMma XIX.6.2. Per ogni isotopia F € €*(M x [0, 1], N) di inclusioni diffe-
renziabili I’applicazione

(19.6.1) F:Mx[0,1]3 (x,f) — (F(x,1),t) € N x [0, 1]

e un’inclusione differenziabile che preserva i livelli.

Viceversa, se F € €M x [0,1],N x [0, 1]) ¢ un’inclusione differenziabi-
le che preserva i livelli, allora F(x,t) = ny(F(x,t)) é un’isotopia di inclusioni
differenziabili.

DmvosTrAZIONE. Fissando un’inclusione differenziabile propria v : N — R
e considerando le applicazioni i o F' e ¢ o G possiamo ricondurci al caso in cui
N = R’ Fissata una carta locale (U,x) in M, poiché G(p,t) = (F(p,t),1), lo
Jacobiano di G ¢ dato da

o _(E
= c')x 6t .
d(x,1) 0 1

E chiaro quindi che G & un’immersione differenziabile se e soltanto se F, & un’im-
mersione differenziabile per ogni ¢ € [0, 1]. Inoltre, G ¢ iniettiva se e soltanto se
ciascuna delle F;, per t € [0, 1], ¢ iniettiva. O
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OsservAZIONE XIX.6.3. Sia y € ¥°°(R) una funzione reale con

x®»=0 set <0,
O<y(®<1 sel<t<l,
x@® =1 setr>1.

Possiamo prendere ad esempio

0 se <0,
x(®) ={exp(—Lexp(-L) se O0<r<l,
1 se t>1.

Se F € €°(M x [0,1],N), allora G(p,t) = F(p,x(t)) € €(M xR,N) e
G, = Foppert <0,G, = Fypert > 1. Potremo quindi nel seguito supporre
che le isotopie siano definite per tutti i valori di # € R, e localmente costanti fuori
dall’intervallo [0, 1].

Notazione XIX.6.4. Se F € €~(M x R, N) indicheremo nel seguito con F €
€ (M xR, N X R) I’applicazione

MxR>(p,t) — F(p,t) = (F(p,1),H) € N xR.

XIX.7. Campi completi
Sia M una varieta differenziabile di dimensione m.

Dermizione XIX.7.1. Un campo di vettori X € X(M) si dice completo se per
ogni xo € M la soluzione del problema di Cauchy
‘= X,
(19.7.1) T
x(0) = xg

¢ definita per ogni f € R.
Vale il criterio
Proposizione XIX.7.2. Ogni campo di vettori a supporto compatto e completo.

TeorEMA XIX.7.3. Indichiamo con pr : MXR — R la proiezione sulla seconda
coordinata. Ogni campo di vettori completo X su M XR, con dpr(X) = 0/0t induce
un’isotopia dell’identita su M.

Viceversa, se F € €°(M x R, M) é un’isotopia dell’identita, allora dF(9/0t)
e un campo di vettori completo su M X R.

DmosTtrRAZIONE. Sia X € X(M X R) un campo completo e denotiamo con @ €
E°(M xR) xR, M x R) il flusso in M x R da esso definito. Scriviamo

DO(p, s; 1) = (p(p, 5;1),7(p, 531)), con ¢ € C(MXRXR, M), 7€ ET(MXRXR,R).

Abbiamo
o(p,s;0)=p, 1(p,s;0)=3s, VpeM, VseR.
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Poiché X = (Y,0/0s)con Y e I'(M xR, TM), ¢

or
Frinie
che, tenuto conto dei dati iniziali, ci da 7(p, s; 1) = s + 1.
Posto
E(p,1) = D(p,0;1),
abbiamo

i F(p,0) = ©(p,0;0) = (p,0).
La F ¢ della forma
F(p,1) = (F(p,1),1), con F(p,1)=¢(p,0;1)
e quindi preserva i livelli. Osserviamo che I’applicazione
M>p->nayo®p,t;-t)eM
inverte ', : M > p — F(p,t) € M. Infatti
O(F(p,1),t;—1) = D(D(p,0;1), 1) = (p,0), VpeM, VteR.

Quindi, perognit € R, F, : p — F(p, ) ¢ un automorfismo di M.
Viceversa, ad un’isotopia F € €*°(M X R, M) dell’identita possiamo associare
il campo di vettori completo X = dF(9/0t) su M X R. O

OsservazionE XIX.7.4. Se X € X(M) ¢ completo, allora (X, d/0¢) € un campo
completo in M X R.

OsservazionE XIX.7.5. Se X € I'(M x R, TM) ha supporto compatto, allora
(X, 0/0r) € un campo di vettori completo su M X R.

Esempio XIX.7.6. Sia f € €*(R",R") un diffeomorfismo, con f(0) = O.
Possiamo scrivere f nella forma

fi(x) = ijla;(x)xj per i=1,...,n, con a; e € (RY),
con D
[ afl 0
a’j(x) = j(; @(tx)dt € ERM).
La F(x,t) =t} f(tx) ¢ un’isotopia tra il diffeomorfismo lineare

ot = 20
X
ed f. Quindi ogni diffeomorfismo di R" & isotopo ad un diffeomorfismo lineare. In-
fine, poiché GL(n, R) ha esattamente due componenti connesse per archi, possiamo
concludere che ogni diffeomorfismo di R" ¢ isotopo o all’identita o alla simmetria
rispetto ad un iperpiano.

Nel suo lavoro del 1936, H. Whitney dimostro anche il

TeorEMA XIX.7.7 (isotopia delle immersioni). Se fy, fi : M — N sono due in-
clusioni differenziabili omotope di una varieta compatta m-dimensionale M in una
varieta differenziabile N di dimensione n > 2m + 2, allora fy ed f| sono isotope
comme inclusioni differenziabili.
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TRACCIA DELLA DIMOSTRAZIONE. Consideriamo un’omotopia F : M X [ — N tra
fo ed fi1. Per il Teorema ?? del Capitolo ??, possiamo supporre che I’omotopia sia
restrizione di una F € €°(M x R, N). Consideriamo allora la F(p, ) = (F(p, 1), 1).
Questa & un’applicazione in (M x R, N X R). Poiché dim(M xR) = m + 1
e dim(NxR) = n+1 >2m+3 = 2(m + 1) + 1, possiamo approssimare F
con un’inclusione differenziabile G € €*(M x R, N x R). Poiché M x [0,1] &
compatto, se G ¢ sufficientemente vicina ad F in €°(M xR, N xR), possiamo, con
un cambiamento di variabili, ottenere che G(p, ) = (G(p, t),t) per t in un intorno
di [0, 1]. Inoltre, poiché inclusioni differenziabili di una varieta compatta che siano
vicine sono isotope, Gy sara isotopa ad fo e G ad f;. Poiché I’isotopia ¢ una
relazione d’equivalenza, anche fy ed f; sono isotope. O

OsservazIONE XIX.7.8. Chiamiamo nodo in R” un’inclusione differenziabile di
S'in R” (n > 3). Sciogliere un nodo v : S! — R” significa trovare un’isotopia di
y con il nodo banale

S'se? — (cosh,sind,0,...,0) € R".

Sappiamo che ci sono in R? nodi chiusi non scioglibili. Per il Teorema
tutti i nodi chiusi in R” con n > 4 sono scioglibili.

In generale, possiamo considerare delle catene di m nodi, o m-link, cio¢ inclu-
sioni differenziabili

A:Stuust — R
m volte
Sciogliere una catena A di m nodi vuol dire trovare un’isotopia di A con la catena
banale
S'u---uS's(e"); — (cosh,sind, j,0,...,0) e R".
m volte

Per il Teorema [XIX.7.7| tutte le catene di m nodi in uno spazio Euclideo R”, con
n > 4, si possono sciogliere.

XIX.8. Isotopie dello spazio ambiente

Due inclusioni differenziabili fy, fi € €°(M, N) possono essere isotope senza
che i complementi N \ fo(M) ed N\ fi(M) siano omeomorfi. Un semplice esempio
& I'inclusione in R? di un segmento aperto e di una circonferenza privata di un
punto. Introduciamo una nozione piu restrittiva di isotopia:

Dermvizione XIX.8.1. Un’isotopia ambientale tra due inclusioni differenziabili
Jfo, fi € €°(M,N) & una isotopia F € (N x [0, 1], N) di diffeomorfismi di N
tale che
Fo(q) = ¢, Vg €N,
Fi(fo(p), 1) = filp), VpeM.

Diremo allora che fy ed fi sono isotope nello spazio ambiente o ambientalmente
isotope.
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In generale I’isotopia ambientale, che implica I’omeomorfismo dei comple-
menti delle immagini, & pil restrittiva dell’isotopia. Le due relazioni coincidono
per le inclusioni differenziabili di varieta compatte. Vale infatti il seguenteﬁ

Teorema XIX.8.2 (R. Thom). Sia F € €*(M X [0, 1], N) un’isotopia di in-
clusioni differenziabili di una varieta M in una varieta N. Per ogni compatto K
contenuto in M esiste un’isotopia dell’identita G € € (N X I, N) su N tale che

G(fo(p),1) = fi(p), VYpeKk.

DimosTrAZIONE. Possiamo supporre che F € €°(M X R, N) con F; = fy per
t<0edF; = fipert > 1. Definiamo F € €°(M X R, N X R) mediante

F(p,H)= (F(p,1),t) e NxR, per peM, teR.
L’immagine M = F(M xR) & una sottovariet differenziabile di N xR. Consideria-
mo il campo di vettori (X, d/0t) = dF(0/0t), con X € T'(M,TN), su M. 1l supporto
di X & contenuto nel compatto £(M x [0, 1]). Possiamo trovare allora un campo di
vettori (Y, 0/0f) € X(N X R), con
YeI'(NXR,TN), suppY € N xR,
Y=X su F(Kx[O0,1]).

Il campo (Y, d/9¢t) & completo e quindi genera un gruppo a un parametro di diffeo-
morfismi di N X R che preservano i livelli. Ad esso corrisponde quindi un’isotopia
dello spazio ambiente che trasforma fj in fi. O

Osservazione XI1X.8.3. Il teorema ci dice che inclusioni isotope di una
varieta compatta sono ambientalmente isotope. Questo non ¢ vero in generale per
inclusioni di una varieta M non compatta.

Consideriamo ad esempio due nodi vg, v; : ST — 83 convy(—-1) = vi(-1) =
(0,0, 1). Le loro restrizioni fy, fi : ST\ {-1} - §3\{(0,0, 1)} sono isotope, ma
possono non essere ambientalmente isotope.

CoroLLARIO XIX.8.4. Se M e una varieta connessa, per ogni coppia di pun-
ti po, p1 € M esiste un’isotopia F € €<(M x [0, 1], M) dell’identita su M con
F(po,1) = p1.

CororLarIO XIX.8.5. Ogni inclusione differenziabile f € €*<(S™,S"), con
n > 2m+2, si estende ad una inclusione differenziabile f € €D, sM.

DimosTtrAZIONE. Poiché n > m, f & omotopa all’inclusione differenziabile stan-
dard
2S00 — (O, X0,...,0) e S

Questa si estende all’inclusione differenziabile
Dl s (0. ") — GO AT = X0 — - = xm2,0,...,0) € S".
Per il Teorema [XIX.7.7] f e ¢ sono isotope e per il Teorema lo sono con

un’isotopia dello spazio ambiente. Ne segue che anche f si estende ad un’inclu-
sione differenziabile di D"+ o

2Rént Trom: La classification des immersions, Sémin. Bourbaki 157, 1957-58
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XIX.9. k-celle differenziabili

In questo paragrafo esponiamo alcuni risultatiﬂ relativi alle applicazioni diffe-
renziabili di dischi.
Premettiamo un’osservazione sulle applicazioni differenziabili.

Lemma XIX.9.1. Siano M, N due varieta differenziabili, di dimensione m, n,
rispettivamente, e sia ¢ € € (N, M) un’applicazione differenziabile. Se K é un
compatto di N tale che

(1) flk sia iniettiva;

(2) df(q) : TyN — T¢M sia iniettiva per ogni q € K,
allora esiste un intorno aperto U di K in N tale che ¢|y sia un’inclusione differen-
ziabile.

DmvostrAZIONE. Utilizzando il teorema d’immersione di Whitney, possiamo
ridurci al caso in cui M = R™ ed N sia una sottovarieta propria di uno spazio
Euclideo R’. In particolare, possiamo considerare I’aggiunta d¢*(¢) dell’appli-
cazione d(q) : TyN — To)R™ = RE, rispetto al prodotto scalare canonico di
R™ e a quello indotto su TyN dalla restrizione del prodotto scalare canonico di
Rf. La composta d¢*(p) o ddp(g) € un endomorfismo iniettivo di T, N ed abbiamo
percio, nella norma degli operatori, infx ||[dd*(g) o dc|>(q)||2 = u > 0. Per conti-
nuita otteniamo che esiste un intorno relativamente compatto W di K in N tale che
ldd*(q) o dq)(q)ll2 > (1/2) > 0 per ogni g € W. Allora, applicando I’argomento del
Lemma ?? del Capitolo ?? ad un numero finito di carte coordinate che ricoprono
W, otteniamo che esistono costanti positive 8, ¢ tali che

ld(q1) — d(q2)l = clgi —qal,  Yqi,q2 € W con g — ga| < 6.

Questo segue dal fatto che la distanza Euclidea su ciascun sottoinsieme compatto
di una carta coordinata & equivalente alla restrizione della distanza Euclidea su R’.
Consideriamo ora il compatto F = {(g1,92) € WX W | |g1 — g2 = 6}. La

funzione reale
ld(q1) — d(g2)l

lg1 — qol
¢ definita e continua su F ed ¢ positiva nei punti di F' N (K X K). Essa sara allora

ancora positiva in tutti i punti di un intorno A di F N (K X K) in F. L’insieme

v(q1,q2) =

"/\ ,./\ ~ . . . . .
U = KU (m(A) Nmp(A)) € un intorno aperto di K in N, tale che la restrizione ad U
di ¢ sia un’inclusione differenziabile. O

Nortazione XIX.9.2. Se A ¢ un qualsiasi sottoinsieme della varieta differenzia-
bile N, indicheremo con (A, M) I’insieme di tutte le funzioni continue f : A —
M per cui esista un intorno aperto U di A in N ed un’applicazione differenziabile
f e €U, M) tale che fls = f.

DEerNnizioNE XIX.9.3. Sia M una varieta differenziabile di dimensione m e k
un intero con 0 < k < m. Una k-cella differenziabile di M €& un’inclusione
differenziabile ¢ € € (D*, M).

3Richard S.Palais, Extending diffeomorphisms. Proc. Amer. Math. Soc. 11, 1960 pp. 274-277
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Lapplicazione ¢ & cio¢ un’inclusione topologica ed & la restrizione a D* =
{(x e RF | x| < 1} di un’applicazione di classe €, definita su un intorno aperto U
di D* in R, ed a valori in M, con differenziale iniettivo in ogni punto di D*.

Per il Lemma[XIX.9.1]1a ¢ & la restrizione dell’inclusione differenziabile di un
disco aperto B(r),conr > 1,in M.

Vale il

TeorEMA XIX.9.4 (estensione ad un’n-cella). Se ¢ € € (D*, M) é una k-cella
di M, con 0 < k < m, ed U un intorno aperto di q)(Dk) in M, allora esiste una
n-cella y € € (D", M), con y|pr = ¢ e y(D™) C U).

Se M e orientata, possiamo scegliere y in modo che mantenga I’ orientazione.

DimosTrAZIONE. I teorema & una conseguenza del Corollario[XX.6.4]del Capi-
tolo[XX1 mi

Vale allora il

TeoremMA XIX.9.5 (Transitivita). Se ¢,y € € (DK, M) sono due k-celle dif-
ferenziabili di M, allora esiste un diffeomorfismo F € €°(M, M) tale che y =
Fod.

Se M e orientata, e 0 k < m, oppure k = m e le due celle sono equi-orientate,
allora possiamo scegliere il diffeomorfismo F in modo che mantenga I’orientazio-
ne.

OsservazioNE XIX.9.6. 11 diffeomorfismo F del Teorema|XI1X.9.5| puod essere
scelto isotopo all’identita, in un’isotopia costante al di fuori di un compatto di M.

TeorEMA XIX.9.7 (di estensione). Se ¢ € E*(DK, M) é una k-cella differen-
ziabile in M ed f un’inclusione differenziabile di un intorno di (D) in M, allora
esiste un diffeomorfismo F di M in sé, uguale ad f in un intorno di ¢(D¥).

Se M ¢ orientabile e ¢ ed f preservano [’orientazione, allora si puo ottenere
una F che preservi I’orientazione e sia isotopa all’identita in un’isotopia costante
al di fuori di un sottoinsieme compatto.



CAPITOLO XX

Fibrati vettoriali

XX.1. Fibrati differenziabili

1l fibrato tangente € un esempio della struttura piu generale di fibrato vettoriale
che definiamo ed esaminiamo in questo paragrafo. A loro volta, i fibrati vettoriali
sono particolari fibrati differenziabili localmente banali:

Dermizione XX.1.1. Un fibrato differenziabile £ ¢ il dato di una varieta dif-
ferenziabile £ = E(¢£), che si dice il suo spazio totale, di una varieta differen-
ziabile B = B(¢), che si dice la sua base, e di una sommersione differenziabile
m=n(): E — B, che sidice la sua proiezione sulla base.

Per ogni punto p € B, l'insieme E, = E, (&) = 7~ 1(b) & una sottovarieta
differenziabile di E, che si dice la fibra di & su p.

Dermizione XX.1.2. Diciamo che un fibrato differenziabile & ¢ localmente
banale con fibra tipica F se

(a) F ¢ una varieta differenziabile;
(b) per ogni p € B esistono un intorno aperto U di p in B ed una ¢y €
@ (U, F) che renda commutativo il diagramma

(20.1.1) ) — 2% UuxF

Pty
s
U.

Un diffeomorfismo ¢y che renda commutativo il diagramma (20.1.1) si dice
una trivializzazione di € su U.

Un atlante di trivializzazione di & € una collezione &7 = {(U,,¢,) | a € A}
formata da aperti U, di B e da trivializzazioni locali

Ely, = 77" (Uy) 3 ¢ — (n(q), pu(q)) € Uy X F,
con B = {J,eaUs.

A volte scriveremo E — B per il fibrato differenziabile & con E(§) = E,
B(¢) = Be n(é) = n. La notazione E % B significhera che, inoltre, il fibrato

differenziabile £ € localmente banale, con fibra tipica F.

Dermnizione XX.1.3. Una sezione differenziabile di & su un aperto U di B(¢) ¢
un’applicazione s € (U, E(¢)) tale che (¢)o s(x) = x per ogni x € U. L’insieme

331
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di tutte le sezioni differenziabili di &€ su U si indica con
(20.1.2) Te(UE) = {s € €U, E&)) | m(€) o s(p) = p, Yp € U}.

Lemma XX.1.4. Sia & un fibrato differenziabile, 1y € E(£) e po = n(€)(To).
Allora esistono un intorno aperto U di po in B(§) ed una sezione s € I'¢(U, E(£))

con s(po) = To.

DimvosTrAZIONE. Poiché 7(£€) ¢ una sommersione differenziabile in tutti i punti
di E(¢), la tesi segue dal teorema delle funzioni implicite (vedi la Proposizione

X VIII.8.3|del Capitolo | XVILI). O

Proposizione XX.1.5 (un criterio di banalita locale). Siano E e B varieta dif-
ferenziabili, con B connessa. Allora ogni sommersione differenziabile propria
. E — Bdefinisce un fibrato differenziabile localmente banale.

DmosTtrAZIONE. Ricordiamo che il fatto che 7 sia propria significa che m &
continua, chiusa, e che 77! (K) & compatto in E per ogni compatto K di B.

Fissiamo un punto pg € B. L’insieme E,, = 7' (po) & una sottovarietd com-
patta di E£. Essa ¢ un retratto differenziabile d’intorno. Possiamo trovare cio¢ un
intorno aperto W di E,, in E ed un’applicazione differenziabile r : W — E,  con
r(v) = v per ogni v € E,,. Poiché 7(E \ W) & un chiuso di B che non contiene p,
possiamo supporre che W sia un aperto della forma W = n~!(Uy), per un intorno
aperto Uy di pg in B. Possiamo allora definire

@ : Ey, =7 (Up) 3v — (m(v), r(v)) € Ug X Ep,.

Poiché 7 € una sommersione differenziabile, la ® ¢ un diffeomorfismo locale in

tutti i punti v € E,, . L’insieme dei punti di Ey, in cui ® ¢ un diffeomorfismo locale

¢ un aperto. Quindi, a meno di sotituire ad Uy un intorno piu piccolo di pg in B,

possiamo suppotre che la @ sia un diffeomorfismo locale in tutti i punti di Eyy,.
Dico che esiste un intorno aperto U di pg in Uy tale che

Oy a7 (U) 3 v = W) = (7(v), r(v)) € U X Ep,

sia un diffeomorfismo.

Indichiamo con pr, : Uy X E,; — E), la proiezione sul secondo fattore. L’in-
sieme dei punti p € Up tali che pry(®(E,)) = E,, ¢ un intorno aperto di po.
Possiamo quindi supporre, a meno di sostituire ad Uy un intorno piu piccolo di py,
che la @ sia un diffeomorfismo locale surgettivo.

Ci resta da verificare che, se U ¢ sufficientemente piccolo, la ¢y ¢ anche iniet-
tiva. A questo scopo osserviamo che, poiché ® ¢ un diffeomorfismo locale, 1’in-
sieme Q = {(v,w) € Ey, X Ey, | v # w, ®(v) = O(w)} ¢ in Ey, X Ey, un chiuso
disgiunto da E,, X E,,. Sia infatti {U, | v € N} un sistema fondamentale di intorni
relativamente compatti di pg in Uy, con U,,; € U, per ogni intero v > 0. Per la
proprieta dell’intersezione finita, esistera un indice v; tale che 7~ 1(U,) x 7~ 1(U,)
non intersechi Q.

Per completare la dimostrazione, bastera osservare che le fibre £, = a(p) so-
no tutte diffeomorfe tra loro. Cid segue dalla connessione di B e dal fatto che dalla
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prima parte della dimostrazione si ricava che, fissato un punto py € B, I'insieme
dei p € B per cui la fibra E, ¢ diffeomorfa ad E),, ¢ aperto e chiuso in B. O

Proposizione XX.1.6. Sia & un fibrato differenziabile ed M una sottovarieta
differenziabile di B(¢). Definiamo

(20.1.3) Ely = ﬂ(f)_l(M), 7ty s Ely 3 1 — m(é)(1) € M.
Allora &y = (E\y ”l—M> M) e un fibrato differenziabile con base M. O

DermnizioNe XX.1.7. 11 fibrato £|ys descritto nella Proposizione [XX.1.6|si dice
la restrizione ad M del fibrato &.

Proposizione XX.1.8. Se & e { sono fibrati differenziabili, allora, posto
EE€x ) = E€) x EQ),
B(¢ x {) = B(§) x B(0),
n(éx ) E(§x{) 3 (. p) = (n(&)(a), n())(PB)) € B X (),

EXL=(EEXD @ B(& X 0)) e un fibrato differenziabile.

Se & e { sono localmente banali con fibre tipiche F (&) ed F({) rispettivamente,
allora anche & X { é localmente banale, con fibra tipica F (&) X F({).

Dermizione XX.1.9. 11 fibrato differenziabile & x ¢ descritto nella Proposizione
si dice prodotto cartesiano dei fibrati £ e £.

Proposizione XX.1.10 (pullback). Sia & un fibrato differenziabile, M una va-
rieta differenziabile ed f : M — B(¢) un’applicazione differenziabile. Poniamo
E(f*6) ={(p,1) e M X E) | f(p) = m(E)(D)},
a(f*é):E>(p,1)— peM.

Allora f*¢ = E(f*¢) ﬂ M é un fibrato differenziabile con base M.

Se & e localmente banale con fibra tipica F, anche f*¢ é localmente banale
con fibra tipica F.

Dermizione XX.1.11. 11 fibrato f*¢ descritto nella Proposizione [XX.1.10] si
dice I’immagine inversa, o pullback, di £ mediante 1’applicazione f.

Dermvizione XX.1.12. Siano & e & due fibrati differenziabili sulla stessa base
B(&1) = B(&) = M. Chiamiamo somma di Whitney dei fibrati £] e &;, ed indichia-
mo con & @y &, 'immagine inversa del fibrato &; X & mediante 1’immersione
canonicat: M > p — (p,p) € M X M di M nella diagonale di M x M.

Abbiamo, in modo canonico,

E(& ®p &) = {(11,72) € E(€1) X E(&) | n(é1)(11) = n(§2)(12)},
n(&1 Oy E2)(71,T2) = m(é1)(T1) = m(&2)(T2)},  Y(71,72) € E(€1 ®Mm &2).

Osserviamo che, per le Proposizioni [XX.1.6} [XX.1.8] XX.1.10] se & e & sono
localmente banali con fibre tipiche F; ed F, rispettivamente, la loro somma di

Whitney & @y & ¢ ancora localmente banale, con fibra tipica F; X F).
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Dermnizione XX.1.13. Siano &) e &, due fibrati differenziabili. Un morfismo
di fibrati differenziabili (f,¢) : & — & ¢ il dato di una coppia di applicazioni
differenziabili f : E(&)) — E(&) e ¢ @ B(E1) — B(&,) che rendano commutativo il
diagramma

E¢) —— E@)
(20.1.4) n(fol l”@
B(&1) 7’ B(&)).

Abbiamo

Lemma XX.1.14. Siano &1 e &) due fibrati differenziabili.
Se f: E(&1) = E(&) e un’applicazione differenziabile ed

fEEDy) CEE) ), Yp e B,

allora esiste un unico morfismo di fibrati differenziabili (f, ) : €1 — &, che induca
f sugli spazi totali.

DimosTrAZIONE. L'unicita ¢ ovvia, in quanto la ¢ si ottiene per passaggio al
quoziente rispetto alle proiezioni sulle basi. Per dimostrare che ¢ ¢ differenziabile,
basta osservare che, se s € I'g (U, E(£1)) per un aperto U di B(¢y), allora ¢ly =
(&) o s, onde ¢ ¢ differenziabile su U. O

Proposizione XX.1.15. Sia (f,¢) : &1 — & un morfismo di fibrati differenzia-
bili. Se f : E(&1) — E(&) e un diffeomorfismo, anche ¢ : B(&)) — B(&) e un
diffeomorfismo, e la (f~',¢7) : & — & & un morfismo di fibrati differenziabili.

DimostrazIONE. Chiaramente ¢ ¢ bigettiva. Se W ¢ un aperto di B(é,) ed 52 €
[g, (W, E(£)), allora qﬁ‘l lw=7f -1 65, dimostra che qb‘l ¢ anche differenziabile. O

Dermnizione XX.1.16. Un isomorfismo di fibrati differenziabili € un morfismo
(f, ) : &1 > & percui f: E(€]) — E(&) sia un diffeomorfismo.

Un isomorfismo di fibrati differenziabili (f, ¢) : &1 — & con B(&)) = B(&) =
M e ¢ = idy; si dice un’equivalenza.

XX.2. Fibrati vettoriali differenziabili

Dermizione XX.2.1. Un fibrato vettoriale differenziabile di rango n ¢ il dato
di un fibrato differenziabile & = E 5 Bdi rango n e di una struttura di spazio
vettoriale reale di dimensione n su ogni fibra E, := 7~ !'(x), compatibile con la
struttura differenziabile. Cio significa che le applicazioni
EeoyE>(,w) > v+weE,
RXE>(k,v)>k-veE
sono differenziabili.

Prorosizione XX.2.2. Ogni fibrato vettoriale differenziabile di rango n é lo-
calmente banale con fibra tipica R".
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DimosTrAZIONE. Sia & = E % B un fibrato differenziabile vettoriale di rango
n. Dato un punto py € B, fissiamo una R-base ey,...,¢e, di E,,. Per il Lemma
possiamo trovare un intorno aperto U di pg in B e sezioni n; € I'¢(U, E)
conn;(pg) = e;peri =1,...,n. Per continuita, I’insieme Uy dei punti p di U in cui
n1(p), ..., n,(p) sono ancora linearmente indipendenti ¢ un intorno aperto di pg in
B. Allora la

n .
UpxR" 3 (p3v!,... V") — > vi(p) € n7'(Up)
=

¢ una trivializzazione locale differenziabile di & in un intorno aperto del punto
Po- O

Se V, W sono spazi vettoriali reali della stessa dimensione n, indichiamo con
Isogr(V, W) I'insieme degli isomorfismi R-lineari di V in W.

Dermizione XX.2.3. Una trivializzazione locale di un fibrato vettoriale diffe-
renziabile ¢ = (E iR B) € una trivializzazione locale

(20.2.1) ¢:UxR" > Ely

di £ compatibile con la struttura lineare, che sia cioe lineare sulle fibre.
Potremo quindi scrivereEI

(20.2.2) ¢(p,v) = ¢(p)v, con o(p)€lsorR",E,) VpeU.

Un atlante di trivializzazione di un fibrato vettoriale differenziabile £ ¢ un
atlante di trivializzazione di £ in cui tutte le trivializzazioni locali siano compatibili
con la struttura lineare.

Chiameremo funzioni di transizione dell’atlante di trivializzazione < = {(U,, ¢,)}

del fibrato vettoriale differenziabile & = (E 5 B), le applicazion 8ap € CT(UsN
Uy, GL(n,R)), definite da

(20.2.3) 2ap(P) = ¢a(p) 0 pp(p), VYpeU,NU,

si dicono le funzioni di transizione dell’atlante <7 .

XX.3. Morfismi e operazioni di fibrati vettoriali
Siano & e &, due fibrati vettoriali differenziabili.

Dermizione XX.3.1. Un morfismo di fibrati differenziabili (f, @) : &1 — & si
dice un morfismo di fibrati vettoriali reali differenziabili se ¢ lineare sulle fibre, se
cioe per ogni p € B(£1) I'applicazione E(£1), 2 v — f(v) € E(&)g(p) € lineare.

Se inoltre la f : E(&;) — E(&>) & un diffeomorfismo, allora anche (f~!, ¢ 1) :
& — &1 € un morfismo di fibrati vettoriali differenziabili.

In questo caso diremo che (f, ¢) : &1 — &> ¢ un isomorfismo di fibrati vettoriali
reali differenziabili.

e p — &(p) sono sezioni del fibrato vettoriale ¢ ®g &*, che sara definito nel paragrafo
successivo.

20sserviamo che GL(n,R) ¢ un aperto di R”z, e quindi una varieta differenziabile di dimensione

n’.
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Se, ancora, B(¢1) = B(&) = M e ¢ = idy, diremo che la (f,idy) : & — & ¢
un’equivalenza di fibrati vettoriali reali.

Dire che un fibrato differenziabile & di rango n ¢ trivializzabile equivale dunque
a dire che & isomorfo al fibrato differenziale triviale B(£)xV, con V spazio vettoriale
reale di dimensione n.

Le costruzioni dell’algebra lineare si estendono in modo naturale ai fibrati
vettoriali.

Fibrato duale. Siaé = F Z, B un fibrato vettoriale reale di rango n. Sia

E =5

I’unione disgiunta dei duali degli spazi vettoriali E,, al variare di p nella base B.
Indichiamo ancora con 7 : E* — B I’applicazione che associa il punto p € B
adne E, CE".
Se of = {(Uy,¥,) | a € A} € un atlante di trivializzazione per &, per ogni punto
peU,la
Ya(p) 1 R" 3 v = Yu(p,v) € Ep

€ un isomorfismo lineare. La sua trasposta ((p))* : E; — (R™* ~ R" & ancora un
isomorfismo lineare.

Possiamo cosi definire su &* = E* %, B un’unica struttura di fibrato vettoriale
differenziabile, per cui &7* = {(U,,¥}) | a € A}, ove

U Ua X R 3 (p,v) = [(a(p)' 17V € E'y,,
sia un atlante di trivializzazione.

Dermizione XX.3.2. Dato un fibrato vettoriale differenziabile &, il fibrato vet-
toriale differenziabile £&* definito sopra si dice il fibrato duale di &.

Proposizione XX.3.3. Ogni fibrato vettoriale e equivalente al suo fibrato dua-
le.

DiMOSTRAZIONE. Sia & un fibrato vettoriale dirango ned o7 = {(Uy,¥,) | a € A}
un suo atlante di trivializzazione. Sia {¢,} una partizione dell’unita subordinata ad
{U, | a € A} con ¢, € €¥(B(£)) e ¢, = 0 su B(¢). Definiamo un prodotto scalare
sulle fibre di £ mediante

Vilv2) = > Balp) - (Pres Wav)Ipras (Wa(v2)zr,
Vp € B(§), Yvi,v2 € E(&)).
Il prodotto scalare definisce un isomorfismo (di Riesz) p,, : E;, — E, per ogni

p € M, che ci da un’equivalenza (p,idp) : £ — &*. O

Dermnizione XX.3.4. Sia M una va;ieta‘l differenziabile e TM 5 M il suo fi-
brato tangente. Il fibrato duale 7*M — M del fibrato tangente si dice il fibrato
cotangente su M.
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Somma diretta. Se &, & sono fibrati vettoriali, di ranghi n; ed ny rispetti-
vamente, allora il prodotto & X & ha una struttura naturale di fibrato vettoriale di
rango n; + ny, con fibra sopra il punto (p1, p2) € B(£1) X B(¢£,) uguale allo spazio
vettoriale somma diretta E(£1),, © E(£2)p,.

Se £] e & hanno la stessa base B(¢1) = B(é2) = M, allora la somma di Whitney
&1 @y & ¢ un fibrato vettoriale differenziabile di rango ny + nj.

Prodotto tensoriale. Dati due fibrati vettoriali differenziabili &1, &, di ranghi
n; ed ny rispettivamente, con basi B(¢1) = B; e B(&) = Bj, definiamo il loro
prodotto tensoriale &1 ® & come il fibrato vettoriale differenziabile di rango nyny
con base By X B, e fibra su E(£1),, ®r E(£)p, sul punto (py, p2) € By X By. Se
B, = B, = M, indichiamo con ¢ ®) & I'immagine inversa di & ® & rispetto
all’immersione p — (p, p) di M nella diagonale di M X M. Esso si dice prodotto
di Whitney dei fibrati &) e &.

Fibrati tensoriali. Le operazioni di somme dirette, prodotti tensoriali, som-
me e prodotti di Whitney di fibrati vettoriali differenziabili sono associative e
commutative, a meno di equivalenze.

In particolare, fissati due interi non negativi r, s possiamo definire, a partire da
un fibrato vettoriale reale ¢ = E 5 Bdi rango n, un fibrato vettoriale differenziabile
7°5(¢) sulla stessa base B, di rango n(r + s), con spazio totale

r,s — * *
TE) =] | E® eE,eE,e 8k,

r volte s volte

Possiamo descrivere la sua struttura di fibrato vettoriale differenziabile a partire da
un atlante di trivializzazione &/ = {(U,,¥,) | a € A} di . L atlante corrispondente
TSl = {(Ug, ") | a € A} di 775(&) consiste delle carte

Uy x (RH® @ (RD® 3 (p,1,0) = Wa(p)® 1@ (Wa(p)'1T™H 00 € TSE)y,.

Il fibrato vettoriale 7°(¢) ha rango n(r + s) e si dice la potenza tensoriale r-
covariante ed s-controvariante di &.

DerinizioNeE XX.3.5. Se M & una varieta differenziabile di dimensione m, il
fibrato "5(T M N M) si indica con T"*M Z, M e si dice il fibrato dei tensori
r-covarianti ed s-controvarianti su M.

XX.4. Fibrati vettoriali e fibrato tangente

Dermnizione XX .4.1. Sia é = E L M un fibrato differenziabile. Il fibrato
verticale su E ¢ il nucleo del differenziale della proiezione sulla base:

(20.4.1) VE ={veTE|dn(v)=0}.

Supponiamo ora che E %, M sia un fibrato vettoriale. Possiamo identificare M
alla sezione nulla di E, mediante I’applicazione
(20.4.2) t:M>x—>0,€E.

Abbiamo allora
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ProrosizioNne XX.4.2. Ogni fibrato vettoriale ¢ = E 5 Mme equivalente al
pullback su M, mediante Iinclusione (20.4.2), del suo fibrato verticale.

DimosTRAZIONE. Sia x € M e v € E. Associamo a v il vettore V € Vy E definito
da

d
Vf = Ef(t V)li=0.

Otteniamo cosi un’applicazione E — VE|y = *(VE), che si verifica facilmente
essere un’equivalenza di fibrati vettoriali. O

ProposizioNne XX .4.3. Se & = E 5 Méun fibrato vettoriale differenziabi-
le, allora la restrizione di TE ad M (cioeé il suo pullback mediante I'inclusione
(20.4.2)) é equivalente alla somma diretta di TM e della restrizione ad M del
fibrato verticale:

(20.4.3) TE|y =TM &y VE|y. O

Utilizzando le proposizioni [XX.4.2] e [XX.4.3| ed il teorema d’immersione di
Whitney otteniamo il

TeorEMA XX .4.4. Sia & = E; = M oun fibrato vettoriale differenziabile.

T
Possiamo allora trovare un fibrato vettoriale differenziabile &, = E» 2 M sulla
stessa base M tale che la somma di Whitney &1 ®©y &, sia equivalente ad un fibrato
banale.

DimosTrAZIONE. Per il teorema d’immersione di Whitney possiamo trovare un
diffeomorfismo @ : E; — Q c R’ tra E| ed una sottovarieta differenziabile propria
Q di uno spazio Euclideo R’. Per ogni punto y € Q identifichiamo lo spazio
tangente 7),Q ad un sottospazio dello spazio Euclideo R’. Definiamo quindi il
fibrato vettoriale NQ mediante

(20.4.4) NQ={(y,w) € QxR |wL T,0}.
In ogni punto y di Q abbiamo allora
T,R' =R’ = T,Q ® N, Q.
D’altra parte, se x € M, nel punto y = ®(x) € ®(M) C Q, abbiamo
T,0 = dd(T M) ® O(VE),
da cui ricaviamo che

O* (TR o) = VEi |y &y TM &y (O*NQloar)
= Ey @y (TM @y (D*NQlowm)).

Poiché TR’ ~ R’ x R’ & un fibrato banale, ed il pullback di un fibrato banale &
ancora banale, questo completa la dimostrazione del teorema. O
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XX.5. Norme differenziabili e strutture Euclidee

Siaé = (E N B) un fibrato vettoriale. Indichiamo con Og la sua sezione nulla.
Dermizione XX.5.1. Una norma differenziabile su & ¢ un’applicazione reale
continua e non negativa || ||z € € O(E,R) che goda delle proprieta:
(20.5.1) liglle >0 se q¢O0g,
(20.5.2) llkqlle = Iklllglle Vk eR, Vg€ E,
(20.5.3) llg1 + @2lle <llgille +llg2lle.  ¥p € B, Yq1,92 € Ep, || |l € €(E).
Dermizione XX.5.2. Una struttura Euclidea su & € un’applicazione differenzia-
bile
E®pE > (q1,92) — (qilg2)e €R
bilineare simmetrica, definita positiva. Valgono cioe
(20.5.4)  (q1.92)E = (q2lq)E, VY(q1,92) € ESB E,
(20.5.5)  (q1 + q2,93)E = (q1lg3)E + (q2193)E, VP € B, VYq1,92,93 € Ep,
(205.6)  (kqilq2)e = k(qilg2)e, Yk €R, Y(q1,q2) € E®B E,
(20.5.7) Glg9)e >0 VYge E\ Og.
Osserviamo che, data una struttura Euclidea ( | )gsué,lallglle = v/(glg)e =0

¢ una norma differenziabile su &.
L’esistenza di norme differenziabili ¢ garantita quindi dalla

Proposizione XX.5.3. Ogni fibrato vettoriale & ammette una struttura Eucli-
dea.

DimostrAZIONE. Sia o7 = {(U;, ¢;)}ier un atlante di trivializzazione di £. Se &
ha rango k, per ogni i la
¢i: 7 (Ui 3 ¢ — (n(g), $i(q)) € Ui x RF
¢ un’equivalenza di fibrati vettoriali. Se {y;} € €*°(B) & una partizione dell’unita
su B subordinata al ricoprimento {U,};e/, la

(@ilg)e =) Xi(@) Gilanleig)es. V(q1.q2) € E @5 E,

definisce una struttura Euclidea su ¢. O

DEermizioNe XX.5.4. Una struttura Euclidea sul fibrato tangente di una varieta
M si dice una struttura Riemanniana su M.

XX.6. Classi di isomorfismo di fibrati vettoriali

Ricordiamo che, se £ = E L, M & un fibrato vettoriale differenziabile di rango
k, con base M, data un’altra varieta differenziabile N ed un’applicazione differen-
ziabile f : N — M di N nella base di &, il pullback f*¢ ¢ il fibrato differenziabile
di rango k su N, con spazio totale f*E e proiezione n s definiti da

JE = E(f*) = {(x,v) e NX E | n(v) = f(x)},

(20.6.1)
{ﬂf =a(f* ) (x,v)=x, Y(x,v) e E(fE).
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Se abbiamo una composizione di applicazioni differenziabili

M s —L oy

ed un fibrato vettoriale & = E SMsuM , allora
(fog)¢=g"f¢
sono canonicamente equivalenti: infatti
E((fog)é) ={(x,v) e M" X E| f(g(x) = n(v)},
E@fé)={(x,(y,v) e M" XM X E | g(x) =y, f(y) = n(v)}
e I’equivalenza ¢ definita dall’applicazione (x, (y,v)) = (x, (f(x),v)) — (x,v).

Indichiamo con Veci(M) la collezione delle classi di isomorfismo dei fibra-
ti vettoriali di rango k sulla varieta M. Possiamo considerarlo come un insieme
puntato, ove il punto base ¢ costituito dalla classe d’equivalenza del fibrato banale

™ . . . < . .
M xRF == M. 1 osservazione che abbiamo fatto sopra si pud esprimere mediante
la

ProposizioNE XX.6.1. Veci( - ) e un funtore dalla categoria delle varieta ed
applicazioni differenziabili alla categoria degli spazi puntati e delle applicazioni
che preservano i punti base.

Abbiamo la

Proposizione XX.6.2 (proprieta d’omotopia dei fibrati vettoriali). Siano M ed
N varieta differenziabili, con M compatta. Se fy, fi : M — N sono due applica-

V9
zioni differenziabili omotope e ¢ = E 5 Néun fibrato vettoriale su N, allora i
fibrati fi& ed f{& sono isomorfi.

DimvosTrAZIONE. Sia F' : M X I 3 (x,1) — fi(x) € N un’omotopia di classe
¢ tra fy ed fi. Indichiamo con pry, : M X I 3 (x,t) — x € M la proiezione sul
primo fattore. Per dimostrare il teorema, sara sufficiente verificare che, se per un
to € [0, 1] il fibrato f;"¢ & isomorfo ad un fibrato vettoriale { su M, cio ¢ ancora
vero per tutti i fibrati f;"¢ cont € [0, 1] e |t — 7o| < € per qualche € > 0.

Consideriamo sulla varieta compatta con bordﬂ M x I i due fibrati vettoriali
F*¢ e pr), L el fibrato principale Iso(F*&, pr),{), la cui fibra su (x, 7) ¢ I'insieme di
tutti gli isomorfismi lineari A, : E(f¢)x — E({). Per ipotesi questo fibrato ha una
sezione o su M X {to}. 1l fibrato principale Iso(f*E, p},F) € un aperto del fibrato
vettoriale

n = Hom(F"&, pry,{) = (pry{)* ®uxs F°E.
La sezione o si estende a una sezione globale & di 77 su M X I. La & sara ancora
una sezione di Iso(F*¢, prj,{) su un intorno aperto di M X f9. Per la compattezza
di M, questo intorno conterra M X ¢ per tuttiit € [0, 1] con |t — ty| < € per qualche
€ > 0. O

3Per evitare di utilizzare nella dimostrazione la varieta compatta a bordo M X I, possiamo
osservare che I’omotopia F' = (f;) : M X I — N si estende ad un’applicazione differenziabile
F: M xR — N, eragionare sulla varieta differenziabile senza bordo M X R.
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OsservazIONE XX.6.3. La proposizione vale anche senza ’ipotesi di compat-
tezza su M. Ricordiamo che tutte le varieta che consideriamo supponiamo siano
paracompatte.

CoroLLarIO XX.6.4. Ogni fibrato vettoriale sopra una varieta contrattile é
isomorfo al fibrato banale.

Esempio XX.6.5. Veci(S') si pud identificare alle classi di omotopia di appli-
cazioni f : {1} — GL(k,R) che mandano il punto 1 in /. Esso consiste quindi di
due punti se k > 1. Nel caso k = 1 i due fibrati corrispondono rispettivamente al
cilindro (caso orientabile) e al nastro di Mobius (caso non orientabile).

XX.7. Fibrati vettoriali sulle sfere

Decomponiamo la sfera

S" = {(xo,xl,...,x,,)|ZZ:0x§ =1} c R™!
nell’unione di due celle chiuse:
S"=DYuD", con D}={xeS"|x=0}, D'={xeS"|x <0}
Sia
Sl =p'ND" ={xeS8"|xy=0}.

Data un’applicazione continua f : S"~! — GL(k, R), possiamo definire un fibrato
vettoriale di rango r su S incollando i fibrati banali D} x R e D, x R* mediante
la funzione d’incollamento che associa ad (x,v) € " xRF c D} x R¥ I’elemento

(x, f(x)v) € S"' x R* ¢ D, x RX. La f & detta la funzione di clutching’} Si
dimostra facilmente che

Lemma XX.7.1. Siano fy, fi : S™' — GL(k,R) due funzioni di clutching.
Se fo ed fi sono omotope, allora i fibrati vettoriali Ey, ed Ey, sono equivalenti.
Abbiamo quindi un’applicazione naturale

(20.7.1) 7(S"', GL(k,R)) — Veck(S™).

Poiché D’} e D" sono contrattili, i fibrati vettoriali con basi D', e D" sono
banali. Da questa osservazione segue il

Lemma XX.7.2. L’applicazione (20.7.1) é surgettiva.

Lo studio dell’applicazione (20.7.T)) &€ complicato dal fatto che il gruppo GL(k, R)
ha due componenti connesse. E quindi conveniente considerare dapprima i fibrati
vettoriali orientati.

Indichiamo con Vec;' (M) le classi di equivalenza di fibrati vettoriali orientati di
rango k sulla varieta differenziabile M. Sia GL™ (k, R) il gruppo degli endomorfismi
lineari di R* con determinante positivo. Abbiamo allora

Proposizione XX.7.3. L’applicazione n(S"~', GL*(k,R)) — Vec, (S") e biget-
tiva.

4<clutch” & in inglese la frizione.
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Per analizzare Vec(S"), introduciamo lo spazio Vecg(S”) che consiste delle
classi di equivalenza di fibrati vettoriali di rango k su §” che hanno un’orientazione
assegnata sul punto e; € S"°! ¢ S". Scegliendo le trivializzazioni su D" che
mantengono questa orientazione assegnata, le abbiamo fissate entrambe a meno di
omotopia. Otteniamo cosi

Lemma XX.7.4. Vi e una bigezione naturale
7(S"!, e1; GL(k,R), GL* (k,R)) — Vec)(S").
Sen >2,S"! & connesso ed abbiamo quindi:

Lemma XX.7.5. Se n > 2, vi e una bigezione naturale
7(S" 1, GL*(k,R)) — Vec{(S™).

Quindi I’applicazione naturale Vec;g(S N - Vecg(S ") ¢ una bigezione. Ne
segue che

ProposizioNne XX.7.6. Se n > 2, ogni fibrato vettoriale reale e orientabile,
ed ha esattamente due orientazioni, che dipendono dalla scelta dell’ orientazione
su una singola fibra. L’applicazione ha fibre che hanno al piu due ele-
menti. Hanno un solo elemento le fibre che corrispondono a fibrati vettoriali che
ammettono un automorfismo che inverte [’orientazione delle fibre, due elementi
altrimenti.

OsservAZIONE XX.7.7. Poiché SO(k) & un retratto di deformazione di GL*(k, R),
abbiamo
(8", GL* (k. R)) = n(S"~',SOK)) = 7,1 (SO(k)).



CAPITOLO XXI

Forme differenziali negli spazi Euclidei

XXI.1. Forme differenziali in R”

Indichiamo con AYR" lo spazio vettoriale reale, di dimensione (’;) delle forme
g-multilineari alternate su R".

Dermvizione XXI.1.1. Sia A un aperto di R”. Le applicazioni n € € (A, AIR")
si dicono forme differenziali alternate, omogenee di grado q e con coefficienti di
classe € in A.

Useremo la notazione

(21.1.1) QUA) = E7(A, AR
Indichiamo con dx' la forma lineare su R” definita da:
(21.1.2) dx'(x)=x, Yx=1x', ., x")eR"
Le forme:
(21.1.3) dxX" A..Adx"  con  1<ij<..<igj<n

costituiscono una base di A?R"”. Una forma n € £9(A) si scrive in modo unico
come:

. . i ... i
(21.1.4) lei1<...<iannll""‘idx1 A---Adx,  con
(21.1.5) Mir....i,(X) = n(x)(€iy, . €i,) € T (A),

ove abbiamo indicato con ey, ..., ¢, 1 vettori della base canonica di R”.

Dermizione XX1.1.2. Lalgebra di Grassmann Q*(A) delle forme alternate di
classe € su A ¢ la somma diretta

@) =P, 2.
con il prodotto definito sulle forme omogenee da
A" (X)W1,...,vg)
= ) 1so1<<0y g 8N D)Wy Vo N Ve s15- 5 Vr,)

I<oyry<<oy
o€S,

Yvi,..., v  €RY e @1 BA), " e 70, ¢ +q" =q.

343
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XXI.2. Pull-back

Se f € €*(A) ¢ una funzione reale di classe ¢, definita sull’aperto A di R",
il suo differenziale & I’elemento di Q'(A) definito da:

n

(21.2.1) df(x) = Z

i=1
Siano B un aperto di R”, A un aperto di R" e ¢ = (@', ....¢") € €°(B,A).

f(x) i
£ dx'.

Dermizione XX1.2.1. 1l pullback, o immagine inversa di una forma differen-
ziale n € Q9(A), descritta da (Z21.1.4), ¢ 1a forma differenziale ¢*n € Q9(B) definita
da:

(21.2.2) 6N = D Mirif($)de" A . A o'

it g
Si verifica immediatamente che il pull-back di forme gode delle proprieta :

TeorEMA XXI1.2.2. (1) ¢* : Q9(A) > Q9(B) e un’applicazione R-lineare.
(2) Seny € QU (A) ed ny € Q9(A), alloram A1y € QUHT12(A) e

" (m Am2) = (¢"m) A (¢™m).

(3) Se ¢ : D — B ¢ un’applicazione di classe €**', definita su un aperto D
di R¢, allora

(poy) =y" og"
XXI1.3. Differenziale di una forma

Estendiamo la definizione del differenziale dal caso delle funzioni a quello
delle forme differenziali ponendo, per una n € Q+**1(A) descritta dalla ZT.1.4):

dn(x) = Zlsil<m<iandn,~l._jq(x) Adx A ... A dx

o, i (x) . . .
:Z. Z o T A A X A A d
i=1 1<i<..<ig<n oxt

11 differenziale delle forme differenziali & caratterizzato dal:

21.3.1)

TeoreEMA XXI1.3.1. 1l differenziale é I'unica applicazione R-lineare
d: Q" (A) — Q' (A)
che goda delle seguenti proprieta:
(1) Perogniintero q > 0, il differenziale definisce un’applicazione R-lineare :
(21.3.2) d: Q1A) - QT (A).

(2) d coincide con il differenziale definito sulle funzioni nel caso q = 0.
(3) Vale la formula del differenziale del prodotto:

dim Am) =dng A+ (=DT'ny Adp

Vi € Q[ (A), Vi € QF% (A)
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4) dod: Q1A) - QI2(A) é I'applicazione nulla, cioé
(21.3.3) dod=d*=0.

DimvostrAzIONE. 11 differenziale definito dalla (21.3.T)) soddisfa la (3) per le
proprieta del prodotto esterno e la regola di Leibnitz per la derivazione del prodotto
di due funzioni. La (21.3.3)) ¢ allora conseguenza della:

n 2 . .
dif=3 OO i p did =0,

i.j=1 9xidx/
valida per ogni funzione f € %*(A,R). Viceversa, se valgono le (1), (2), (3), (4)
I’espressione del differenziale & data necessariamente dalla (21.3.1). O

XXI1.4. 1l complesso di de Rham

Per ogni aperto A di R”, otteniamo un complesso di operatori differenziali:
d

0— ‘Q2+n(A) - ‘Ql]c+n—l(A) -
d d
21.4.D o QLA —— QLA —— L (A)

L @@ -0

DeriNnizione XXI1.4.1. 11 complesso (21.4.1)) si dice il complesso di de Rhanﬂ
sull’aperto A di R".

Poniamo:
21.42) Z9A) ={ne 29A)|dn =0} ( spazio delle g-forme chiuse),
2143) HiA)={dn|ne Q”_I(A)} ( spazio delle g-forme esatte),
(g-esimo gruppo di coomologia
A = 2¢4 q
(21.44) HYA) = Z1A)] %1A) di de Rham).

Se @ € Z4(A), indicheremo con [a] la corrispondente classe di coomologia in
H(A),
Se g < 0, oppure g > n, porremo Z4(A) = 0, #4(A) = 0, H1(A) = 0.

Dalla formula dei differenziali, otteniamo immediatamente il:

TeorEMA XX1.4.2. Siano A un aperto di R", B un aperto diR™ e ¢ € (B, A).
1l pullback commuta con i differenziali:

(21.4.5) ¢*(dn) =d¢™n, Vne€ 2 (A)
e definisce quindi, per ogni intero q, un omomorfismo

(21.4.6) [6°] : H(A) — HY(B).

1 Georges de Rham, Matematico (Roche, Losanna, 1903 - Losanna 1990). Dal 1932 prof. al-
I’univ. di Losanna e successivamente di Parigi (1943) e Ginevra (1953). Le sue ricerche riguardano
soprattutto problemi di natura differenziale e topologica sulle varieta differenziabili. Nel 1931 dimo-
stro il famoso teorema che identifica i gruppi di coomologia ad invarianti topologici. I suoi risultati
hanno aperto nuovi ed elevati settori di ricerca. Il suo lavoro ¢ stato particolarmente importante per
lo sviluppo della teoria dei fasci.
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OsservazioNE XX1.4.3. Il Teorema [XX1.4.2| ci dice che la differenziazione ¢
un’operazione invariante rispetto ai cambiamenti di carte locali e ci permettera
percio di definire le forme differenziali e il differenziale di forme sulle varieta.

Dimostriamo alcuni risultati sui gruppi di coomologia del complesso di de
Rham, da cui ricaveremo in particolare il Lemma di Poincaré-Volterra sull’aci-

clicita locale di (21.4.1).

Lemma XX1.4.4. Sia A un aperto di R", I un intervallo aperto di R e
A AXI>(x,t) > x€A

la proiezione canonica. Allora il pullback di forme induce un isomorfismo lineare

(21.4.7) (7] : HY(A) — HY(A x I).
In particolare
(21.4.8) H" Y AxI) =0.

DimostrAzZIONE. Fissiamo fy € I e consideriamo 1’inclusione
Jo A3 x— (x,19) € AXI.
Poiché n4 o j;, = id4, abbiamo
idgaay = [(ma © Ji)"1 = Ly 0 4] = [g] © [7m4]
e quindi [}, ] € iniettiva.
Resta da dimostrare che [, ] € anche surgettiva.

Indichiamo con d, il differenziale in A e con d quello su A X . Scriviamo un
elemento a € Q9(A X I) nella forma

a=ad +dtna”, con o € E AXIAR"Y), o € EC°AxI,A'R"Y.

Abbiamo allora

0 oo’
da = dua + di A a—‘: = dya +dt A (ai; — da”).
Osserviamo che a € 7, (£29(A)) se e soltanto se
"o oo’ 3
=0, —-=
Se @ € Z9(A x I), abbiamo
a ’
da’ =0, (,% =d.a”.
Poniamo
t
Blx, 1) = f &'dt € €°(Ax I,AT'R") c QA X D).
1o
Allora

a—dB = (@ +dtna”)—(dB+dt A g—f) =a -d e ZYAXDNET(AXI, AIR").
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La forma y = &’ — d,8 ¢ coomologa ad « e soddisfa le equazioni

Ay
dyy=0, —=0.
Y ot
In particolare, y ¢ il pullback mediante 7, di un elemento di 2°9(A). La dimostra-
zione ¢ completa. O

Ogni elemento @ € Q"1(A x I) = 2" (A x I) & divisibile per dt, risulta cioe
a=dtAa’, con o € E (A xI,A"A)).
Allora .
B= ft o’ € € (AxI,N(A) c QAxXI)
0

soddisfa I’equazione

9P

dB =dt A o =dtANd’ =a.
Pil in generale abbiamo:

Proposizione XX1.4.5. Siano A un aperto diR" e I,. .., I intervalli aperti di
R. Allora
HIAXIL x---xI;)=0, VYg>n.

DimosTrAZIONE. Abbiamo infatti, per il LemmaXXI[.4.4 HY(AX I X --X1I}) =
HIAXIT XX [_1)=---=HYAx 1)~ HI(A) = {0}. O

Dalla Proposizione si ottiene facilmente il
TeorEMA XX1.4.6. Siano 11, ..., 1, intervalli aperti di R. Allora

R se ¢g=0,

21.4.9 HI( x---x1I,) =
(21.4.9) ( )ZV01 se g#0.

In particolare, otteniamo il teorema di Poincareﬂ e Volterreﬂ sull’aciclicita lo-
cale del complesso di de Rham.

2 Jules Henri Poincaré (Nancy, 29 aprile 1854 - Parigi, 17 luglio 1912) ¢ stato un matematico,
un fisico teorico e un filosofo naturale francese. Poincaré viene considerato un enciclopedico e in
matematica I’ultimo universalista, dal momento che eccelse in tutti i campi della disciplina attivi ai
suoi giorni.

Come matematico e fisico, diede molti contributi originali alla matematica pura, alla matema-
tica applicata, alla fisica matematica e alla meccanica celeste. A lui si deve la formulazione della
congettura di Poincaré, uno dei pitt famosi problemi in matematica. Nelle sue ricerche sul problema
dei tre corpi, Poincaré fu la prima persona a scoprire un sistema caotico deterministico, ponendo in
tal modo le basi della moderna teoria del caos. Viene inoltre considerato come uno dei fondatori
della topologia.

Poincaré introdusse il moderno principio di relativita e fu il primo a presentare le trasformazioni
di Lorentz nella loro moderna forma simmetrica. Poincaré completo le trasformazioni concernenti
la velocita relativistica e le trascrisse in una lettera a Lorentz nel 1905. Ottenne cosi la perfetta
invarianza delle equazioni di Maxwell, un passo importante nella formulazione della teoria della
relativita ristretta. Il gruppo di Poincaré usato in fisica e matematica deve a lui il suo nome.

3Vito Volterra (Ancona, 3 maggio 1860 - Roma, 11 ottobre 1940), matematico e fisico italia-
no. Fu uno dei principali fondatori dell’analisi funzionale e della connessa teoria delle equazioni
integrali. Il suo nome noto soprattutto per i suoi contributi alla biologia matematica.
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TeoreEMA XX1.4.7 (Lemma di Poincaré-Volterra). Sia n € Q9(A) (k > 1) una
forma differenziale definita su un aperto A di R", che soddisfa
(21.4.10) dn=20

in un intorno aperto di un punto p di A. Se q = 0, allora f é costante in un intorno
di pin A. Se q > 0, possiamo trovare un intorno aperto U di p in A ed una forma
differenziale u € Q4Y(U) tale che:

(21.4.11) du=mnin U.

DmvostrAZIONE DEL TEOREMAXXI 4.7l La tesi segue dal Teorema[XX1.4.6] perché
ogni punto p € A ha in A un intorno aperto della forma 11 X --- X I, con I1,..., I,
intervalli aperti in R. O

XXI.5. Coomologia di de Rham a supporti compatti

Sia A un aperto di R”. Se B & un aperto di A, possiamo definire la restrizione
rgn € Q9(B) di una forma n € Q*(A) come il pullback di 7 rispetto all’inclusione
B — A.

Dermizione XX1.5.1. 11 supporto di una forma differenziale n € Q*(A) ¢ il
complementare del pit grande aperto di A su cui la restrizione di 7 sia nulla.

Indichiamo con Qg(A) il sottospazio delle g-forme differenziali alternate, con
coefficienti di classe 4>, che hanno supporto compatto in A.
Poiché

(21.5.1) suppdn C suppn, VYne Q*(A),
il differenziale di una forma a supporto compatto ha ancora supporto compat-
to. Otteniamo percid un sottocomplesso del complesso (21.4.1) restringendoci ai
sottospazi Qg(A) delle forme con supporto compatto in A.

0 —— Q%4 —i_> QL) _i—> QRA) —— -
(21.5.2) e ——— Qh(A) QhH(A) .Qh+2(A)

— 27l(4) —4, Q@A) —— 0
Dermnizione XXI1.5.2. Poniamo:

21(A) = {a € Q3(A) | da = 0}, (spazio delle g-forme chiuse a supporto compatto),
%g (A ={da|ac Qg_l (A)}, (spazio delle g-forme esatte a supporto compatto),

HIOA = 290A) 29 A (g-esimo gruppo di coomologia di de Rham
o) = Zg (D H(A), a supporti compatti).
Osserviamo che Hg(A) = 0 se A ¢ un aperto di R” con n > 0, perché Q’E)O(A) =0
in quanto i suoi elementi sono funzioni localmente costanti con supporto compatto

in A.
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Sia A un qualsiasi aperto di R”, I un intervallo aperto di Remqy : AX [ 3
(x,t) = x € A laproiezione su A. Sen € Qg(A x I), scriviamo

(21.53) n=n'+dtay’, con n' € 65°(AxI,A/R"), 1" € €5°(AXI, ATIR™).

e definiamo

(21.5.4) A, (n) = fn"dt.
I
DeriNizioNe XX1.5.3. Laforma s (17) € Qg_l (A) si dice ottenuta dan € Q%(Ax
I) mediante integrazione sulla fibra.

Lemma XXI1.5.4. Siano A un aperto di R"* ed I un intervallo aperto di R.
L’integrazione sulla fibra anticommuta con i differenziali:

(21.5.5) dx(ma,(n) = —mp,(dn), V€ Qo(A X D).
DimostrAZIONE. Con 1 definita dalla (21.5.3), abbiamo
’ a ' 7
dn=dm +dtA( 8n —dn’).
t
Quindi
a’], 77 77 17
madn) = | (- —day")dt = — | den”dt = —d | n''dt = —d7a, ()
1 ot I 1
perché fl(an’ /0t)dt = 0 per il teorema fondamentale del calcolo integrale. O

In particolare, per ogni intero non negativo g I’integrazione sulla fibra definisce
un omomorfismo

(21.5.6) [ma1: H* YA x I) — HI(A).
Vale il

Lemma XX1.5.5. Siano A un qualsiasi aperto di R" ed I un intervallo aperto
di R. Allora per ogni intero non negativo q, la (21.5.6)) é un isomorfismo.

Utilizzeremo, nella dimostrazione, il seguente

Lemma XXI1.5.6. Sia I un intervallo aperto di R e ty = inf I. Se f(t)dt € .Q(l)(l),
la

'
(21.5.7) u(t):ff(r)dr

e l'unica soluzione dell’equazione du = f(t)dt che si annulli in un intorno destro
di to. La u ha supporto compatto se, e soltanto se,

(21.5.8) ff(t)dt =0.
1

La 21.5.8)) ¢ condizione necessaria e sufficiente affinché I’equazione u’ = f am-
metta in I una soluzione a supporto compatto.
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OsservazioNE XX1.5.7. Per il Lemma[XXT.5.5|I’applicazione
2D = Q) > f(Hdt — f f(Hdt e R
1

¢ un funzionale lineare non nullo il cui nucleo ¢ %’(1)(1). B percio H(l) ) =R.

DimosTRAZIONE DEL LEMMA [XXT.5.3 Fissiamo una qualsiasi funzione () €

6, (1), con
f x(dt =1,
I

e definiamo, per ogni intero non negativo ¢, I’applicazione

(21.5.9) X QA 3 a - x() - di e € QT (A XR).
Abbiamo
(21.5.10) ma,(fe) = @, did'e) = xNda),  Va e QUA).

Quindi y* definisce per passaggio al quoziente un omomorfismo
1 : HIA) — HIM A x D).
Per (21.5.10) abbiamo

idpga) = [Gra, 0 X9 = [ra] 0 VP,
Da cui segue subito immediatamente che la [r4, ] ¢ surgettiva. Resta da dimostrarne
I’iniettivita.
Siag>ledn=n+dtAnn’ € .,%Vbq(A X R), con ' € €A x I, AIR"),
'€ €°AxI,AT'RY). E
4 a ' 17
da =0, a—’7t=dx;7 .

Osserviamo, in particolare, che, se "’ = 0, allora n = 0. Infatti in questo caso 7/,
essendo indipendente da ¢ ed a supporto compatto, ¢ nulla.
Supponiamo vi sia una forma a € 93_2(A) tale che

da =man= fn"dt.
I
Sia
B =n-xda) = - dita).
E [8] = [5] e, per la (Z1.5.10),
maB = 0.
Questo significa che, per

B=p +dinB’, con B €ECI(AXIARY, B’ € (AxI,ATRY,

f B’dt = 0.
1

risulta
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Percio, se ty = inf I,
!
y(x,0) = f B’ (x, 8)ds
To
. . _ -1 .
definisce una forma in ‘KO""(A x I, AT1R") Qg (A x I) ed abbiamo

0
dy = dyy +dt A 6—); =dy+dt\B".
Allora
=B —dy €6 (Ax,AR") N Z](AXT)

percid, per quanto osservato in precedenza, ¢ = 0 e quindi 8 = dy. E dunque
[7] = [B] = 0. La dimostrazione ¢ completa. O

Otteniamo quindi

Proposizione XX1.5.8. Sia A un aperto di R" e siano Iy, . . ., Iy intervalli aperti
di R. Allora, per ogni intero q > 0,
(21.5.11) HIMA X I x -+ x 1) = HI(A).
Dalla Proposizione e dall’Osservazione|XXI.5.7| otteniamo il
TeoreMA XXI1.5.9. Siano 11, ..., 1, intervalli aperti di R. Allora
(21.5.12) HIL %X 1,) = {f iZZ::

Se @ € Qy(I1 X -+ X I), allora a € %6‘(11 X --- X I,) se, e soltanto se,

(21.5.13) f a=0.
I X X1,

XXI.6. Il grado di un’applicazione propria di R” in sé

Siano A, B aperti di R" ed f : A — B un’applicazione propriéﬂ di classe €.
Poiché f ¢ propria, il pullback di una forma a supporto compatto in A ha supporto
compatto in B ed otteniamo quindi un’applicazione

f*:Q3(B) > Q4(A)
che commuta con in differenziale e definisce percio, per passaggio al quoziente,
un’applicazione
(21.6.1) [f*]: H{(B) - H{(A).

Identifichiamo il gruppo di coomologia H{j(R") con R mediante il quoziente
dell’applicazione

(21.6.2) ZIRY 30— | aeR
Rn

4 Un’applicazione continua ¢ : X — Y tra due spazi topologici X, Y si dice propria se 1'im-
magine inversa ¢! (K) di ogni compatto K di ¥ & un compatto di X. Cid equivale al fatto che f sia
continua, chiusa e che ¢~!(y) sia compatto in X per ogni punto y di Y.
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Se f ¢ un’applicazione propria differenziabile di R" in sé, la [ f*] definisce un’ap-
plicazione lineare di R in sé, quindi della forma ¢ — c-fconc € R.

Dermizione XXI1.6.1. Si dice grado di un’applicazione propria differenziabile
di R" in sé, e si indica con deg(f), il numero per cui risulta

(21.6.3) [f*llel = (deg(f) - [al, Y]a] € HyR").

TeorEMA XX1.6.2. Sia f : R" — R" un’applicazione differenziabile propria.
Se y € R" e un valore regolare di f, definiamo il grado di f in y come l’intero

(21.6.4) degy f= erffl(y)sign(det df(x)).
Allora

(21.6.5) deg,f = deg(f) € Z, VyeR"\CV(f),
(21.6.6) y ffa = deg(f) y a, VaeQHR").

DivosTrAzIONE. E sufficiente dimostrare che, dato un qualsiasi valore regolare
yo € R*\ CV(f), risulta

(21.6.7) fra = (deg, f)- f @, Vae QRM.
Rn R}l

L’insieme f~!(yp) & finito, perché & compatto e consiste di punti isolati. Sia f~!(yo) =
{x1,...,x¢}. Per il teorema dell’applicazione inversa, possiamo trovare un intorno
aperto connesso V di Y tale che f~'(V) sia unione disgiunta di aperti Uy,..., Uy,
conxj€ U;perj=1,...,kelarestrizione di f ad U, sia un diffeomorfismo di U;
su V. Fissiamo una forma ag € £j(V), con

fa():fa/o:l.
" 1%

B=a-(] @) a
Rn

Se @ € Q(R"), la forma

soddisfa
B=0,
Rﬂ

quindi, per il Teorema [XXI.5.9} ¢ @ = du per qualche u € QS‘I(R”). Abbiamo

quindi
[ ra=[ e[ [ ra
- [Larue([ o[ ra
y Rna/)-fnf*a/o.
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Bastera quindi dimostrare che

f’l frao = deg f.

Abbiamo
k
ffag=) . f [a
jl;” ZJ:I Uj
ko
= Zj_lmgn(detd f(x)) f a = deg,, /.
- Rl‘l
per le formule di cambiamento di variabile nell’integrale multiplo. O

Esemprio XX1.6.3. Per ogni intero positivo n ’applicazione f, : R3¢t = ' e R
¢ propria. Osserviamo che 1 ¢ un valore regolare di f;,, che viene assunto nel solo
punto 1 se n & dispari, nei punti =1 se 1 ¢ pari. Poiché % fu(®) = nt""1, il grado di
fx &1 sen e dispari, O se n € pari.

Piu in generale, si puo verificare che una f € (R, R) & propria se e soltanto
se limy— 100 f(f) = xoo. Il grado di f ¢ 0 se f ha segno costante al di fuori di un
intervallo limitato, 1 se ¢f(¢) ¢ positiva e —1 se #f(¢) & negativa fuori da un intervallo
limitato.

Esempio XXI.6.4. Per ogni intero positivo n, I’applicazione
fi:R2~Csz57"'€eC~R?

¢ propria ed 1 ¢ un suo valore regolare, immagine delle » radici n-esime dell’unita.
Si verifica facilmente che lo Jacobiano di f;, ha determinante positivo in tutti i punti
z # 0 e quindi il grado di f,,(z) = 7" e n.

Per il Teorema grande di Picard, una funzioni intera f € &'(C) & propria se e
soltanto se ¢ un polinomio di grado positivo. Se f € C[z], il grado dell’applicazione
7 — f(z) da esso definita ¢ uguale al suo grado come polinomio. Infatti i valori
regolari w di f sono quelli per cui I’equazione f(z) = w ha un numero di radici
distinte uguale al grado di f e in ciascuna di esse il determinante dello Jacobiano

della corrispondente applicazione in R? & positivo.
Esempio XXI.6.5. Calcoliamo il grado dell’applicazione f : C3z — 2> =7 €

C. Si verifica facilmente che f ¢ propria e che O ¢ un valore regolare di f. Abbiamo
71O =10, £1, =i}
1l differenziale di f & df = 3z°dz — dZ. Abbiamo, in forma matriciale

df(0)=((1) _01), df(ﬂ):(é 2) df(ti)=(_02 _04)-

Il grado ¢ quindi (=1) + 1+ 1 + 1 + 1 = 3. Osserviamo che df(z) ha determinante
positivo se z ¢ sufficientemente grande. Come conseguenza, esiste una costante
¢ > O tale che f “T(w) contenga esattamente tre elementi se |[w| > c.
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XXI.7. Orientazione e sottovarieta di R”.

Sia M una varieta differenziabile di classe €%, con k > 1. Un atlante <7 di
classe €’ si dice orientato se i determinanti degli jacobiani delle sue funzioni di
transizione sono positivi. Diremo che due atlanti orientati <7 ed .25 sono compati-
bili se la loro unione ¢ ancora un atlante orientato. Una varieta differenziabile che
ammetta un atlante orientato si dice orientabile. La relazione di compatibilita &
allora una relazione di equivalenza tra gli atlanti orientati su M che ne definiscono
la struttura differenziabile. Se M € connessa e orientabile, ci sono esattamente due
classi di equivalenza di atlanti orientati su M. La scelta di una delle due classi &
una orientazione della varieta M. Nel caso di una varieta non connessa, un’orien-
tazione di M sara la scelta di una particolare orientazione su ciascuna delle sue
componenti connesse.

OsservazioNE XXI.7.1. Non tutte le varieta sono orientabili. Ad esempio gli
spazi proiettivi reali RP" sono orientabili se n & dispari, ma non se n & pari.

Consideriamo ora in particolare I’orientabilita di sottovarieta di R"”. Ricor-
diamo che una sottovarieta localmente chiusa di R”, di classe €% (k > 1) e di
dimensione m, ¢ un sottoinsieme S di R” tale che, per ogni punto p € §, si possano
trovare un intorno aperto U di p in R” ed n — m funzioni di classe €*

fi:U->R, i=m+1,..,n
tali che

SNU={xelUlfix)=0i=m+1,..,n}
(21.7.1)
dfpms1(X) A . Adfy(x) #0, YxeU.

Una carta locale su S ¢ una parametrizzazione
(21.7.2) R” > B¥eo L, 5 cR”

di classe €, cioe un’applicazione differenziabile di classe ¢, definita su un aperto
B di R™, a valori in R", non singolare, cio¢ con Jacobiano di rango massimo m
in ogni punto di B, e la cui immagine r(B) sia contenuta in S. L’esistenza di un
atlante ottenuto mediante parametrizzazioni ¢ assicurata dal teorema delle funzioni

implicite.
La scelta delle funzioni f;;+1, ..., f, determina un’orientazione su S N U : una
parametrizzazione (21.7.2)) con r(B) € § N U sara una carta ammissibile se
or or
det (me+1(l'), cees an(l'), a—yl, ceey ay_m) > 0.

Torniamo al caso generale. Sia M una varieta di classe €% con k > 1 e sia D

un aperto di M. E allora possibile definire un’applicazione continua f : M —
R che assuma valori negativi su D e positivi su M \ D. Infatti M ¢ uno spazio
topologico regolare e a base numerabile e dunque metrizzabile. Se d ¢ una distanza
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che definisce la topologia di M, e bD ¢ la frontiera di D, bastera porre

—d(x,bD) se xe€D
fx) = {
d(x,bD) se xe M —-D.

Diciamo che D & regolare di classe €* se & possibile scegliere una tale funzione
f in modo che sia di classe €* in un intorno U di bD in M e non abbia punti
critici su bD; diciamo allora che la f definisce D. Se M ¢ orientata, possiamo
definire sulla frontiera di un suo aperto D di classe 4% una struttura di varieta
orientata di dimensione n — 1. Se f ¢ una funzione che definisce D, costruiamo un
atlante orientato su D nel modo seguente: ogni punto p di D ammette un intorno
coordinato (U, ¢), compatibile con I’orientazione di M, della forma

¢ = (f-¢% ... d").
Considereremo allora la
(bD N U, (¢>, ..., ™M)

come una carta dell’atlante che definisce I’orientazione di bD. La frontiera di D,
pensata come varieta orientata nel modo che abbiamo precisato, si indica con dD e
sidice il bordo o la frontiera orientata di D.

Questa nozione ¢ molto importante per la teoria dell’integrazione delle forme
differenziali.

XXI.8. Integrazione sulle sottovarieta e formule di Stokes

In questo paragrafo, dati un aperto A di R” e due interi non negativi 4, g, indi-
cheremo con Q#M(A) lo spazio €A, A9R") delle forme differenziali alternate di
grado g, con coefficienti differenziabili di classe €” in A.

Sia A un dominio di R”. Una n-forma continua € Q»®(A) si scrive nella
forma

.....

.....

f n= f nl...ndx-
D D

Siano B un aperto di RY, A un aperto di R"” ed r € €!(B, A) un’inclusione
differenziabile. La r(B) ¢ una sottovarieta parametrica di A C R" di dimensione
g. Se n € Q+O(A), il suo pull-back r*n & una g-forma continua su B. Se D & un
dominio misurabile di B, e supp(r*n) N D un compatto contenuto in B, possiamo
integrare su D la forma r*n, e porre:

[, fen
(D) D

La formula di cambiamento di variabili negli integrali multipli ci dice che un cam-
biamento di parametrizzazione di r(D) che non ne cambi ’orientazione, ottenuto
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cioe mediante un diffeomorfismo

o i
z:B— B traaperti B',BCR? con det(—z.

>0
ay’ )1si, i<q

non cambia il valore dell’integrale :

6055W=Lfﬁn
z2(D) D

Possiamo quindi integrare una g-forma su sottoinsiemi compatti di sottovarieta
orientate di dimensione ¢, usando 1’additivita dell’integrale e riducendoci, per
partizione dell’unita, a considerare soltanto il caso di varieta parametriche (carte
locali).

Riconsideriamo ora il concetto di bordo di un dominio di R"”. Supponiamo che
D sia un aperto relativamente compatto di R". Sia d la distanza euclidea in R" e
consideriamo la funzione continua f : R” — R negativa in D e positiva su R"” — D:

—d(x,bD) se xeD
fx) = { ]
d(x,bD) se xeR'-D.

Allora bD ¢ di classe ¥ con k > 1 in un punto p € bD se soltato se la funzione f
cosi definita & di classe ¥ in un intorno di pe Vf(p) # 0.

Se bD & di classe €* in un punto p, per il teorema delle funzioni implicite
potremo trovare un intorno U di p in R” tale che bD N U sia una sottovarieta chiusa
di classe €* e di dimensione n — 1 dell’aperto U. L orientazione di dD & definita
dalle rappresentazioni parametriche

r:VcR"!' 5 U
conr(V) =bD N U’ C U che soddisfano la condizione:
or or
w, ves (‘)yﬁ

Se la frontiera di un un aperto relativamente compatto D ¢ differenziabile in tut-
ti 1 punti, indichiamo con dD la sua frontiera come sottovarieta differenziabile
orientata di dimensione n — 1, con I’ orientazione definita nel modo precisato sopra.

det|Vf(r), > 0.

TeorEMA XX1.8.1 (Formula di Green). Sia D un aperto relativamente compat-
to con frontiera differenziabile e sia n € Q’f‘l(A) una forma differenziale definita
in un intorno aperto A di D. Allora

(21.8.1) f nzfdn.
oD D

DIMOSTRAZIONE. Sia A un intorno aperto di D ed {U;} un ricoprimento aperto di
A. Fissiamo una partizione dell’unita {y;} di classe ¥, subordinata ad {U;}. Sen €
Q’ll‘l (A), per I’additivita dell’integrale e del differenziale, ¢ sufficiente dimostrare
la (21.8.1) per ciascuna delle forme n; = y; - 1.

Bastera quindi dimostrare che, per ogni punto xo € A, esiste un intorno aperto
U,, di xo in A tale che la (Z1.8.1) sia verificata se 17 ha supporto contenuto in Uy,.
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Se n ha supporto compatto contenuto in D, entrambi i termini della 21.8.1)
sono nulli. In questo caso infatti il secondo membro & un integrale su un com-
patto [-R,R]" D D. Per il teorema di Fubini, la verifica della formula si riduce
all’integrazione per parti per funzioni di una variabile reale.

Sia xp € dD. Per il teorema delle funzioni implicite, esiste un intorno U di x
in cui sono definite coordinate y = y(x) con

U={y|<1|1<h<n},
DNU = {-1<y' <0, P <1per2<h<n).

Se 1 ha supporto contenuto in U, Abbiamo allora

f dn = f ¥ (dn).
D y-L(DNU)
Scriviamo

. _
n= ), D' mdy A Ayt A dy, con € 6RO (V).
Allora

877/1 1 n
dn = Zhlah AN

e quindi
[fan= | an={ yan= [ a
D DNU y~1(DNU) y-{(DNU)
0
=ff dyzdyf 771d1
[— ll]n 1 ay
+ ---dy"
thf fv[[.ll]"lay
sz m.y, ...y dy’ ---dy”=f 1.
=L oD
perché

Com 1 g 2 ,
fla_yldy =n,(0,y%,...,y"), f d’—O per 2<h<n.

O

Sia ora S una sottovarieta differenziabile orientata di dimensione ¢ e di classe
€*, con k > 1, di un aperto A di R”. Cid significa che, per ogni punto p € S,
possiamo trovare un intorno U, di p ed n — g funzioni differenziabili f; per i =
g+ 1,...,n definite in U, e tali che :

SNUp={xeUplfix) =0, Vi=g+1,....,n},

dfy1 () A . Adfy(x) #0, YxeSNU,.
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e inoltre I’orientazione di S € definita dall’atlante in cui sono carte ammissibili in
S N U, le parametrizzazioni :

r:VcRI>SNU,CR

per cui

det(quH(r),...,an(r), or 5r)>0.

a—yl, ceey a—yq
Dato un aperto relativamente compatto D di S, diremo che la sua frontiera ¢ di
classe €* se possiamo trovare una funzione ¢ di classe €* con:

D ={x € S|p(x) < 0}

dp(x) Ndfge1(xX) A ... Adfy(x) #0 Yx €bD,

dove bD ¢ la frontiera di D in S e le fy41,..., f, definiscono I’orientazione di S
in un intorno x. Su bD consideriamo allora I’orientazione definita dalle funzioni
Jq+15 s Ju, @. La sottovarieta bD, con questa orientazione, si dice il bordo di D e
si indica con dD. Otteniamo allora, per la definizione di integrale di una g-forma
su una sottovarieta orientata g-dimensionale e la formula di Green:

TeoreMa XXI1.8.2 (Formula di Stokes). Sia D un dominio relativamente com-
patto con frontiera di classe €k (k > 1) di una sottovarieta orientata S di di-
mensione q di R" (con g > 1). Sian € .Q‘ll_l(U) per un intorno U di D in R".

Allora:
[l
D D

OsservazioNE XXI1.8.3. Le formule di Green e di Stokes si estendono al caso
in cui la frontiera dell’aperto relativamente compatto D sia di classe ' a tratti,
cio¢ D si possa ottenere mediante unioni e intersezioni finite di aperti con frontiera
regolare di classe €’!. In questo caso dD risulta un’unione finita di sottoinsiemi
chiusi di sottovarieta orientate, due a due senza punti interni comuni e I’integrale
sulla frontiera deve intendersi come la somma finita degli integrali effettuati su
ciascuno di tali sottoinsiemi.

OsservazioNE XX1.8.4. Concludiamo con alcune osservazioni che collegano le
formule di Green-Stokes al lemma di Poincaré-Volterra. Sia A un aperto di R" e
sian € QZ(A), (k,g = 1) con

dn =0 in A.
Una tale forma si dice chiusa. Allora:

(i) L'integrale della n su sottovarieta compatte di A di dimensione ¢ ¢ invariante

per omotopia e la sua definizione si pu0 estendere fino a definire applicazioni :

n(S9,A) > R, (D1, S A) 5 R.

Cio dipende dal fatto che le applicazioni continue S™ — A si possono approssimare
mediante applicazioni di classe € e queste, per il lemma di Sard, hanno luogo di
valori critici di misura g-dimensionale nulla.
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(i1) Condizione necessaria e sufficiente affinché si possa trovare una forma u €
q—1
Q,,(A) tale che ‘
du=nin A
(in questo caso diciamo che 1 & esatta in A) ¢ che I’integrale di 1 su ogni sottova-
rieta compatta orientata di dimensione ¢ di A sia O.

Osservazione XXI.8.5. Sia A = R? — {0}. Consideriamo su A la forma chiusa
dy — yd
xX‘+y

Essa non ¢ esatta in quanto il suo integrale su una qualsiasi circonferenza
[0,27] 3t — '(Rcost,Rsint) € A

(R > 0) ¢ uguale a 2. L’integrale della forma d6 su un laccetto in A, diviso per
27 si dice I’ indice del laccetto rispetto a O e I’annullarsi dell’indice del laccetto &
condizione necessaria e sufficiente affinché esso sia omotopo al laccetto costante.
Intuitivamente I’indice rispetto a O di un laccetto in A misura quante volte esso si
avvolge intorno all’origine. In generale, dato un laccetto in R?, & possibile definire
I’indice del laccetto rispetto a qualsiasi punto di R? che non appartenga al laccetto,
considerando le forme:

(x — x0)dy — (y — yo)dx
(x = x0)2 +(y—y0)?
Nel caso di laccetti semplici, I’indice rispetto al laccetto di ciascun punto che non
sia nel suo supporto puo assumere solo due valori tra i numeri 0,1, —1. I punti
in cui I’indice & diverso da 0 formano un aperto limitato che ha il laccetto come
frontiera (Teorema di Jordan).
L’indice rispetto a O della frontiera orientata di un dominio regolare connesso
e semplicemente connesso che contenga 0 come suo punto interno ¢ 1, mentre la
somma degli indici dei laccetti che compongono la frontiera di un dominio regolare
che non contenga 0 nella sua chiusura ¢ uguale a 0.






CAPITOLO XXII

Calcolo differenziale sulle varieta

XXII.1. Fibrato cotangente e tensori

Dermnizione XXII.1.1. Sia M una varieta differenziabile. Il fibrato duale 7*M
del suo fibrato tangente TM si dice il suo fibrato cotangente ed i suoi elementi
vettori cotangenti o covettori di M.

Se f € €*(M), per ogni p € M I'applicazione 7, > v — v(f) € R & un
funzionale lineare su 7, M ed ¢ dunque un elemento di 7, M. Associamo in questo
modo ad ogni f € €*(M) una sezione differenziabile c?f del fibrato T*M, con

df ) = (v, df(x(), YveTM.
Nel seguito scriveremo per semplicita d f invece di ZZ? , identificando il differenziale

di una funzione reale alla corrispondente sezione del fibrato cotangente.

Indichiamo con X*(M) il € (M)-modulo I'(M, T* M) delle sezioni differenzia-
bili del fibrato 7*M.
Abbiamo un accoppiamento di dualita

(22.1.1) X(M) X X" (M) > (X,8) - (X, &) e €°(M),
definito da
(X, &)(p) = [X(O)(p) = {p(Xp) perognip € M.

Dermizione XXII.1.2. Indichiamo con .7 (T M) la potenza tensoriale r-covariante
ed s-controvariante di 7M. Essa ¢ un fibrato vettoriale con fibra [T, M ]®r®[T;M 18",
Indichiamo poi con T**(M) lo spazio delle sue sezioni, che si dicono tensori
r-covarianti ed s-controvarianti.

Per estensione dell’accoppiamento (22.1.1)), possiamo far corrispondere ad una
sezione T € I'(M, 7 "5(T M)) un’applicazione :

(22.1.2) T ¥X¥M)®-- - X (M)@XM)®---® X(M) — €= (M)

r volte s volte

Si verifica senza difficolta il seguente criterio :

Proposizione XXII.1.3. Condizione necessaria e sufficiente affinché un’appli-
cazione R-multilineare (22.1.2) sia associata ad un tensore ¢ che sia €*(M)-
multilineare.
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XXII.2. Forme differenziali su una varieta

Indichiamo con ©4(M) lo spazio dei tensori alternati g-controvarianti su M.
Per la Proposizione [XXII.1.3|abbiamo il seguente criterio

Proposizione XXII.2.1. Sia M una varieta differenziabile. Un’applicazione
R-multilineare
7:(XWM)! — (M)

definisce un elemento di Q291(M) se e soltanto se verifica le due condizioni:

(22.2.1) (X1, X2,...,X)) =0 se X,Xp,....,X, € X(M) ed
A <i<j<h con X;=X;
(22.2.2) (X1, X2,.... X)) = f-1(X1,..., X)),
VXi,....X, € X(M), Vf € €7(M).

La condizione (22.2.1) ¢ equivalente a ciascuna delle

(22.2.3) T(X1,..., X)) =0 seXj,....,X, € X(M)
sono R-linearmente dipendenti,
(22.2.4) TXoys oo Xo,) = 8(0)T(X1, ..., Xy),
VXi,...,.X, € X(M), Voe &,

Dalle (22.2.1) ed (22.2.2)) segue che
(22.2.5) T(X1,....X)(p) =0 seXi,....X, € X(M),peM
ed X Lo qu sono R-linearmente dipendenti in 7, M.

Dermnizione XXI1.2.2. Gli elementi di 29(M) si chiamamo forme alternate di
grado g, o g-forme alternate.

Dermnizione XXI1.2.3. 1l differenziale della g-forma alternata 7 € Q1(M) ¢ la
(g + 1)-forma alternata dr € Q9+'(M) definita da

q
dr(Xo. X1, X) = Y (D X{t(Kor. ... Ker. . X))
i=0
(22.2.6) O DX X X K KX

0<i<j<q

VX0, X1,...,X, € X(M).

Verifichiamo che la definisce una (¢ + 1)-forma alternata. Se, per
due indici 0 < r < s < g, ¢ X, = X; = Y, si verifica facilmente che cia-
scuna delle due somme a secondo membro di (22.2.6) si annulla. Per dimostra-
re la € (M)-multilinearita, ¢ allora sufficiente verificare che dr verifica anche

la (22.2.2). Abbiamo
[f X0, Xi] = f[Xo, Xi] = (Xif)Xo.
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Quindi
h . —_
dr(fXoX1s - X) = f ) (=D X)T(Xo, -, Xy, X)]
i=0
h . —_
+ D X)X, X X))
i=1
F DL DX X1 X X X X)
0<i<j<h
h . —_—
= D DXy Ko, X X))
i=1
= fdr(Xo, X1, .., Xn),
Vfe® (M), YXo,X1,..., X, € X(M).
Se x!, ..., X" sono coordinate locali, &

0 0
Sy :0
[ax’ axf]

Quindi la definizione (22.2.6) coincide, nel caso in cui M sia un aperto di uno spa-
zio Euclideo, con quella data in del Capitolo Poiché, per calcolare
il differenziale di una g-forma alternata 7 nell’intorno di un punto p € M possia-
mo utilizzare nella (22.2.6) campi di vettori definiti soltanto in un intorno di p,
otteniamo in particolare il

TeorEMA XXI1.2.4. Se M e una varieta differenziabile di dimensione m, il
differenziale definisce un complesso di operatori differenziali del prim’ordine :

_ Q0 L> 1
(22.2.7) 0 M) QM)

oy 4 omy —— 0.
E Q"(M) = €*(M) e, per ogni aperto connesso U di M, le funzioni f €
E°U) condf =0 su U sono costanti su U.
Ogni punto p € M ha un sistema fondamentale di intorni aperti U tali che, se
1 <g<mete QU) soddisfa dt = 0 in U, allora esiste una n € Q9-'(U) tale
chedn=rtinU.

DimostraziONE. Il Teorema segue dal teorema analogo (Lemma di Poincaré-
Volterra) dimostrato per le forme differenziali definite sugli aperti degli spazi Eu-
clidei. O

DEermizione XXI1.2.5. Poniamo
FIM)={f € QIM)|df =0} (spazio delle g-forme chiuse su M),
BIUM) ={df | f € QM) (spazio delle g-forme esatte su M),
HI(M) = Z9(M)] BI(M) (g-esimo gruppo di coomologia
di de Rham di M).
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XXIL.3. Il lemma di Poincaré-Volterra sugli intorni contrattili

Sia M una varieta differenziabile di dimensione m. Un aperto U di M si dice
contrattile se esiste un’omotopia ® € € (Ux[0, 1], U, di un’applicazione costante
con ’identita.

Abbiamo :

TeoreEMAa XXII.3.1 (Poincaré-Volterra). Se U e un aperto contrattile di M,
allora
HY(U) ={0} perogniqg=>1.

DimosTRAZIONE. Sia @ € €°(U x [0, 1], U) con
Fo(p)=poe U, Fi(p)=p, Ypel.
Sia @ € 24(U) una forma chiusa e poniamo
Q" () = ag + dt A ay,
con ag € I(U x [0, 1], AIT*M), a; € T(U x [0, 1], A?'T*M). Allora

P
d(D*(@)) = O*(da) = 0 = (dyap = 0, % = dyar),

dove abbiamo indicato con d) la restrizione del differenziale su U X [0, 1] ai vettori
orizzontali, cioé a ker dt. Definiamo :

B@) = fo ay(s)ds.

Otteniamo allora, per differenziazione sotto il segno di integrale,

! 3 aao
duB(®) = | duai(s)ds = a—(s)ds = ap(1),
0 o Ot
perché ap(0) = 0. Con u = 8(1) € Q9-1(U), otteniamo du = ap(1) = ain U. O

XXII.4. Derivata di Lie di un tensore
Un diffeomorfismo ¢ € € (M, N) definisce isomorfismi :
W M3 f - fy=foy™ €C7WN)
Yot X(M) 3 X - XV = y.(X) € X(N)
ove Y.(X)(q) = dp(Xy-1;)) YgEN
W H  ¥M)sé— £y EX(N) ove &XY)=&X) VX eX(M).
Questi isomorfismi si estendono agli isomorfismi degli spazi tensoriali :
TSM)>t— 1 e T™N),
definiti da:
E L E L XY XD =L XX
Vel & e XXM, VX1,..., X, € X(M).
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Sia X € X(M) e ®x = Dx(¢) il corrispondente gruppo locale a un parametro di
diffeomorfismi di M.

Per ogni aperto U relativamente compatto in M esiste un € > 0 tale che, per
ogni t € (—¢, €), Px(p, t) sia definita per ogni p € U. Quindi, per ogni 7 € .7 "*(M),
utilizzando il diffeomorfismo

x(1)"'(U) 3 p = Ox(p,1) € U,
possiamo definire Tx(f) = 7Y € Z5(U). Otteniamo pertanto un nuovo tensore
Lx(t) € (M), ponendo :
dr X(l‘)
dt li=o

(22.4.1) Lx(t) = -

DeriNnizioNne XXI1.4.1. 11 tensore Lx(7) € la derivata di Lie del tensore T
rispetto al campo di vettori X.

Proposizione XXI1.4.2. Se X, Y € X(M), allora Lx(Y) = [X, Y].

DiMOSTRAZIONE. In una carta coordinata (U, x) siano X = Y, a'd/0x', Y; =
3 b'9/0x". 11 gruppo locale a un parametro d(¢) & allora definito dalle equazioni :

Oi(x, 1) = d(D(x,0) i=1,...,m.

Scriviamo ¥(x, t) per I'inversa della ®(#). Abbiamo cioe ®(¥(x, t), ) = x per ogni
t e x nel dominio di definizione. Abbiamo allora:

Y(r) = Z b ((x, ))(OD’ |0x) (P (x, 1))(D]Dx7).
i,j=1
Otteniamo quindi:
Y@ i - Ob' 9¥" oD/ " P IP* +62cDJ 3
dr £ oxh or o' Oxioxk ot Oxidr||dxi

ij=1
Da ¥(®(x, 1), t) = x, abbiamo:
oPh & 0P ok

+ =0.
k
ot — oxk ot
Poiché 0®/dx e ¥ /dx sono entrambi I’identita per ¢ = 0, abbiamo :
m i h j m j

o o oront| S b7

L4 ox" Or O Oxh

i,j,h=1 =0 =
Per 1 = 0 & 3*®7/0x'dx* = 0, mentre °®7/dx'dt = da’ /dx' ed otteniamo quindi la
formula desiderata. O

Si verifica facilmente che :

Proposizione XXI1.4.3. Se f € T09(M) = €*(M), allora Lx f = Xf per ogni
X € X(M).
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Dermnizione XXI11.4.4. Dati numeri positivi &, k, r, scon h < r, k < s, definiamo
sui tensori 1’operazione di contrazione degli indici (h, k) :
h . s r—1,s—1
C - TM) — T (M)

nel modo seguente : siano X1, ..., X,, € X(M) campi di vettori che definiscono un
sistema di riferimento su un aperto U di M, tali cio¢ che Xi(p),...,X,,(p) € T,M
sia una base di T, M per ogni p € U. Definiamo il sistema di riferimento duale
£ M e ¥(U) mediante (X;, &) (p) = 63. (delta di Kronecker) per ogni p € U.
Allora, su U, poniamo :

A@@ .Y, L Y

m

= ZT(UI,- . ,Uk_l’é:],nk,- . -Ur_l’ Yla ceey Yh—l’Xj’ Y/’l" .. Ys—l)
j=1 k h

V' € X*(M), Y; € X(M).

Si verifica che la contrazione ¢ ben defininta, che cioe non dipende dalla scelta
del sistema di riferimento su U.
Abbiamo :

ProposizioNe XX11.4.5. La derivata di Lie commuta con le contrazioni.

Utilizzando questa proposizione possiamo calcolare la derivata di Lie dei di-
versi tensori a partire dalla definizione della derivata di Lie dei campi di vettori.
Ad esempio, se & € Q' (M), abbiamo :

(22.4.2) Lx(@)(Y) = X(a(Y)) — a([X,Y]) VX,Y € X(M)
e, piu in generale :
ProposizioNe XXI1.4.6. Se X € X(M) e a € Q"(M), allora :
Lyx(@)(Xi,...,Xp) = X(a(Xy,...,Xp))

h
(22.4.3) + DX X X X X
i=1

vXi,...,X, € %(M)

Dermizione XXI1.4.7. Dato un campo di vettori X € X(M), definiamo il pro-
dotto interno rispetto ad X € X(M) mediante :

ix 1 T (M) 3 1 > ix(t) € T™H(M)
x(OE, . L ELX LX) =T(E L ELX X X 1)
Vel e e X (M), VX, ..., X1 € X(M)
quando s > 1. Porremo 1x(7) = 0 per ogni tensore O-controvariante.
TeorEMA XXI1.4.8. Valgono le formule :
(22.4.4) Lx(a@) = dxa) + ix(da) VX € X(M), Ya € Q'(X),
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[Lx,1y](7) = Lx(1y(7)) — 1y(Lx(7))

(22.4.5) = 1y (7) VX,Y € X(M), T € T (M).

XXII.5. Distribuzioni vettoriali e teorema di Frobenius
Sia M una varieta differenziabile di dimensione m.

Dermnizione XXI1.5.1. Una distribuzione vettoriale generalizzata su M ¢ un
sotto-€*(M)-modulo B di X(M).

Cio singifica che

fX+gYe®B, perogniX,YeDBeperognif,ge b (M).
Per ogni p € M poniamo
B, ={X,|XeB}CT,M.

La dimensione di 8, come spazio vettoriale reale, ¢ il rango di B in p.

Dermizione XXII.5.2. Una distribuzione vettoriale generalizzata B di rango
costante si dice una distribuzione vettoriale.

In questo caso, gli elementi di B sono le sezioni di un sottofibrato vettoriale

Ep = (W N M) del fibrato tangente e, viceversa, se & = (W N M) € un sottofi-
brato vettoriale del fibrato tangente, lo spazio B = I'(M, W) delle sue sezioni ¢ una
distribuzione vettoriale su M.

Sia Q*(M) = P,_, @"(M) I'algebra delle forme differenziali alternate su M.
Indichiamo con Q" (M) = lel Q"(M) I'ideale delle forme di grado positivo, che
non contengono cio¢ componenti di grado 0.

Associamo alla distribuzione vettoriale B il sistema differenziale :

Sy ={a € Q" (M)|aly = 0).
Osserviamo che £y ¢ un sotto-¢*(M)-modulo graduato ed un ideale di Q*(M),
e che, come ideale, ¢ generato dai suoi elementi di grado uno.

Dermnizione XXI1.5.3. Chiamiamo sistema differenziale su M un qualsiasi idea-
le .# di Q*(M) contenuto in Q7 (M).

Ad un sistema differenziale .# associamo la sua distribuzione caratteristica
(22.5.1) By ={XeXM)|i1x(¥)c .7}

La relazione tra sistemi differenziali e distribuzioni vettoriali € descritta dal
seguente:

Lemma XXI1.5.4. Sia B una distribuzione vettoriale ed Yy il sistema differen-
ziale ad essa associato. Allora B ¢é la distribuzione caratteristica di Sy.

Se .Z ¢ un sistema differenziale e B y la sua distribuzione caratteristica, ab-
biamo l'inclusione

(22.5.2) g C fmj.
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Esempio XXIL.5.5. Sia . il sistema differenziale Q(R") A (dx' + dx*> Adx?) in
R™, conm > 3. Allora ¥ » = ‘K‘X’(R’")[ ed Sy, ¢ 'ideale di Q*(M)

generato da dx', dx?, dx>.

a)ﬁt’~~~7 axm:l

Dermizione XXI1.5.6. Sia ¥ una distribuzione vettoriale su M.

Una sottovarieta N di M si dice una sottovarieta integrale di 8 se T,N C B,
perogni p € N.

Una distribuzione vettoriale B si dice totalmente integrabile se per ogni punto
P € M esiste una sottovarieta integrale N di 8 conp e Ne T,N = 3.

Diciamo che B ¢ formalmente integrabile se

(22.5.3) [B,B]cY.
Abbiamo il

Teorema XXIL.5.7 (Frobenius). Sia B una distribuzione vettoriale di rango
costante k. Sono allora equivalenti:

@) B e totalmente integrabile;
(i) B e formalmente integrabile;

(iii) dfq; - fm
DimvMosTRAZIONE. (ii)) = (i).  Sia p € M. Poiché 8, ha rango k, possiamo
fissare k campi vettoriali X1, ..., X; € B con X, ..., X, linearmente indipendenti
in T, M. Possiamo allora trovare una carta locale (U, x) per cui:
X; = Z f(x)— con al(0)=6/ per 1<i<k 1<j<m.
Consideriamo la matrice k X k
ajn(x) ap(x) - ap(x)
azi(x) axn(x) - ax(x)
Alx) =] . )
a1 (x) agp(x) -0 ag(x)

Poiché A(0) = I, a meno di restringere ’intorno U di p, possiamo supporre che
A(x) sia invertibile in U. Sia B(x) = (bi.(x)) la sua inversa. Allora i campi di vettori

m

)
Y, = Zb](x)X _—+ Z c?(x)@ (i=1,....k

J=k+1
generano B, in ogni punto g € U. La condizione (ii) implica che
[Y;, Yj]q € <Y1q, ey qu> per ogni geU.
Poiché i campi di vettori
0 0
Oxk+177777 gxm
definiscono una base di 7,M in ogni punto g € U, ed

oo {2
Ox q x|,

Yi,.... Y,
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otteniamo che [¥;, Y;] = 0in U perogni 1 < i, j < k.
Dimostriamo ora il seguente

Lemma XXI1.5.8. Siano Yy, ..., Yy campi di vettori definiti e linearmente indi-
pendenti in tutti i punti di un intorno aperto U di p € M. Se [Y;,Y;] = 0in U per
ogni 1 < i< j <k, allora esite una carta locale (U’,y) con p € U’ C U per cui

0
Yi=—inU peri=1,...,k
0y

DimosTtrAzZIONE. Possiamo supporre che (U, x) sia una carta locale in p. Ragio-
niamo per induzione su k.

0
Sia k = 1. Possiamo supporre che Yy, = [;] . 1l campo di vettori Y
X
P

definisce un gruppo locale a un parametro di diffeomorismi x(U) x R > U >

(x,1) = D(x,1) € R™, ove U € un intorno di x(U) X {0} in x(U) x R. Abbiamo

D! (x, 1 o . o
A G = 1 per x = 0, t = 0 e quindi, per il teorema delle funzioni implicite,

ot
x = @0, y2, .. ,y’";yl) definisce coordinate in un intorno U’ di p in U, per cui
0
Y| = —.
oy!

Sia ora k > 1 e supponiamo che il lemma valga per un numero inferiore di
campi di vettori linearmente indipendenti che commutano tra loro. Per la prima
parte della dimostrazione, possiamo fissare coordinate locali (U, x) tali che:

Y——(9 Y; = maj(x)i er2< i<k
P ax ’_;:1‘1' 5 Per2sis<k
Poiché .
" dal(x) §
. — ] .
[Yl,Yz]—jE:l o per2 < j<k,

la condizione [Y1, ¥;] = O implica che i coefficienti alj sono indipendenti da x!in
un intorno {—€ < x' < €} c x(U).

0
Poniamo Z; = " aj(x)m per 2 < j < k. Allora [Z;,Z;] = O per 2 <
X

j=2 4
i, j < k. Per I’ipotesi induttiva, possiamo trovare un cambiamento delle coordinate
x%, ..., x™ per cui risulti Z i = 5 per 2 < j < k. Otteniamo percid nelle nuove
X
coordinate x',..., x":
0 0 | 0
Yi=—, Yi=—+a,(x)— per 2<i<k.
oxl” 1T ga T P

Da [Y;,Y;] = Oper ogni 1 < i, j < k otteniamo allora che le al.1 sono indipendenti
da x' e da) /0x/ = 6a}. /0x' per 2 < i, j < k. Possiamo quindi trovare una funzione
¢, indipendente da x', tale che a] = d¢/dx per 2 < i < k. Nelle nuove variabili :

{yl =x!+ (2%, ..., x™

yi=xf per2<i<m
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0
abbiamo ¥; = — per 1 <i<k. O
ay!
Completiamo ora la dimostrazione dell’implicazione (ii)) = (i). Fissata una
carta locale (U’,y) con centro in p per cui ¥; = e la
y

N=(M=0,...,y" =0}

¢ una sottovarieta di M, contenuta in U’, contenente p e tale che T,N = B, per
ogni g € N.

(i) = (iii) Se a € Q'(M) si annulla su tutti i campi di 8, abbiamo:

(x)  daX,Y)=X()-Y(X)-[X,Y])=0 VX, Y €D

perché a(Y) = 0, a(X) = 0 ed anche a([X, Y]) = 0 perché [X, Y] € V. Siragiona in
modo analogo per forme di grado maggiore di uno.

(ili) = (ii) Abbiamo B = {X € ¥(M)|a(X) = 0, Ya € Hy N X*(M)}.
L’implicazione ¢ allora una facile conseguenza della ().

(i) = (i) Segue dal fatto che il commutatore di due campi di vettori tangenti
a una sottovarieta N in tutti i suoi punti & ancora tangente alla sottovarieta N in tutti
i suoi punti. O

Osserviamo infine che vale la:

Proprosizione XXI1.5.9. Se .7 ¢ un sistema differenziale in M e d.9 C 7,
allora B 4 e formalmente integrabile.

DmMosTRAZIONE. Se X € B s ed o € ., allora:
Lx(a) = d(ix(@)) + ix(da) € ¥

per I'ipotesi che da € d.# c .#. Poiché la derivata di Lie commuta con la
contrazione, abbiamo, per X,Y €e By eda € 7 :

x (@) = tryv)(@) = Lx(ty(@)) — 1y(Lx(@)) € .
Questo vale per ogni @ € .# e quindi anche [X, Y] € 8 4. O



CAPITOLO XXIII

La coomologia di de Rham sulle varieta

XXIII.1. Definizioni prinicipali

Dermizione XXIII.1.1. I complessi di spazi vettoriali ed operatori differenziali

Q0 d 1 d 200 — ..
23.1.1) 0-Q"M) —— QM) —— Q°(M)

o QM) — s QUMY — QI (M) o -

0 d 1 d 2 ..
(23.1.2) 0 QM) —— QM) —— QM) —

_ d d
s QTN M) —— QM) —— M) > -
si dicono il complesso di de Rham ed il complesso di de Rham pei supporti com-
patti, rispettivamente. Poniamo

(23.1.3)  ZI9M)={a e QM) |da =0}, (cicli)

(23.1.4)  BUM) = {da | a € Q" (M)}, (bordi)

(23.1.5) ZAM) = {a e QUM) | da = 0}, (cicli a supporto compatto)
(23.1.6) ZIM)={da|ac QZ_I(M)}, (bordi a supporto compatto).
I quozienti

(23.1.7) HI(M) = Z9M)|B1(M),

(23.1.8) H{(M) = Z(M)/ By(M)

si dicono, rispettivamente, il g-esimo gruppo di coomologia di de Rham e il g-
esimo gruppo di coomologia di de Rham a supporti compatti.

ProposizioNne XXIII.1.2. Sia M una varieta differenziabile di dimensione m e
poniamo

(23.1.9) H* (M) = @;":OHq(M), H(M) = @Z:OHZ(M).

1l prodotto esterno nell’algebra di Grassmann Q*(M) definisce per passaggio al
quoziente una struttura di algebra di Grassmann su H*(M) ed H:(M).

DimosTRAZIONE. Basta osservare che
do)AB=danpB), NaeQ (M), BeZ2M).

Quindi
FNM)ANZFPM) Cc F1H2(M) e

371
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BU(M) N ZLP2(M) + LT (M) N B2(M) C BN2(M). O

Se a € ZN(M), B € Z? ed [a], [B] sono le classi di coomologia da esse
definite, poniamo

[a] A[B] = [a A B

XXIIIL.2. Invarianza omotopica

Siano M, N varieta differenziabili ed f € ¢ *(M, N) un’applicazione diffe-
renziabile. Si verifica facilmente che il pull-back e il differenziale sulle forme
commutano. Quindi, per passaggio ai quozienti, la f definisce un’applicazione
naturale

23.2.1) £ HIN) — HI(M)
ed anche, se f & propria, un’applicazione f* : H/(N) — H!(M).

Lemma XXIIL.2.1. Sia M una varieta differenziabile, sia I un intervallo di R,
e consideriamo la proiezione pyy : M X1 — M e, per ogni t € I, la sezione
s M > x— (x,t) € M x 1. Allora per ogni intero ¢ > 0 ed ogni t € I,

py s HIM) - HI(M xI) ed s;:HY(MxI)— HI(M)
sono isomorfismi, ’'uno inverso dell’altro.

DiMOSTRAZIONE. Abbiamo s; o 7 = idys per ogni ¢ € I, e quindi anche 7" o s7 &
I’identita in coomologia:

HIY(M) Pt HI(M x 1)

HI(M)

In particolare, s; : HY(M X I) — H™(M) ¢ surgettiva, € p), : HI(M) —
H9(M x I) ¢ iniettiva.

Per ogni intero ¢ > 1 indichiamo con Q;’VI(M x I) lo spazio delle g-forme su
M x I che sono localmente combinazioni lineari di elementi di p},(£29(M)), con
coeflicienti in € (M x I). Abbiamo

QUM xT) = Mx D@ (MxI)Ad.

Sia f € UM x I). Scriviamo f = f@ + f@D A drcon f® € QL (M x ). La
condizione d’integrabilita df = 0 ci da

dysif® =0 Vtel,
Lge fD + (=1)dys; f@V =0 Vrel

Fissato 7y € I, definiamo una forma g(‘f‘l) € quw_l(M x I) mediante

!
¢V, 1) = iy f ¢ f D) x, 1)
to
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Allora ¢'9 = f = dpyyg™) € Z9M x I) N Q% (M x I). In particolare, ¢ soddisfa
d
29 =0
i’ ¢ ’
onde s;“¢(‘1) & una forma y € Q4(M), indipendente da ¢ € I, ed abbiamo ¢© = Pyt
Inoltre

A = dys;$@ = s;dyx1¢'? = 0.
Questo dimostra che p;, : HI(M) — H?(M X I) ¢ anche surgettiva, e completa
quindi la dimostrazione. O
Abbiamo la

Proprosizione XXII1.2.2. Due applicazioni differenziabili fy, fi € €<(M,N)
omotope inducono la stessa applicazione in coomologia.

DimosTrAZIONE. Per ipotesi esiste un’applicazione differenziabile
F=(f)e € WMxI,N), con F(-,0)=fo, F(-,1)=f.
Ef,=Fose quindi f; = 57 o F*. Per il Lemma [XXIII.2.1] per ogni ¢ € [0, 1], s7
inverte p),, ove py : M X [0,1] — M ¢ la proiezione sul primo fattore. Abbiamo
percio, in coomologia, f; = (p;‘w)‘l oF* = f. O

Cororrario XXIII.2.3. Due varieta che abbiano lo stesso tipo d’omotopia
hanno la stessa coomologia di de Rham.

Ricordiamo, che, per varieta differenziabili, possiamo definire tutte le nozioni
usuali dell’omotopia richiedendo che tutte le mappe considerate siano differenzia-
bili. Ad esempio, nell’enunciato del corollario, il fatto che due varieta M ed N
abbiamo lo stesso tipo d’omotopia si puo formulare nel modo seguente:

Esistono applicazioni differenziabili f € €*°(M,N), g € €“(N,M), F €
(M x[0,11,M), G € € (N x [0, 1], N), tali che

Fo=gof, Go=fog,
Fi =idy, G =idy.
XXIIIL.3. Complessi differenziali

Ricordiamo qui alcuni fatti algebrici generali che ci saranno utili nel seguito.

Dermizione XXII1.3.1. Un complesso differenziale ¢ il dato di uno spazio vet-
toriale C su un campo k, di una sua Z-gradazione C = EquZ C? e di un omomor-

fismo d¢ : C — C, omogeneo di grado 1, con d¢? = 0. Indichiamo il complesso
mediante

(23.3.1) el Y ca e ot
La coomologia di (23.3.1) & la somma diretta di spazi vettoriali:

(23.3.2) H(C,dc) = @qezm(c,dc),
ove HY(C,dc) = (kerde N C9)/dc(CI™M.
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Lo spazio vettoriale H4(C, dc¢) si dice anche il g-esimo gruppo di coomologia di
(@33.1).

Dati due complessi differenziali (A, dy) e (B, dp) sullo stesso campo k, un’ap-
plicazione lineare f : A — B si dice un omomorfismo di complessi se

(23.3.3) f(AY) cBY, VqeZ,
(23.3.4) fods=dpof.

Essa induce un’applicazione naturale

(23.3.5) f« : HY(A,dy) — HY(B,dp),

che fa corrispondere alla classe [a,] di a, € kerds N A9 la classe [f(a,)] di f(ay) €
kerdg N BY.
Una successione

(23.3.6) Svel e e e

di k-spazi vettoriali su di applicazioni k-lineari si dice esatta se
(23.3.7) f1 (VI Y =ker f,, VqeZ

Una successione esatta della forma

(23.3.8) 0 A_—2.B B C 0
si dice una successione esatta corta.

Se (A,dy4), B, dp) e (C, dc) sono complessi differenziali di spazi vettoriali su k
e la (23.3.8)) & una successione esatta corta di omomorfismi di complessi, possiamo
definire delle applicazioni k-lineari

(23.3.9) A, HI(C,dc) — HT' (A, dy)

nel modo seguente.
Sia ¢, € C? con dccy = 0. Poiché B ¢ surgettiva, esiste un elemento b, € B¢
tale che ¢, = 5(b,). Abbiamo

Bldpby) = dcf(by) = decy =0
e quindi, per I’esattezza di (23:3.8) esiste uno ed un solo a4+ € A?*! tale che
a(aq+1) = deq.

Poiché
cy(dAaq+1) = dBa(aq+1) = débq =0= dAaq+1 =0

per I’esattezza di (23.3.§), I’elemento a,, definisce per passaggio al quoziente una
classe [ag4+1] € H (A, dy).
Siano ora

’ -1
Cq=Cq+ dccg-1, con ¢4 €CI,
b’q € B? con ﬂ(b:]) = c’q = ¢y +dccg-1,

’ q+1 ’ _ ’
Ay €A con a(aq+1)—d3bq.
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Utilizzando ancora I’esattezza di (23.3.8)), otteniamo
dby1 € B9 ! tale che
Blby = by) = c;; = ¢qg = dccg-1 = dofi(by-1) = B(dpby-1)
= Ja, € A? tale che b}, — by — dpby-1 = a(ay-1)
~dge1) = dgbl,,, — dpb,
= dp(b}, — by — dpby-1)
= dpa(ay) = a(dsay)

’

= oz(aq+]

= a;H — ag+1 = daay.
Quindi la 4, risulta ben definita da
(23.3.10) A([cq]) = [ag+1].
Abbiamo il

Teorema XXII1.3.2. Se (23.3.8) ¢ una successione esatta lunga di complessi
differenziali di spazi vettoriali su 'k, allora abbiamo una successione esatta lunga

...... —— HIY (B, dp) £, HI7Y(C,dc)

A7 *
(23.3.11) T, HYA,dy) —Z  HY(B,dp) LI HY(C,dc)

4
— s HTY(A,dy) —— e

Nello studio dei gruppi di coomologia dei complessi, ¢ spesso utile il seguente
lemma algebrico:

TeoreEma XXIII.3.3 (Lemma dei cinque). Consideriamo un diagramma com-
mutativo di gruppi abeliani e di omomorfismi, con righe e colonne esatte:

0 0 0
| I I
A S A, f As /3 A, fa As
T
B, g B, & B, g B, g4 B:
l | |
0 0 0

Abbiamo supposto cioé che « sia surgettiva, ay e a4 siano isomorfismi ed as sia
iniettiva. Allora a3 é un isomorfismo.

DimosTrAZIONE. Dimostriamo che a3 € iniettiva. Sia az € Aj, con as(az) = 0.
Abbiamo

a4(f3(a3)) = g3(a3(az)) = 0= f3(a3) = 0= dar € Ay t.c. a3 = fr(a2)
= a3(f2(a2)) = g2(a2(a2)) = 0 = by € By t.c. az(az) = g1(b1)
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= da; € Ay t.c. ai(ar) = by, = as(az) = gi(ai(ar)) = aa(fi(ar))
= a; = fila)) = a3 = f 0 fi(a1) = 0.
Dimostriamo ora che a3 ¢ surgettiva. Abbiamo:
dag € Agt.c. g3(b3) = as(as) = 0 = g4 0 g3(b3) = g4 © 4(as) = as o fa(as)
= falay) =0 = daz € Az t.c. f3(az) = a4

= g3(b3) = ag 0 f3(a3) = gz(as(az)) = g3(bs — a3(az)) =0
- Elbz € Bz t.c. gz(bz) = b3 — a3(a3) —= day € A2 t.c. az(az) = bz

= b3 —a3(a3) = g2 o wz(a2) = a3(f2(a2)) = b3 = az(az + fr(a2)).

Dalla dimostrazione segue che

TeorEMa XXIII.3.4 (Lemmi dei quattro). Consideriamo un diagramma com-
mutativo di gruppi abeliani e di omomorfismi, con righe esatte:

0 0
| !
A h A, 2 A Ve A,
) l QZJ, 0131 cml
B, g B, & Bs g B,
|
0

Se ay e surgettiva ed ay, a4 iniettive, allora as é iniettiva.
Consideriamo un diagramma commutativo di gruppi abeliani e di omomorfi-
smi, con righe esatte:

!

2 f fa

Aj Aj — Ay As
azl @3 l (ul as l
B2 82 B3 83 B4 84 BS
l l
0 0

Se as ¢ iniettiva ed ay, a4 surgettive, allora as e surgettiva.
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XXIII.4. Le successioni di Mayer-Vietoris

La successione di Mayer-Vietoris EI ¢ uno degli strumenti fondamentali per il
calcolo dei gruppi di coomologia. Essa ¢ una conseguenza del Teorema [XXII1.3.2
e del

Lemma XXIIL.4.1. Siano A, B due aperti di una varieta M. Allora, per ogni
intero q, la successione corta

(234.1) 0 QIAUB) — QUA)® QU(B) —— QUANB) — 0,
ove

(23.4.2) {“(f )=fla® fls Vf e QIAU B),

BE®h) = glang — hlanp Vg € 29(A), h € Q1(B),
e esatta.

DmosTtrAZIONE. Liniettivita di @ e il fatto che I’'immagine di « sia uguale al
nucleo di 8 sono evidenti. La surgettivita di 8 segue dall’esistenza di una partizione
dell’unita su A U B subordinata al ricoprimento {A, B}. Se ¢4, ¢p € € (AU B) e
suppds C A, suppodp C B, e ps + ¢p = 1 su AU B, allora, data f € Q9(A N B),
possiamo definire

fu= ¢pf suANB, fo = —paf SuANB,
Y710 suA\B, 7)Y 0  suB\A.

Allora fy € QU(A), fz € QU(B)ed fs— fs = fsuANB. O

Otteniamo quindi, per il Teorema [XXIII.3.2] il

TeorEMA XXII1.4.2 (Mayer-Vietoris). Se A, B sono due aperti di una varieta
differenziabile M abbiamo una successione esatta lunga

—— H?'(A)® H™'(B) —— H?'(ANB)
—— HY(AUB) —— HIYA)®HYB) —— HIYIANB)

— H?"*'(AUB) —— H(A)e H"'(B) ——

DmvostrAzIONE. 11 risultato segue dal Teorema ??. L’applicazione 4, si puo
descrivere nel modo seguente. Se f € Z9(A N B) ed fx € Q4(A), fz € 29(B) sono
forme tali che f = f4 — fp su AN B, allora

de SuA,

(23.4.3) g= {de wB

]Leopold Vietoris (Radkersburg, 4 giugno 1891 Innsbruck, 9 aprile 2002), mathematico
austriaco. I suoi principali contributi sono nel campo della topologia e della storia della matematica.

Meinhard E. Mayer (nato nel 1929 in Romania), ha insegnato a partire dal 1966 presso 1’ Uni-
versita della California ad Irvine. I suoi interessi principali sono stati i metodi geometrici delle teorie
di gauge e le applicazioni delle ondelette alla turbolenza. Ha contribuito alla teoria dei bosoni-vettori
(W e Z bosoni) e dell’unificazione elettro-debole, che sarebbe divenuta poi il modello standard.
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definisce un elemento di 2°9*!(AUB), la cui classe di coomologia [g] in H7*!(AUB)
¢ I'immagine mediante 4, della classe [f] di f in HY(A N B). O

Esempio XXII1.4.3. Consideriamo la circonferenza S' = {z € C | || = 1}.
Siano A = S\ {-i}, B = S'\ {i}. Allora A e B sono diffeomorfi ad R, A N B
all’unione disgiunta di due copie di R. Risultera quindi:

2

HI(A) ~ HI(B) = {R seq =0,

R _
HI(A N B) = seq=0,
0 seqg#0,

0 seqg=#0.

Dalla successione di Mayer-Vietoris ricaviamo allora che H(S') = 0se ¢ # 0, 1.
Abbiamo poi

0 —— H%S') —— RoR R? H'(S")) —— 0.

E H(S') ~ R, perché S & connesso per archi. Quindi la dimensione dello spazio
vettoriale H'(S!) si ricava da

0 = dimpH’(S ') — dimgR ® R + dimgR? — dimg H'(S 1)
=1-2+2—dimgH'(SH.
E percid H'(S1) ~ R.
Esemrio XXIII.4.4. Consideriamo la sfera
ST=(x=0C" a0 eRT X =1), n>1.

SianoA = {x e S" | x> -1}, B={x e §" | x° < 1}. Poiché A e B sono diffeomorfi
ad R*, ed A N B ¢ connesso, otteniamo dalla successione di Mayer-Vietoris gli
isomorfismi
HY(S™ ~HT"(ANB), seq#0,1,
e la successione esatta
0 —— HY(S")~R ——> ReR —— HANB)~R

—— H'(S» —— 0.

Dalla successione esatta ricaviamo che H'(S") = 0 se n > 1. Infine, A N B si
retrae per deformazione su S =l = {x € §" | xX° = 0}. Vedremo che questo da
HY(A N B~ HY(S" ") per ogni ¢ € Z. Ricaviamo cosi per ricorrenza, utilizzando

I’esempio precedente, che
HI(S™) = R seq=0,n,
0 seqg=#0,n.

Esempio XXII1.4.5. Sia X un iperpiano dello spazio proiettivo reale RP". Pos-
siamo supporre che £ = {x° = 0}. Allora A = {(x")> + --- + (x")?> > 0} & lo spazio
totale di un intorno tubolare di £ in RP”. Sia B = RP" \ X. Abbiamo allora

A={H?+ + (>0 ~RP" ' xR,
B={xy# 0} ~R",
AU B =RP",
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ANB=R"\{0}.
Abbiamo le equivalenze omotopiche A =~ RP"!, B ~ {0}, AnNB=S8"™,

Abbiamo percid la successione esatta in coomologia
- —— HII(S") —— HYRP") —— HIRP"")® HI({0})
—— HIYSYH ——

Per n = 2 otteniamo la successione esatta

0 —— H'(RP?) R R H*RP?) — 0.

Poiché RP? & semplicemente connesso, H IRPH)=0e quindi anche H%(RP?) = 0.
Si dimostra allora per ricorrenza che

R se ¢g=0,2m+1,
0 altimenti,

R se ¢g=0,

Hq(RszH) - { 0 altimenti

HI(RP*™) = {

Esempio XXIII1.4.6. Siano m, n interi con 1 < m < n e sia X un m-piano di RP".
Sia M = RP" \ Z. Scegliamo un (n—m—1)-piano ¥’ di RP" con Z N X" = 0. Per
ogni g € M, I’(m+1)-piano per ¢ e X interseca £’ in uno ed un solo punto p = w(g).
Poiché (¢2)\ X ~ R™! lat = (M N Y’) definisce un intorno tubolare di X’ in
RP", con spazio totale M. L’ (n—m—1)-piano ¥’ & quindi un retratto di deformazione
di M. Otteniamo percio

HYRP" \ RP™) ~ HIRP"™ ), Vg >0.
Ad esempio,

R =0,1,
HYRP? \ RP') = e
0 altrimenti,
R =0,3,
HYRP> \ RP') = e
0 altrimenti,
R =0,
HYRP> \ RP?) = e
0 altrimenti,
R =0,1
HI®RP \RP) ={~ *° 17
0 altrimenti.
Esempio XXII1.4.7. Consideriamo ora lo spazio proiettivo CP". Sia X = {z° =
0} un suo iperpiano. Allora A = { Iz +---+[z"* >0} elo spazio totale di un suo
intorno tubolare in CP". Poniamo B = CP" \ X. Allora

A={'"P+--+12"* >0} =~ CP",
B=CP"\X=C"=~{0},
AUB=CP",

ANB=C"\{0} =82,
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ove =~ indica equivalenza omotopica. Otteniamo allora la successione esatta:
0 — H'(CP") —— H'(CP"') —— H'(§™™)

- HZ(CPn) _ _ Hq—l(SZn—l)
—— HIYCP") —— HIYCP"'") —— HY(S* )

—_
Otteniamo allora

HY(CP") ~ HI(CP"™"), VYg<2n-2, H*YCP"»=0, H*(CP") =R.
Ricaviamo percio, per ricorrenza,

R seqg=0,2,...,2n,

HY(CP") =
0 seg=1,3,...,2n—1.

Esempro XXII1.4.8. Siano m,n due interi con 1 < m < n e X un m-piano
proiettivo complesso in CP". Se scegliamo un (n—m—1)-piano proiettivo complesso
>’ che non intersechi X, 1’applicazione che fa corrispondere ad ogni punto ¢ di
M = CP"\ X I’unico punto p = n(g) di ¥’ in cui I’(m+1)-piano proiettivo complesso
per X e g interseca X’ definisce un intorno tubolare 7 = (M 5, %) di ¥ in CP".
Otteniamo percio

R se ¢=0,2,...,2(n-m-1),

HY(CP" \ CP") = ) .
0 altrimenti.

Esempio XXIII.4.9. Siano M ed N due sottovarieta proprie connesse di R” che
si intersechino in un punto pg. Possiamo scegliere due loro intorni tubolari con
spazi totali A e B la cui intersezione A N B sia un intorno contrattile di pg. Dalla
successione esatta di Mayer-Vietoris possiamo allora dedurre che

H°(ANB)=R, HYAUB) = H/(A)® H!(B), per ogni g > 0.

po € Med N = M\{po}. Allora H{(M) ~ HY(N) per ogni g # m,m — 1. Infatti, se A
¢ un intorno contrattile di pg in M, I’intersezione A N N ¢ omotopicamente equiva-
lente alla sfera ™!, La successione di Mayer-Vietoris ci da quindi I’isomorfismo
desiderato se 1 < g < m — 2. Abbiamo poi la successione esatta

0 —— H"™'WM) —— H™Y(N) —— R

Esempio XXII1.4.10. Siano M una varieta connessa di dimensione m > 2,

— H"M) —— H"(N) — 0.
Una varieta connessa di dimensione m ha m-esimo gruppo di coomologia di de
Rham uguale ad R se compatta ed orientabile, uguale a 0 altrimenti. Avremo quindi
H" ' (M) ~ H™'(N) se M & compatta e orientabile, H" '(N) ~ H" (M) @& R
altrimenti.

Esemprio XXIII.4.11. Siano M;, M, due varieta connesse di dimensione .
Allora
Hq(MlﬁMz) = HI(M,) ® H1(M,) se q+m—1,m.
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Esemprio XXII1.4.12. Introduciamo su R" \ {0} la relazione di equivalenza
x~y<=>y:2kx, con keZ.

Allora M = (R" \ {0})/ ~ ha un’unica struttura di varieta differenziabile di dimen-
sione n per cui la proiezione nel quoziente 7 : R" \ {0} — M sia un diffeomorfismo
locale. Per n = 1 la M & diffeomorfa ad S' e pern = 2 al toro 72 = S! x S,
Supponiamo quindi nel seguito che n > 3.

Possiamo ricoprire M con i due aperti

A=r({l<Ixl<2}), B=n({3<Ixl<3}).

Allora A e B sono omotopicamente equivalenti ad §”~! ed AN B all’unione disgiun-
ta di due copie di S"~!. Otteniamo allora la successione esatta di Mayer-Vietoris:

00— R — R®&R —— R8R
—— H'M) — 0
0 —— HIM) —— 0 per2<g<m-2
0 — H™'(M) —— ROR —— ROR
— H"(M)=R —— 0.
Otteniamo percio

R se ¢g=0,1,(m—1),m,
0 altrimenti.

HI(M) ={

Costruiamo ora la successione esatta di Mayer-Vietoris per le forme a supporto
compatto.

Lemma XXII1.4.13. Siano A, B due aperti della varieta differenziabile M. Al-
lora, per ogni intero non negativo q abbiamo la successione esatta

(23.4.4) 0> QUANB) . Q1A e Q4(B) L QINAUB) -0
ove

af)y=ref VfeQl(AnB),
Bfeg) =f-g VfeQlA), geQANB).

DimosTrAZIONE. L’iniettivita di « e il fatto che I’'immagine di « sia il nucleo
di 5 sono ovvii. La surgettivita di S ¢ conseguenza della partizione dell’unita. Se
ha, g € €°(AU B) esuppps C A, suppop C B,e ¢pa + ¢pp = 1 su AU B, allora,
data f € Q!(A U B), possiamo definire

fa=¢afs fB=0sf
Allora f4 € QUA), fz € QUB)ed fi - fz = f suA U B. 0

Come conseguenza abbiamo
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TeoreEMA XXIIL.4.14 (Mayer-Vietoris pei supporti compatti). Siano A, B due
aperti della varieta differenziabile M. Abbiamo allora una successione esatta
lunga per la coomologia di de Rham a supporti compatti:

—— H'(WeH!'(B) —— HI'(AUB)
—— H!AnB) —— H!{A)eH!(B) —— H{AUB)
—— H™AnB) —— HMWeH'(B) ——
XXIII.5. La dualita di Poincaré

DEermnizione XXIIIL.5.1. Sia M una varieta differenziabile di dimensione m. Un
buon ricoprimento di M & un suo ricoprimento aperto %/ = {U;} per cui ogni
intersezione non vuota U;, N - - - U;, sia diffeomorfa ad R™.

Introducendo una metrica Riemanniana su M e scegliendo intorni aperti con-
vessi (vedi il Teorema |VIIL.2.5|del Capitolo [XII)) possiamo dimostrare il

TreoremA XXIIL.5.2. Ogni varieta differenziabile M ammette un buon ricopri-
mento. Ogni ricoprimento aperto di una varieta differenziabile M ammette un
buon raffinamento.

TeorEMA XXIIL.5.3. Se una varieta M ammette un buon ricoprimento finito,
allora sia la sua coomologia di de Rham che la sua coomologia di de Rham coi sup-
porti compatti hanno dimensione finita. Se inoltre M e una varieta differenziabile
orientabile di dimensione m, la forma bilineare

(235.1) (f.g) = f Fag per feQUM), ge" M)
M

definisce per passaggio al quoziente un accoppiamento di dualita tra HY(M) ed
H (M),

DimosTrAZIONE. Ragionando per induzione sulla cardinalita di un buon rico-
primento, ed utilizzando le successioni esatte di Mayer-Vietoris, si dimostra facil-
mente la finitezza dei gruppi di coomologia di de Rham, sia con supporti chiusi che
con supporti compatti.

Supponiamo ora che M sia orientabile, in modo da poter definire senza ambi-
guita I’integrale su M delle n-forme. Se f e g sono chiuse, ed una delle due esatta,

abbiamo
f fAg=0.
M

Se infatti f = du, conu € Q4"'(M), allora f Ag=duAg),conunge Q’C"_l(M),
e quindi I’integrale (23.5.1)) & nullo per la formula di Stokes. Se g = dv con v €
Qg_l(M), allora ancora w = (=1)7f A v € Q" 1(M) e Iintegrale ¢ nullo
per la formula di Stokes perché f A g = dw.

Dimostriamo ora che definisce un accoppiamento di dualita tra i grup-
pi di coomologia. Osserviamo che questo ¢ vero se M = R™. Possiamo quindi
ragionare per induzione, supponendolo vero per varieta M che ammettano un buon
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ricoprimento che consista di al pitt un certo numero £ > 1 di aperti, e dimostrandolo
quindi per varieta che ammettano un buon ricoprimento con ¢ + 1 aperti.
Siamo U, V due aperti di M e definiamo

A =HIUNYV), B, = (H~"(UnV)),

Ay = HI(U) @ HA(V), B, = (H!™(U))" & (H(V))",

Ay = HIU UY), B; = (H/(UU V)Y,

Ay = HY'(UNV), By = (H " \(UnW),

As = H™"\(U) @ HI*\(V), Bs = (H""\(U) @ (H" "' (V)

ove V* denote il duale dello spazio vettoriale di dimensione finita V. La (23.5.1)
definisce le frecce verticali del diagramma commutativo a righe esatte

h f2 f fa

Al —— Ay — Ay — Ay — As
I e
Bl L} B2 82 B3 83 B4 84 BS,

ove le g; sono ottenute per dualita da quelle della successione esatta di Mayer-
Vietoris per i supporti compatti. Se M ammette un buon ricoprimento consistente
di €+ 1 aperti Uy, Uy, ..., U; e scegliamo U = Uy, V = U§:1 Uj, allora U, V ed
U N V ammettono buoni ricoprimenti con al piu ¢ aperti. Per I’ipotesi induttiva ne
segue che a1, a2, a4, @5 sono isomorfismi e dunque, per il lemma dei cinque, anche
@3 & un isomorfismo, che identifica HY(M) = HY(U U V) al duale di H, " Y(M). O

CororrarIo XXII1.5.4. Sia M una varieta differenziabile orientabile che am-
mette un buon ricoprimento finito.
Sia a € Q1(M). Condizione necessaria e sufficiente affinché a € BI(M) é che

(23.5.2) f aAn=0, VnpeZ"UM).
M
Sia a € QI(M). Condizione necessaria e sufficiente affinché a € B (M) é che
(23.5.3) f aAn=0, VYneZ"UM).
M

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che a € 4(M) soddisfi la (23.5.3). Abbiamo in
particolare

f (da) A 6 = (=1)7*! f andd=0, Voe Q" (m),
M M

e quindi @« € Z9M). Se fosse [a] # 0 in HY(M), per il Teorema[XXIII.5.3
potremmo trovare unan € Z,." (M) con

fa//\ni().
M

Quindi @ € #9(M). La dimostrazione nel caso delle forme a supporto compatto &
analoga. O

In particolare abbiamo:
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TeorEMA XXIII.5.5. Se M ¢ una varieta differenziabile compatta e orientabile
di dimensione m, allora

(23.5.4) dimpHY(M) = dimg H" (M) < +c0

e la 23.5.1) definisce un accoppiamento di dualita tra H1(M) ed H"9(M). In
particolare, per una varieta differenziabile connessa, compatta ed orientabile di
dimensione m ¢ H"(M) ~ R.

OsservazioNE XXIII.5.6. L’enunciato non vale, in generale, nel caso di va-
rieta non orientabili. Infatti, per uno spazio proiettivo reale di dimensione pari 2m
abbiamo

R = HO(RP?™) # H*"(RP*™) = 0.

Esempio XXIII.5.7. Sia M una superficie orientabile di genere g. Possiamo
ottenere M da un poligono chiuso P di 4g identificando a coppie i suoi lati secondo
la formula P = albflalbfl ---agbglagb Siaw : P — M la proiezione nel

. -
quoziente. Utilizziamo un ricoprimento di M mediante i due aperti A = n(P) ~ R?,
B = (P \ {po}) per un punto pg € P. L’intersezione A N B & omotopicamente

equivalente ad S '. Per I’Esempio[XXIIL.4.9| poiché B si retrae su un bouquet di 2¢
circonferenze, otteniamo che H'(B) = H'(S 1) ¢---&H 1(S 1) = R8. Per Mayer-

2g volte
Vietoris abbiamo allora la successione esatta

0 —— H'M) —— R* R H*(M) —— 0.
Per la dualita di Poincaré abbiamo H*(M) ~ H(M) = R e quindi H'(M) = R%.

OsservazioNE XXIII.5.8. T gruppi di coomologia HY(M) hanno in generale,
anche quando non siano di dimensione finita, una struttura naturale di spazi di
Fréchet. Se M ¢& orientabile, i gruppi H." ?(M) sono ancora i loro duali topologici,
con opportuna topologia di spazi vettoriali topologici. L’accoppiamento di dualita

¢ sempre definito dalla (23.5.1).

XXIIL.6. Grado di un’applicazione
Dal Teorema|X XIIL.5.5|segue:

TeoreMa XXIII.6.1. Siano M, N due varieta connesse, compatte, orientabili,
della stessa dimensione m. Se f : M — N e un’applicazione differenziabile, esiste
un numero intero k tale che

(23.6.1) f o= kf(ﬁ, Yo € Q"(N).
M N
Dermvizione XXII1.6.2. 11 numero intero k nella formula (23.6.1) si dice il
grado dell’ applicazione f e si denota con deg(f).

Con una dimostrazione analoga a quella del TeoremalXXI.6.2|del Capitolo
possiamo dimostrare
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TeoreMa XXIII1.6.3. Siano M, N due varieta connesse, compatte, orientabill,
della stessa dimensione m ed f € €“(M,N). Allora il grado di f ¢ la somma
algebrica delle segnature di df(p), per p che varia nella controimmagine f~'(q)
di un valore regolare g € N di f, ed e zero se f non e surgettiva. O

Esempio XXII1.6.4. SuS! = {z = ¢ € C| |z] = 1} la forma differenziale
a4z &

Lo = L=
2r 2mi z z

definisce 1’orientazione ed ha integrale 1.
Se fe OD)NE*(D)ed f(z) #0perzeS!, la

— & es!
lf
¢ un’applicazione di classe €. Per calcolarne I’indice, osserviamo che
g (57d0) = 37d1og g = 5(dlog f(2) - 3dlog f(2)f(2))
_ L'(f’(z)dz B f'(z)dZ)
o fo)

1 ’ 1 5
deg(g) = 7= fs ( f'@dz _ f (z)dz)

(23.6.2) g:8'sz

(23.6.3)

Otteniamo allora

(23.6.4) 1 f,(f ()Z) @
2)az
= # S f(Z) = ZZEDVZ(f)y

ove v,(f) ¢ la molteplicita di zero di f in z.

Pill in generale se f € .#(D)NE*(D\ f~'(c0)) & una funzione meromorfa su
D, che si prolunga ad una funzione €™ in un intorno di S !, e definiamo g mediante
la (23.6.2),, il grado di g & ancora definito dalla (23.6.4), ove v.(f) indica I’intero
per cui & — (¢ —2)”@ f({) & definita, olomorfa e non nulla in un intorno di z in D,
¢ cioe o I’ordine di zero o I’opposto dell’ordine di polo di f in z.

XXIII.7. La formula di Kiinnet

TeoreMa XXIIL.7.1 (formula di Kiinnet). Siano M ed N due varieta differen-
ziabili, di dimensioni m ed n, rispettivamente. Supponiamo che M ammetta un
buon ricoprimento ﬁnitoﬂ Allora vale la formula di Kb'irme

HIM x N) = B'_ H/ (M) ® HI/(N),

; _i perogni g € N.
H{(M x N) = @'y H/(M) ® H{/(N),

(23.7.1) {

211 teorema vale anche sotto I’ipotesi meno restrittiva che i gruppi di coomologia di M siano
di dimensione finita. Nel caso in cui né i gruppi di coomologia di de Rham di M né tutti quelli di
N siano tutti di dimensione finita, la tesi vale ancora, purché i prodotti tensoriali nella formula di
Kiinnet si intendano calcolati nel senso degli spazi vettoriali topologici.

30tto Hermann Lorenz Kiinneth (Neustadt an der Haardt, 6 luglio 1892 — Erlangen, 7 maggio
1975) topologo algebrico tedesco.
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DIMOSTRAZIONE. Siano

(23.7.2) MxN

le proiezioni del prodotto M XN sui singoli fattori, e sia Q' (M)®Q9*(N) il prodotto
tensoriale algebrico di 29'(M) ed 292(N). I suoi elementi sono le somme finite

r ¥ 3k
(23.7.3) f= Zj:lﬂM(gj) Ary(hj), congje QU(M), h;e Q”(N).
Abbiamo inclusioni naturali
P zranezew) — 2UMxN),
q1+q2=q
P 2" wmnez2nN) > BIMxN),
q1+q2=q
che definiscono applicazioni
(23.7.4) @ H(M)®H®(N) — HY(M x N).
q1+92=9q

Fissiamo due aperti U, V di M e poniamo

A1 =D, g H(U N VIBHE(N),

Ay =D, g0 HI(U) ® HT (V)RH®(N),
A3 =D, .-, H' (U UVIRHE(N),

Ay =D, s gpmgit H'(U N VISHE(N),

As =D, s gpmg1 H'U) & HI(V)RHE(N),

B, = HI(UNV)xN),

B> = HY(U x N)® H4(V x N),
B; = HI(U U V) x N),

B, = H*'(U N V) x N),

Bs = H"'(U)® H?' (V x N),

Per la successione esatta di Mayer-Vietoris, otteniamo un diagramma commutativo
a righe esatte

Al — Ay Aj Ay As
(%) all azl 031 “4l %l
Bl L} B2 82 B3 83 B4 84 BS,

dove le @; sono definite dalle (23.7.4), sostituendo ad M le sottovarieta U, V, UNV.
Dimostreremo quindi la formula di Kiinnet per induzione sul numero di aperti di
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un buon ricoprimento di M. Infatti, con una dimostrazione analoga a quella del
Lemma[XXI.4.4]del Capitolo[XXI] si dimostra che
HY(R™ x N) ~ HY(N), VYqE€N,

e quindi la formula di Kiinnet vale quando M = R™. Supponiamo che essa valga
per ogni varieta M che ammetta un buon ricoprimento con al piu k aperti, per
qualche k > 1. Se {Uy,..., Ui} ¢ un buon ricoprimento di una varieta M, che
consiste di k + 1 aperti, consideriamo il diagramma () con U = Uge V = U; U
-+ U Ug. Allora, per I’ipotesi induttiva, a1, @y, a4, @5 sono isomorfismi. Per il
lemma dei cinque anche @3 ¢ un isomorfismo. O

Con analoga dimostrazione otteniamo

TeorEMA XXIII.7.2 (Leray-Hirsch). Sia E 5 Mun fibrato differenziabile, con
fibra tipica F. Supponiamo che M abbia un buon ricoprimento finito e che per
ogni intero non negativo q vi siano delle classi di coomologia e(li, . ezq € HI(E)

tali che il loro pull-back su ciascuna fibra 7~ (x), per x € M, sia una base di
HI(n Y (x)). Allora vale la formula di Kiinneth:
(23.7.5) HY(E) = @ HY(M)® H®(F).
q1+q2=4q
Esempio XXIIL7.3. Sia 7" = §' x --- x S il toro n-dimensionale. ET" = T""! x §!,
———

n volte
Allora, per la formula di Kiinnet, abbiamo

HYT™) = (HIT"HYeR)e(H ™ (T" HYeR) = H (T HYe HI(T™"), Vg> 1.

Poiché (”;1) + (Z:}) = (’;), otteniamo per ricorrenza

HIT"Y =RG, vg=0,1,... 1
XXIII.8. Duale di Poincaré in una sottovarieta orientata

Sia M una varieta differenziabile di dimensione m ed S una sua sottovarieta
propria orientata di dimensione k. Associamo ad § il funzionale lineare Ig, definito
sulle k-forme a supporto compatto da:

(23.8.1) ]Is(f):ff, Vf e QX(M).
S

Per la formula di Stokes, Is(f) = 0 se f € %*(M). Per passaggio al quoziente,
Is definisce quindi un funzionale lineare su H*(M). Supponiamo che M sia orien-
tata ed ammetta un buon ricoprimento finito. Allora vale la dualita di Poincaré e
potremo dunque identificare Iy ad un elemento di H"™*(M).

Derinizione XXIII.8.1. Sia M una varieta orientata ed S una sua sottovarieta
propria orientata di dimensione k. Si dice duale di Poincaré chiuso di S una
qualsiasi forma g € & m=k(p1), tale che

(23.8.2) ff/\ns =ff, Vfe Zkm).
M S
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Laclasse [ns] € H"™ ¥ (M) & I’elemento che definisce I nella dualita di Poincaré.

In modo analogo, se S ¢ una sottovarieta compatta orientata di dimensione k
di M, possiamo associare ad essa un funzionale definito sulle k-forme differenziali
con supporti chiusi in M, mediante

(23.8.3) ]Is(f):ff, Ve QK(M).
S

Poiché Is(f) = 0 se f € B*(M), la Ig definisce in questo caso un funzionale
lineare su H*(M). Per la dualita di Poincaré potremo trovare un unico elemento di
Hg"‘k(M ) tale che, se g € zf"‘k(M) ¢ un suo rappresentante, risulti

(23.8.4) ff/\nssz, Ve ZKm.
M S

Dermizione XXII1.8.2. Sia M una varieta orientata ed S una sua sottovarieta
compatta orientata di dimensione k. Una forma ns € 27"~¥(M) per cui valga la
([23:8.4) si dice duale di Poincaré compatto di S. La sua classe [ns] € H" (M) &
I’elemento che definisce Ig nella dualita di Poincaré.

Esempio XXIII.8.3. Il duale di Poincaré chiuso di un punto in R"” & 0, mentre
il suo duale di Poincaré compatto ¢ una qualsiasi forma a supporto compatto con
integrale 1 su R".

Esempio XXIIL.8.4. Sia S = {(x,0) | x > 0} ¢ M = R?\ {0}.
Introduciamo su M coordinate polari (r, §). 1l differenziale

d6 = (xdy — ydx)/(x* +y*)

¢ ben definito su M.
Sia f = a(x,y)dx + b(x,y)dy € Zi(M). Scriviamola nella forma

f=d¢dr+y¥df, con ¢=acosf+bsinb, Yy =—-r(asinf— b cosb).

Abbiamo
) 2
fff/\cm:f ¢dr/\d0=f dr o(r, 0)do
M 0 0

Integrando per parti abbiamo

21 21
f 6do = 27p(r, 0) — f 08¢d0

Utilizzando le condizioni d’integrabilita e scambiando 1’ordine d’integrazione, ot-

teniamo che
27 27
f drf 60— d@ f 0d9f —dr =
fff/\d9=27rf ¢(r,0)dr=27rff.
M 0 S

Quindi
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Quindi (27r)~'d#6 & il duale di Poincaré chiusodi § = {x > 0, y = 0} in M = R?\{0}.
Osserviamo che, in particolare, se f = adx + bdy € Q’;l (R?\ {0}, I’integrale

f, per Sg={t(cosb,sinb) |t > 0}
So

non dipende dalla scelta dell’angolo 6.
Esempio XXIII.8.5. Sia M = R? \ {0}. Il duale di Poincaré di S! & la classe di
x(r)dr per una qualsiasi funzione y € ¢.°(R), con supp y C {r > 0} ed fR xdr =1.
XXIIL9. La proprieta semi-locale

In questo paragrafo studiamo la coomologia di de Rham su varieta differenzia-
bili che possono non avere un buon ricoprimento finito. Dimostriamo innanzi tutto
il seguente

Lemma XXIIL.9.1. Sia M una varieta differenziabile connessa ed orientabile,
che ammette un buon ricoprimento finito. Sia q un intero con 1 < q < n ed
Mok € fz?im_qﬂ(M) forme chiuse a supporto compatto tali che [n1],..., ]
sia una base di HZ"_qH (M).

Se a € B9(M), allora esiste una soluzione 8 € Q1" di

(23.9.1) dp = a, fﬁ/\m:O, Vi<i<k
M

Se B1, B2 € Q97! sono soluzioni di 23.9.1), allora By — B, € BI>(M).

DIMOSTRAZIONE. Sia By € Q97! una soluzione di dBy = @ in M. Per la dualita
di Poincaré, esiste una 8; € 29~ (M) tale che

fﬂl/\mzfﬂo/\m, per 1<i<k.
M M

Allora 8 = By — B soddisfa la (23.9.1).
Se B1, B, soddisfano la (23.9.1)), allora 8 — 8, € 2°9~1(M) soddisfa

f B =B An=0, Vpe 2" (M),
M

Infatti, n € 229" (M) si pud scrivere in modo unico nella forma n = d6+ Sk e
confe QU M)ec,...,c; €R. Abbiamo percid

k
f(ﬂl -B) An = f(ﬁl —BINdO+ Y f B1 =B Am;
M M = M
= (-1)7! f d((B1 —B2) A6O) =0
M
per la formula di Stokes. Quindi, per il Corollario[XXIII.5.4] 8, -8, € #1(M). O

La coomologia di de Rham gode della proprieta semi-locale, che ¢ descritta
dalla seguente
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ProposizioNne XXII1.9.2. Sia M una varieta differenziabile connessa, orienta-
bile e numerabile all’infinito. Sia q un intero > 0 e supponiamo che H?_qH(M)
abbia dimensione finita.

Per a € Z1(M) sono equivalenti:

() e BUM),

(2) f ann=0, VYneZ"I(M),
M
(3) YUY e M, aly € BUU).

DiMoSTRAZIONE. Per g = 0, una a € & O(M) & una funzione costante su M e le
condizioni (1), (2), (3) equivalgono al fatto che @ = 0.

Osserviamo che chiaramente (1) = (3) = (2). Bastera quindi dimostrare
I’implicazione (3) = (1) per 1 < g < n.

Fissiamo un buon ricoprimento numerabile e localmente finito {U, },>0 di M,
formato da aperti relativamente compatti. Costruiamo una successione crescen-
te di aperti {V,},>0, con V,, € V,,; ed M = |J,V,, ciascuno dotato di un buon
ricoprimento finito. A questo scopo possiamo definire per ricorrenza:

Vo = U,
Vo = U, U, NV, # 0).
1l gruppo H' _qH(M ) ¢ unione delle immagini delle applicazioni
H (V) — HET ()

definite dalle inclusioni V,, < M. Quindi H.' _q+1(M) ha una base al pitt nume-
rabile. Costruiamo una successione {7;}p>1 C ft'”cm_q“(M) ed una successione di
aperti {W,} di M con le proprieta

(1) ([nx]) & una base di H™ "' (Mm).
Q) Wy € Wiy ed M = U, W,.
(3) Ogni W, ammette un buon ricoprimento finito.
(4) Esiste una successione crescente 4, di interi positivi tali che suppn, € W,
per h < h, e 'immagine di H" %*'(W,) — H""9*(W,,) sia generata
dalle classi di 7y, ..., mp, in H"™ N (W,.).
Ragioniamo per ricorrenza. Possiamo fissare Wy = Vj. Per il Teorema
H™~9*1(Wp) ha dimensione finita. Possiamo quindi scegliere i, ..., 1, € 22" 4 (W)
in modo tale che le loro classi di coomologia in H"™9*!(M) generino I’immagine
di H™ Y (Wy) — H™ 1 (M).
Completiamo [771]o, . . -, [77n]0 € H?_qH(WO) ad una base di H™ 91 (W), ag-
giungendo classi [0 1o, . . ., [6k]o € H" 71 (Wy), con by, ..., 6 € Qf)m_q”(Wo). Per
ogni j = 1,...,k potremo allora trovare cy, ..., cp, € Re ¢; € Q7 /(M) tali che

I
Hj:dgj_'-Zhilchnh’ per j=1,...,k.
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Scegliamo allora Wy = V,,, per un intero positivo u; tale che

_ k
Wo U szlsupp {icVy.

Ripetendo questa costruzione otteniamo le successioni {[n,]} e {W,} desiderate.
Costruiamo ora, per ricorrenza, una successione {£,}, con

(1) By € Qq—l(WV), dag, = «a, fWVﬁV A= 0 per 1<j<h,
(@) Bv+ilw,, = Bilw,, se v > 2.

Per il Lemma[XXTII.9.1| possiamo trovare 8y e 81 che soddisfino (1). Supponiamo
di aver costruito By, . .., 8y, con v > 1, che soddisifino (1) e (2). Siay € QI Y(W,.1)
una soluzione di

dy=a in Wy, f YAR; =0 se j<hyy.
Wyt1
Dico che 8,41 — B, soddisfa
(y=B)An=0, Ve Z" (W,

Wy-1

Infatti questa equazione ¢ equivalente a

f y=-B)An;j=0, Vj<h, .
Wv—l

Possiamo quindi trovare £ € Q47%(W,_,) tale che df = y — f8,. Con 7 € Q472(M)
con Zlw,_, = {lw,_,, poniamo allora B, =y — dZ.
Definiamo infine 8 € Q¢~' (M) mediante

Blw, = Bys2lw, per v=0,1,2,....
Abbiamo df = @ € #(M). Cid completa la dimostrazione.

Il caso g = 1 si puo trattare in modo pitt semplice. Ricordiamo che abbiamo
supposto che M sia connessa. Fissiamo una successione di aperti connessi {U,},>0
con U, € U,y perognived M = J,U,.

Sia @ € Z9(M) e supponiamo che, per ogni v, vi sia

B, € Q71 (U,) condp, = a u,- Dico che ¢ possibile trovare un’altra successio-
ne {y, € Q4971(U,)} tale che (poniamo U, = 0 se v < 0)

(2392) dyv = Cy|UV7 ’yV|UV71 =Yv-1-

Ragioniamo per i diversi interi g > 0.

Se g = 0, le ipotesi di dicono che @ = 0 e quindi la condizione ¢ banalmente
soddisfatta con y, = 0 per ogni v.

Se g = 1, scegliamo vy = ug e supponiamo di aver scelto, per qualche u > 0,
Vo, ..., Vy in modo tale che (23.9.2) sia soddisfatta se v < u. Poiché

dlyy—Bus1) =a—a=0 su U, = dc, € R taleche w4 =v, +cy,

bastera allora scegliere v,,+1 = u,4+1 —c, perché la (23.9.2) sia soddisfatta anche per
yv<u+l.
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Sia ora g > 1. Dico che possiamo costruire per ricorrenza una successione
{yy € Q471 (M)},50 con le proprieta

(23.9.3) dy, =a su Uy, W, = ve-1lu,-

Sia infatti yo € Q97! (M) una (¢—1)-forma su M uguale ad 8, su U;. In particolare,
dyo = a su Uy. Supponiamo poi di aver costruito, per qualche u > 0, yo, ...,y €
Q9=1(M) che soddisfino (Z3.9.3). Allora w = Yu — Bu+2 soddisfa dw = 0 su U,1.

O

Come conseguenza di questo teorema, abbiamo

TeoreMa XXII1.9.3. Se M ¢ una varieta compatta orientabile, allora
(23.9.4) HY(M) =~ (H.""1(M))*.

DimosTrAZIONE. Abbiamo osservato, nella dimostrazione del teorema prece-
dente, che H,' ?(M) ammette una base numerabile. Ripetendo la costruzione nella
dimostrazione del lemma precedente, otteniamo una successione {W,} di aperti di
M ed una successione {n,} ¢ 22" ?(M) con le proprieta:

(1) ogni W, ammette un buon ricoprimento finito,
(2) W, € Wy, UWV =M,
(3) per una successione non decrescente {h,} abbiamo suppn, € W, per h <
h, e 'immagine di H," “(W,) — H. %(W,,) & generata dalle classi di
np per h < hy,.
Sia {c;} una successione di numeri reali. Dico che ¢ possibile determinare una
successione {a, € Z(W,)} tale che

f ay Anp =cp, per h<hy,, aylw,., = alw,, per v>2.
W,

Poiché i W, ammettono un buon ricoprimento finito, per la dualita di Poincaré
possiamo trovare {8, € Z'(W,)} tali che

fﬁv/\nh=6h, per h < hy.
Wy

Possiamo quindi scegliere g = By, @1 = B1. Supponiamo di aver costruito
ao, . . ., @y, per qualche v > 1, in modo che sia soddisfatta la

ulw, , = uiilw,,, s€ 2<u <
Abbiamo allora

By+1 —ay) Anp =0, per h<h,.
Wv—l

Questo implica che

Byvs1—ay)An=0, Vne %m_q(wv—l)
Wy
e quindi esiste una ¢ € .Qq‘l(W,,_l) tale che Byrilw, , — avlw, , = d¢. Se y €
QI (W,.1) & uguale a ¢ su W,_,, possiamo definire @,+; = Sy+1 — di. Otteniamo
quindi per ricorrenza la successione delle {8,} e potremo allora definire 8 € Z9(M)
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ponendo Blw, = By+2lw, per ogni v > 0. La classe di coomologia definita da 8
¢ I’elemento del duale di H. ?(M) che vale c;, sull’elemento [77,] della base di
H.""?(M). Cid completa la dimostrazione. O
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CAPITOLO XXIV

Fibrati di Steenrod topologici

Richiamiamo in questo capitolo alcune nozioni di topologia che utilizzeremo
in seguito.

XXIV.1. Azione di gruppo
Sia G un gruppo ed F un insieme.

Dermizione XXIV.1.1. Un’azione a sinistra di G su F & un’applicazione

(24.1.1) GXF>(g,p) —gpeF

tale che

(@) ep=p, VpeF,

(if) 81(82p) = (8182)p, VY81,82€G, VpeF.

In modo analogo si definisce un’azione a destra di G su F' come un’applicazione

(24.1.2) FxG>(p,g)— pgeF

tale che

(") pe=p, VpeF,

@if") (pg)g2 = p(g182), Vg1,82€ G, Vp e F.
Se (24.1.1) ¢ un’azione a sinistra, la

(24.1.3) FxG>(p,g)— g 'peF

¢ un’azione a destra e, se (24.1.2) ¢ un’azione a destra, la

(24.1.4) GxF>(g,p)— pg ' €F

¢ un’azione a sinistra. Non sara quindi restrittivo limitarsi, nel trattare le azioni di
gruppo in generale, a considerare quelle a sinistra.

Data un’azione a sinistra (24.1.1), possiamo associare all’elemento g di G
I’applicazione

(24.1.5) p(g):F>p—gpeF.
Dalle (i) ed (i7) segue che
ple) =idr, p(gig2) =p(g) o p(g2), p(E) =[P, Ve1.82.8€G.
Quindi
(24.1.6) p:G— S(F)

397
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¢ un omomorfismo di G nel gruppo S(F) delle permutazioni degli elementi di F
e, viceversa, ogni omomorfismo (24.1.6) definisce un’azione a sinistra di G su F
mediante

(24.1.7) G X F>(g,p) — p(g)(p) € F.

DeriNnizioNe XXIV.1.2. L’omomorfismo p per cui valgano le (24.1.5), (24.1.7)
si dice associato all’azione (24.1.1)).

OsservazioNe XXIV.1.3. Se (24.1.2)) ¢ un’azione a destra, allora I’applicazione
p : G — S(F) definita da p(g)(p) = pg ¢ un anti-omomorfismo di gruppi; soddisfa
cioe la p(g182) = p(g2)p(g1) per ogni g1, 22 € G.

Dermvizione XXIV.1.4. kerp ¢ il nucleo d’infedelta dell’azione (24.1.1). Se p
¢ iniettivo chiamiamo 1’azione (24.1.1)) fedele (o effettiva).

DermizioNne XXIV.1.5. Lorbita di un punto p € F (per I’azione di G) ¢ il
sottoinsieme Gp = {gp | g € G} di F.

Le orbite degli elementi di F definiscono una partizione di F e quindi la rela-
zione di appartenere alla stessa orbita ¢ una relazione di equivalenza. Il quoziente
corrispondente si indica con F/G e si dice spazio delle orbite.

Se Gp = F per ogni p € F, se cio¢ F/G contiene un solo punto, diciamo che
I’azione ¢ transitiva.

Un’azione transitiva e fedele si dice semplicemente transitiva.

OsservazioNe XXIV.1.6. 1l nucleo d’infedelta K = kerp dell’azione (24.1.1)
¢ un sottogruppo normale di G. Poiché gip = gap se gI]gz € K, fissato p € F
I’elemento gp dipende solo dalla classe di equivalenza di g in G/K. Possiamo
quindi far corrispondere all’azione di G su F un’azione fedele di G/K su F e,
viceversa, ad ogni azione fedele di G/K su F determina un’azione di G su F con
nucleo d’infedelta K, dimodoché [g]p = gp per ogni g € G e p € F, ove abbiamo
indicato con [g] la classe laterale di g in G/K.

OsservazIONE X XIV.1.7. Diciamo che I’azione di G su F & n-transitiva se, date
due n-uple di punti distinti (py, ..., p,) e (q1,-...,q,) Vi ¢ un elemento g di G tale
chegp;,=qgiperl <i<n.

Ricordiamo che 1’azione si dice primitiva se & transitiva e non preserva nessuna
partizione non banale di F.

Un’azione doppiamente transitiva ¢ primitiva, ma non vale il vice versa. Ad
esempio, il gruppo delle rotazioni piane intorno all’origine agisce sulla circonfe-
renza in modo primitivo, ma non doppiamente transitivo.

Osservazione XXIV.1.8. Sia (24.1.1) un’azione di gruppo. Se H & un altro
gruppo e ¢ : H — G un omomorfismo di gruppi, allora anche la

(24.1.8) HXF > (h,p) — d(h)p e F

¢ un’azione di gruppo. Se ¢ ¢ iniettiva e (24.1.1) ¢ fedele, allora anche (24.1.8) &
fedele. Se ¢ ¢ surgettiva e (24.1.1) ¢ transitiva, allora anche (24.1.8)) ¢ transitiva.

N

Se H ¢ un sottogruppo di G e ¢ I'inclusione, allora diciamo che la (24.1.8)) ¢
una restrizione ad H di (24.1.1)) e che (24.1.1)) & un’estensione a G di (24.1.5).
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Dermizione XXIV.1.9. Un sottoinsieme E di F & invariante per ’azione di G
se gp € E per ogni p € E. In questo caso la

GXE>(g,p)—gpeE

¢ ancora un’azione di gruppo.

OsservazioNE XXIV.1.10. Se G; sono gruppi, F; insiemi, e G; X F; > (g, pi) —
gipi azioni di gruppo (a sinistra), per i che varia in un insieme / di indici, allora

anche

(ﬂielGi) X (nielFi) > ((g), (1)) — (gipi) € l_[l.E[Fi
¢ un’azione di gruppo (a sinistra). Se tutte le azioni sono fedeli anche il loro
prodotto ¢ fedele e se tutte sono transitive anche il loro prodotto ¢ transitivo.

DerNnizioNe XXIV.1.11. Chiamiamo G-insieme un insieme F su cui sia asse-
gnata un’azione (24.1.1) del gruppo G.

Se F', F» sono due G-insiemi, una G-applicazione di Fy in F; ¢ un’applica-
zione f : F| — F; tale che

fgp) =gf(p), VgeG, VpeFy
Pil in generale, se F; &€ un G;-spazio, peri = 1,2 e ¢ : G; = G, un omomorfismo
di gruppi, una ¢-applicazione di Fyin Fo ¢una f : F| — F, con f(gp) = ¢(g)f(p)
perognige Gyed p € Fy.

Dermizione XXIV.1.12. Due azioni dello stesso gruppo G su due insiemi F'q, F
si dicono equivalenti se esiste una G-applicazione bigettiva f : F| — F».

Dermizione XXIV.1.13. Se F ¢ uno spazio topologico e le applicazioni p(g)
corrispondenti all’azione (24.1.1) di G su F sono degli omeomorfismi, diciamo
che G opera su F' mediante omeomorfismi.

Se F' ¢ una varieta differenziabile e le applicazioni p(g) corrispondenti all’azio-
ne (24.1.1) di G su F sono dei diffeomorfismi, diciamo che G opera su F mediante
diffeomorfismi.

Se F ha una struttura algebrica (un gruppo, un anello, un’algebra ...) e le appli-
cazioni p(g) corrispondenti all’azione (24.1.1)) di G su F sono degli automorfismi,
diciamo che G opera su F mediante automorfismi.

Nel caso di un’azione fedele, parleremo ancora di gruppo di omeomorfismi, di
diffeomorfismi o di automorfismi, rispettivamente.

Esempio XXIV.1.14. Se G ¢ un gruppo, le traslazioni a destra (g,h) — Lgh =
gh e I’aggiunta (g, h) — ad(g)h = ghg™' sono azioni di gruppo a sinistra su G,
che si dicono, rispettivamente, azione canonica a sinistra ed azione aggiunta, o
interna. La traslazione a destra (h, g) — Ry,h = hg ¢ un’azione a destra, che si dice
azione canonica a destra.

Esempro XXIV.1.15. Sia H un sottogruppo del gruppo G. La restrizione ad H
dell’azione canonica a destra definisce un’azione di H su G le cui orbite formano
lo spazio quoziente F' = G/H. Poiché 1’azione canonica a sinistra di G opera sulle
classi laterali sinistre di H, risulta definita un’azione a sinistra canonica di G su F.
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DeriNizioNe XXIV.1.16. Fissiamo un’azione di gruppo (24.1.1). Se py € F,
I’insieme
(24.1.9) Gy =18 € G lgpo = pol

¢ un sottogruppo di G, che si dice lo stabilizzatore (o sottogruppo di stabilita) del
punto pg.

Se po,p1 € F,a € G, e p; = apy, allora
g€ Gp1 < gapg = apy) = a_lgapo = py &= a_lga € GP0
e quindi
Gy, = Gup, = aGpya™' = ad(a)(G ).
In particolare

Lemma XXIV.1.17. Se l'azione 24.1.1) di G su F é transitiva, allora gli
stabilizzatori dei diversi punti di F sono coniugati tra loro. O

Proprosizione XXIV.1.18. Ogni azione transitiva di un gruppo é equivalente
alla sua azione canonica su un suo quoziente.

DimosTrAZIONE. Supponiamo che il gruppo G agisca transitivamente su un in-
sieme F'. Fissiamo un qualsiasi punto pg di F e sia G, lo stabilizzatore del punto
Po-

L applicazione G > g — gpo € F definisce per passaggio al quoziente un’ap-
plicazione f : G/G,, — F. Infatti, se g[lgz € G,,, abbiamo

g'¢2 € Gp, &= g/ g2p0 = po &= g2p0 = g1 0.
Queste equivalenze dimostrano che la f ¢ ben definita ed iniettiva. Essa ¢ anche
bigettiva perché abbiamo supposto che 1’azione fosse transitiva. Poiché f(g[h]) =
f(lgh]) = ghpo = gf([h]) (al solito indichiamo con [/4] la classe di equivalenza
di & € G in G/H), la f ¢ una G-applicazione e quindi, essendo invertibile, una
G-equivalenza. O

XXIV.2. Azioni continue
Siano G un gruppo topologico ed F uno spazio topologico.

Dermizione XXIV.2.1. Un’azione (24.1.1) di G su F si dice continua se 1’ ap-
plicazione G X F' > (g, p) — gp € F ¢ continua.

In questo caso G agisce su F' mediante omeomorfismi.

Dermvizione XXIV.2.2. Chiamiamo G-spazio uno spazio topologico F' su sui
sia definita un’azione continua di un gruppo topologico G.

Lemma XXIV.2.3. Se F é un G-spazio, la proiezione n : F — F/G sullo spazio
delle orbite e aperta.

Se inoltre F e uno spazio di Hausdorff compatto e G un gruppo compatto,
allora la proiezione m : F — F/G ¢ anche chiusa.



XXIV.3. FIBRATI DI STEENROD E FIBRATI PRINCIPALI 401

DimosTRAZIONE. Se A ¢ un aperto di F, allora

J'[j_l(J'lj(A)) - UpGAGp - UgEGgA

¢ aperto, perché ciascuno degli insiemi gA, immagine di A mediante I’omeomor-
fismo di F definito da g, ¢ aperto. Questo equivale ad affermare che m(A) &
aperto.

Supponiamo ora che F e G sina compatti e che, inoltre, F sia di Hausdorff. Il
prodotto topologico G X F' & compatto. Quindi ogni chiuso di G X F ¢ compatto, e
percio la sua immagine in F mediante I’applicazione continua (24.1.1) & compatta
e quindi chiusa, perché i compatti di F' sono chiusi per I’ipotesi che F fosse di
Hausdorff. Se K & un sottoinsieme chiuso di F, allora n~!(m(K)) & I'immagine del
chiuso G x K mediante la (24.1.1) e quindi un chiuso. Questo dimostra che (K) &
chiuso per ogni chiuso K di F, cio¢ che I’applicazione (24.1.1) & chiusa. o

Dermizione XXIV.2.4. Siano G| e G, due gruppi topologici e ¢ : G| —
G, un omomorfismo di gruppi topologici. Dati due G;-spazi F; (i = 1,2) un ¢-
omomorfismo di F; in F» ¢ un’applicazione continua f : F; — F5 che soddisfa
f(gp) = ¢(g)f(p)perognip € Freg € Gy.

Se G| = G, = G e ¢ I'identita, una f € € (F, F») che commuti con I’azione
di G si dice un G-omomorfismo. Se f ¢ un omeomorfismo, anche la sua inversa ¢
un G-omomorfismo. Diremo, in questo caso, che f & un G-isomorfismo.

OsservazioNE XXIV.2.5. Se H ¢ un sottogruppo del gruppo topologico G,
I’azione di G su G/H ¢ transitiva e continua.

OsservaziONE XXIV.2.6. Sia F un G-spazio su cui G operi transitivamente.
Fissiamo un punto pg € F e sia H lo stabilizzatore di pg. Risulta allora definita una
G-applicazione bigettiva e continua f : G/H — F. Non possiamo dire in generale
che questo sia un G-isomorfismo.

Cio vale senz’altro nel caso in cui G sia compatto ed F di Hausdorft, perché
un’applicazione continua e bigettiva tra spazi di Hausdorff compatti ¢ anche un
omeomorfismo.

XXIV.3. Fibrati di Steenrod e fibrati principali

Siano G un gruppo topologico ed F un G-spazio fedele. Identifichiamo G al
corrispondente gruppo di omeomorfismi di F'.

Dermizione XXIV.3.1. Una F-struttura su uno spazio topologico W ¢ il dato
di una famiglia A(F, W) di omeomorfismi o : F' — W tali che 0']‘1 ooy € G per
ogni 0,0, € A(F, W).

Dermizione XXIV.3.2. Una F-struttura su un fibrato topologico § = (E N B)
¢ il dato, per ogni fibra E ), di una F-struttura A(F, E).

Chiamiamo F la fibra standard e G il gruppo strutturale di .

Un fibrato £ dotato di una F-struttura si dice un F-fibrato in senso debole.

Se F = G con G che opera su sé stesso per traslazioni a sinistra, chiamiamo
una tale G-struttura principale e § un G-fibrato principale in senso debole.
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Ad un F-fibrato in senso debole & = (E N B) possiamo associare in modo
canonico un G-fibrato principale in senso debole P(E) = (P(E) iR B) con

(24.3.1) P(E)={(p,o)|p€eB, c € A(F,E))}, n(p,c)=p
ed azione canonica a destra di G sulle fibre definita da
(24.3.2) (p,o)-a=(p,cgoa), Y(p,o)e P(E), YaceG.

Su P(E) possiamo considerarela topologia di sottospazio di B X € (F, E).

Dermizione XXIV.3.3. 11 G-fibrato principale in senso debole P(E) si dice
associato a E.

Chiaramente, se U & un aperto di B, la restrizione E|y di € ad U € ancora un
F-fibrato con gruppo strutturale G se tale era E.

DermNizione XXIV.3.4. Se & = (E; N B), i = 1,2, sono fibrati topologici
con la stessa fibra tipica F e gruppo strutturale G, un morfismo continuo di fibrati
(f, f) : E1 > &, & un F-morfismo se
(24.3.3) foo € A(F,Exz), Yp € By, Yo € A(F,E)).

Osserviamo che un F-morfismo si restringe, su ciascuna fibra di &, ad un
omeomorfismo con la corrispondente fibra di &;.

DEFI~NIZIONE XXIV.3.5. Se By = By, f =ided f € un omeomorfismo, diciamo
che (f, f) ¢ una F-equivalenza.

Una F-equivalenza ¢ invertibile e I’inversa & ancora una F-equivalenza.

Dermvizione XXIV.3.6. Se B ¢ uno spazio topologico ed F un G-spazio fedele,
chiamiamo fibrato banale di base B, fibra F e gruppo strutturale G, il fibrato

24.3.4) n:BXF>(p,u)—>peB, conAF,{p}xF)=G,VpekF.

DEerNIZIONE XXIV.3.7. Un F-fibrato &€ = (E — B) si dice di Steenrod se &
localmente F-equivalente ad un fibrato banale.
Un G-fibrato di Steenrod si dice un G-fibrato principale.

Proprosizione XXIV.3.8. Sia & = (E = B) un F-fibrato in senso debole. Con-
dizione necessaria e sufficiente affinché € sia di Steenrod é che P(E) sia principale.

DimosTRAZIONE. Se ¢ : U X F — E|y & una trivializzazione di § su un aperto U
di B, allora¢ : UxG 3 (p,a) — ¢oa € P(E)|y & una trivializzazione di P(€) su U.
Viceversa, se ¥ : U X G — P(E)|y € una trivializzazione di P(E) su U, possiamo
definire una trivializzazione ¢ : U X F — E|y ponendo ¢(p, 1) = Y(p,eq)(u). O

Un atlante di trivializzazione di § € il dato di un ricoprimento aperto % = {U;}
di B e, per ogni indice i, di un’applicazione continua ¢; € ¢ (U; X F, E|y,) per cui
(idy,, ¢;) sia una F-equivalenza del fibrato banale (U; X F' — U;) con &|y,. Per ogni
peU,laF 5u— ¢i(p,u) ¢ unelemento di A(F, E,). Le funzioni di transizione
sono quindi della forma

(24.3.5) (p.p) = (p. i j(p)p), cong;; € €U, ;,G).



XXIV.4. UN LEMMA DI TRIVIALIZZAZIONE 403

Viceversa, abbiamo

Proposizione XXIV.3.9. Siano F un G-spazio fedele, B uno spazio topologico
ed % = {U;} un suo ricoprimento aperto. Sia poi assegnata una famiglia {¢; ; €
€U, ;,G)} con

¢i,j®jkbri = ec suUjjr, Vi, jk.

Esiste allora unico, a meno di equivalenze, un F-fibrato di Steenrod su B, con
gruppo strutturale G, che ammetta un atlante di trivializzazione con ricoprimento
aperto 7 e funzioni di transizione {¢; j}. O

Ne segue facilmente la

Prorosizione XXIV.3.10. Se § e un G-fibrato principale ed F un G-spazio
fedele, esiste unico, a meno di equivalenze, un F-fibrato di Steenrod 0 con § =
P(0). O

La Proposizione [XXIV.3.10|riduce lo studio dei fibrati di Steenrod generali a
quello dei fibrati principali.

XXIV.4. Un Lemma di trivializzazione
Sia G un gruppo topologico ed F un G-spazio fedele.
Lemma XXIVA4.1. Sia € = (E SN B) un F-fibrato principale e siano B, B,
due sottoinsiemi chiusi di B tali che Bi U B, = B e B; N By sia un retrattoE]di B; su
B N By. Se i fibrati §|p, e E|p, sono trivializzabili, allora anche § é trivializzabile.

Se ¢1 : B XF — E|p, definisce una F-trivializzazione di di § su By, é possibile
trovare una trivializzazione di § su B definita da una ¢ : BXF — E che estende ¢,.

DimMosTRAZIONE. Siano p € €' (B2, BiNB,) unaretrazione e ¢; € ¢ (U;XF, E|y,),

per i = 1,2, applicazioni di trivializzazione. La funzione di transizione ¢, €
% (B1 N By, G) verifica la

$1(p, ) = $2(p, ¢12(p)), Vp € BiN By, Yu e F.
Allorala ¢ : BX F — E, definita da

é1(p, ) sepeB,ueF,

et = {¢2(P’¢1,2(P(P))M) sep€By,uer,

€ una trivializzazione di § su B. O

Possiamo ora dimostrare
Lemma XXIV.4.2. Sia F uno spazio G-fedele. Ogni F-fibrato di Steenrod su
[0, 117" e trivializzabile.

1Questo significa che esiste un’applicazione continua p € ¢ (B,, B| N B,) tale che p(p) = p per
ogni p € By N B,.
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DimosTrAZIONE. Per un intero positivo v sufficientemente grande possiamo sud-
dividere [0, 1]" in v" ipercubi di lato 1/v,su ciascuno dei quali & sia trivializza-
bile. Ordiniamo gli v" ipercubi Qy,..., O, in ordine lessicografico. In questo
modo, per ogni & con 2 < h < V" I’ipercubo @y, si retrae per deformazione sul-
la sua intersezione con | J;.,Q;. La tesi segue allora per ricorrenza, utilizzando il

Lemma XXTV.4.1l mi

XXIV.5. Richiami sui CW-complessi

Indichiamo con D la palla unitaria chiusa DF ={xeR¥||x] < 1}di R* e con
S¥ 1 = {x e R¥||x| = 1} la sua frontiera in R¥.

Sia M uno spazio topologico. Una cella di dimensione k di M ¢ il dato di un
sottoinsieme e di M e di un’applicazione continua ¢e : D¥ — M la cui restrizione
alla parte interna D* di D* definisca un omeomorfismo di D* su e, con la topologia
di sottospazio. La ¢ si dice funzione caratteristica della cella e. Chiamiamo € la
cella chiusa e de = ¢pe(S*1) 1a frontiera di e.

Una partizione in celle di M ¢ un ricoprimento K di M mediante celle (aperte)
tale che, per ogni e € K, la frontiera de sia contenuta in un’unione di celle di K di
dimensione pil piccola.

Diciamo che M ¢ un CW-complesso se ¢ uno spazio di Hausdorft e su di esso
¢ assegnata una partizione in celle K con le proprieta:

© o_gni cella chiusa interseca un numero finito di celle;
(W) K = {é| e € K} ¢ un ricoprimento fondamental di M.

Indichiamo con Ky ed K, rispettivamente, 1’insieme delle celle di dimensio-
ne k di K e delle celle di dimensione < k di K. L'unione Si(M) = |J K, delle
celle di dimensione minore o uguale di k si dice scheletro di dimensione k di M.
L’estremo superiore dell’insieme dei numeri interi non negativi k per cui Ky # 0 si
dice la dimensione di M.

Un CW-complesso M ¢ localmente finito se ogni punto ha un intorno aperto
che interseca un numero finito di celle. Questo equivale al fatto che ogni cella
intersechi soltanto un numero finito di celle chiuse.

Un CW-complesso M ¢ compatto se e soltanto se la sua partizione in celle K &
finita.

Un CW-complesso M ¢ connesso se e soltanto se il suo scheletro 1-dimensionale
S1(M) ¢ connesso. Piu in generale, se pg € M ¢ una cella di dimensione 0, abbiamo
7g(M) = m(S4+1(M)) per ogni intero g > 0.

Ricordiamo che uno spazio topologico M ¢ m—conneSS(ﬂ se, per ogni intero
kcon 0 < k < m, ogni f € €(S¥, M) & omotopa ad un’applicazione costante.
Una coppia topologica (M, A) ¢ m-connessa se, per ogni intero k con 0 < k < m,
ogni applicazione continua f € € (D*,S¥~!; M, A) & omotopa ad un’applicazione
costante. Vale la

2Cio significa che un sottoinsieme A di M & chiuso se e soltanto se AN€ ¢ chiuso per ogni e € K.
3Conveniamo che un qualsiasi spazio topologico non vuoto sia —1-connesso.
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ProprosizioNne XXIV.5.1. Ogni applicazione f € (M, N) di un CW-complesso
M di dimensione minore o uguale ad m in uno spazio topologico m-connesso N é
omotopa ad un’applicazione costante.

Sia A un sotto-CW-complesso di un CW-complesso M ed f € € (M, A; N, B)
un’applicazione a valori in una coppia m-connessa. Se tutte le celle contenute
in M\ A hanno dimensione minore o uguale ad m, allora f ¢ A—omotopcﬂ ad
un’applicazione a valori in B.

XXIV.6. Invarianza omotopica dei fibrati di Steenrod a base CW

Sia G un gruppo topologico ed F uno spazio G-fedele.

Lemma XXIV.6.1. Sia e una cella di uno spazio topologico M e siano §; e &
due F-fibrati di Steenrod su e x [0, 1]. Sia N = (ex{0}) U(dex[0,1]). Se Se & e &,
sono F-equivalenti su N, allora & e &, sono F-equivalenti ed ogni F-equivalenza
(idn, ¥n) : Eily = Ealy si estende ad una F-equivalenza (idexo,11,¥) : &1 — E.

DimostrazIONE. Sia ¢ : D" X [0,1] — M X [0, 1] il prodotto della funzione
caratteristica della cella e per I’identita sull’intervallo [0, 1]. Poniamo

N = (e x {0}) U (de x [0, 1]),

dimodoché
¢~ (N) = (D" x {0}) U (D" x [0, 1]).
Per ipotesi, ¢ data un’equivalenza (idy, ¥y) : E1lv — Ezln-

Fissiamo una retrazione p : D" x [0,1] — ¢‘1(N). Poiché D" x [0,1] ¢
omeomorfo a [0, 1]"+!, per il Lemma i fibrati di Steenrod sulla ba-
se D" x [0, 1] sono trivializzabili. Se A; : (D" X [0,1]) X F — Egg,) ed n; :
(D" x[0,1]) X F — Ey4+z,)) sono omeomorfismi di trivializzazione, la 4; o 17[.‘1 :
Ep«¢c)) — Eg g, definisce una F-equivalenza tra p*(¢*(17;)) € ¢*(17;) che ¢ I'i-
dentita sopra ¢‘1(N). Osserviamo ora che la F-equivalenza Yy : Eg |y — Eg,ly
definisce una F-equivalenza ¥y : Egplg-1v) = Eg*(ey)lg-1(v)> mediante

(x50 € ™HN) X Eg, | ¢(x, 1) = mi(u)} 3 (x, 15 1) — Wi(x, 1; )
= (x5, YN, 1), ) € {(x, 15 1) € ¢ (N) X Eg, | $(x, 1) = ma(u)}.

La ¢, si estende in modo naturale ad un’ F-equivalenza tra p*(¢*(§;) € p*(¢*(E2).
Per composizione, otteniamo cosi un’equivalenza tra ¢*(E;) e ¢*(Ez) che estende
quella data tra le loro restrizioni a ¢~! (). Poiché la ¢ & un omeomorfismo fuori di
» N (N), questa F-equivalenza tra ¢*(§;) e ¢*(&;) definisce una F-equivalenza tra
&) e & che estende quella assegnata su N. O

TeorEMA XXIV.6.2. Sia § = (E N B) un F-fibrato di Steenrod, M un CW-
complesso, A un suo sotto-CW-complesso, ed f = {f;} € €(M x [0,1], B) un’A-
omotopicﬂ Allora [ (§) ed f(E) sono equivalenti e possiamo trovare un’equiva-
lenza (idy, @) : f5(§) — f(§) che sia I'identita su f;(E)|a-

“Esiste cioé una f=1{f) € €M x[0,1],N) tale che fy = f, filM) C Bed fi(p) = fo(p) per
ogni p € Aedognit € [0,1].
3Cid significa che t — f,(p) ¢ costante per p € A.
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DimvosTrAZIONE. Consideriamo fissata la struttura di CW-complesso di M.
Sia pyy : M x [0,1] — M la proiezione del prodotto cartesiano sul primo
fattore. Consideriamo su M X [0, 1] i due F-fibrati

Co=pufo®) e Ti=/f"®.
Essi hanno uguale restrizione ad (M X {0}) U (A X [0, 1]) e I’omeomorfismo
M > p — (p,1) € M x|[0,1] trasforma {olmx(1y in f5(§) € {ilmxqny in f7(E).
Bastera quindi costruire una F-equivalenza tra Gy e C; che sia ’identita sopra ad
(M x{0}) U (A X[O0,1]).
Sia N_; = (M x {0}) U (A x [0, 1]) e, per ogni intero non negativo g, poniamo
Ny = (M x{0}) U (A [0, 1]) U (Sy(M) x [0, 1]).
Dimostriamo per ricorrenza che ¢ possibile definire una successione {¢,},>-1 tale
che
(1) ¢_1 siaI’identita sulle fibre sopra (M X {0}) U (A x [0, 1]);
) (iqu,¢q) : {0|Nq — (] |N,, sia una F-equivalenza;
(3) @g+1 = ¢g su Egln,.
La ¢_; ¢ assegnata. Dimostriamo per ricorrenza che, fissato g > 0 ed assegnata
¢4-1, € possibile costruire ¢,. Utilizziamo a questo scopo il lemma di Zorn. Indi-
chiamo con ¥ I’insieme delle coppie (Q, y) formate da un sotto-C W-complesso Q
di M con
Ng-1 CQCN
e da un’applicazione continua
Yo : Exlo — Et lp tc. (idg,¥p) : Cilp — Talp sia una F-equivalenza.
Definiamo una relazione d’ordine su ¥ ponendo

(O1,¥0,) < (02, ¥9,) &= 01 & 02 € Yo, =¥, su Eglo,.

La famiglia ¥ € non vuota, perché contiene (Ny_1, ¢,-1) ed € induttiva perché ogni
unione di celle Q con N,_| € Q C N, € ancora un sotto-CW-complesso di M. Peril
Lemma di Zorn ‘¥ contiene un elemento massimale (Q, ¥/¢). Dal Lemma[XXTV.6.1]
segue facilmente che deve risultare Q = N,. La tesi ¢ conseguenza del fatto che gli
N, formano un ricoprimento fondamentale di M, e quindi gli E¢ |y, un ricoprimen-
to fondamentale di E¢,. Possiamo quindi definire ¢ : Er, — Et, ponendo ¢ = ¢,
su Egl, - O

XXIV.7. Fibrati universali
Sia G un gruppo topologico ed F un G-spazio fedele. Sia m un intero non
negativo o +oo.
DeriNnizione XXIV.7.1. Un F-fibrato di Steenrod T = (E: L By) si dice

m-universale se per ogni F-fibrato di Steenrod § = (E: i Bg) la cui base B
sia un CW-complesso di dimensione minore o uguale ad m esiste un’applicazione
continua f € €' (B, By) tale che f*(C) sia equivalente a E.

Si verifica facilmente che



XXIV.7. FIBRATI UNIVERSALI 407

Proposizione XXIV.7.2. Condizione necessaria e sufficiente affinché un F-

fibrato di Steenrod C = (Er, =, By) sia m-universale é che il G-fibrato principale
associato P(C) sia m-universale. O

Possiamo quindi limitarci, nel seguito di questo paragrafo, a considerare G-
fibrati principali.

TeorEMA XXIV.7.3. Sia T = (Ex, =, By) un G-fibrato principale, il cui spazio

e
totale Er sia (m — 1)-connesso. Allora, per ogni G-fibrato principale & = (Ez —
Bg), la cui base sia un CW-complesso di dimensione minore o uguale ad m, esiste
un’applicazione continua f € €' (Bg, By) tale che € sia equivalente ad f*(0).

Questo teorema ¢ conseguenza della

ProposizioNe XXIV.7.4. Siano G e € come nell’enunciato del Teorema[XX1V.7.3|
Se A e un sotto-CW-complesso di Bg ed (f4, f4) : Ela = T un morfismo di G-fibrati
principali, allora esiste un morfismo (f, f) : € — C di G-fibrati principali con
f=fasu ﬂ'gl(A).

DmvostrAZIONE. Consideriamo fissata la struttura di CW-complesso di Bg. Di-
mostriamo per ricorrenza che ¢ possibile definire, per ogni intero k con 0 < k < m,
un’estensione (fi, fv) : Elaus, ) — T di (fa, fa) 1 Ela — T

Per I’argomento che utilizzeremo, ¢ utile osservare che, per ogni intero k > 0
ed ogni sottoinsieme J di Ky, 'unione A US;(Bz) U (| J) € ancora un sotto-CW-
complesso di Bg.

Poiché Sy(Bg) \ A ¢ un sottospazio discreto, I’esistenza di (fo, fo) & banale. Sia
0 < k < m; supponiamo di aver costruito I’estensione ( f;, ;).

Per ogni J € K41 poniamo Ay = A U Si(B:) U (U J). Sia ¢ la famiglia delle
d. 11, fJ) che consistono di un sottoinsieme J di K;,; e di un omomorfismo di G-
fibrati principali (fy, fy) : Ela; — € che coincide con (fis fr) SUA U Sk(Bg) = Ap.
Introduciamo su _¢ I’ordinamento

J S5 03) < G2 fio f) == 1 € 02 ed folgray ) = i

La famiglia ¢ & non vuota perché contiene (Ay, fi, f) ed & induttiva. Per il Lemma
di Zorn ammette un elemento massimale (Jo, fj,, fJO). Supponiamo per assurdo
che questo elemento massimale sia diverso da Ky, . Scriviamo per semplicita di
notazione Ay, = B, fj, = ged fj, = &

Dunque B ¢ un sotto-CW-complesso di Bz che contiene Si(Bz), ed ¢ definito
un omomorfismo di G-fibrati principali (g, ) : &l — C.

Per ipotesi, vi ¢ almeno una cella e € K| non contenuta in B. Sia ¢ €

€ (D**', M) 1a sua funzione caratteristica. Poiché € & contrattile, la restrizione di &
ad € ¢ banale. Fissiamo una trivializzazione A : € X G — e (@) e consideriamo

I’applicazione continua y € €(S*, E¢) definita dalla composizione

e /15 eG g
Sk s Oe (o) ﬂgl(ﬁe) LN E-.
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Poiché abbiamo supposto che Er fosse k-connesso, la y si estende ad un’applica-
zione continua ¥ € (D!, E:). La

» g(o) se mg(0) € B,
(o) =94_ -1
Y(pe (P) - A () sep=ne(0) € e,

con u = mg o ii, la (u, i) € un morfismo di G-fibrati principali che estende (g, ) a
Elpue. Poiché (Jo U {e},u,it) € 7 e

(Jo.8.8) < (Jo U {e}, u, i),

questo contraddice la massimalita di (Jo, g, &). Cio dimostra I’esistenza dell’esten-
sione (fr+1, f}m) e dunque, per ricorrenza, se m < oo, dell’estensione (f,, fm) =
(f, f). Se m = oo, osserviamo che, dal momento che gli A U Sg(M) formano un
ricoprimento fondamentale di M e gli Et|aus,(m) un ricoprimento fondamentale di
Eg, la (f, ) : € = Cdefinita da (f, f) = (fi. i) su Elaus,(m) € un omomorfismo di
G-fibrati principali. La dimostrazione & completa. O

OsservazioNe XXIV.7.5. Si verifica facilmente che la condizione che E¢ sia
(m — 1)-connesso ¢ necessaria perché I’enunciato della Proposizione sia valido
per ogni G-fibrato principale § la cui base sia un CW-complesso di dimensione
minore o uguale ad m. Infatti ogni applicazione continua ¢ € €' (S", Er) defini-
sce un G-omomorfismo (fgu-1, fsn_u) del fibrato banale S” x G — S" in C, ove
si ponga f(x,a) = ¢(x)a per ogni x € S” ed a € G. Un’estensione (f, f) di
(fgn-1, fgn-1) ad un G-omomorfismo del fibrato banale D"*' x G — D™! in {
definisce un’estensione f(x, eg) di ¢ ad un’applicazione continua da D"**! in E:.

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA Fissiamo una cella A = {pg} di dimen-
sione 0 di Bg e consideriamo I’applicazione che fa corrispondere al punto py un
qualsiasi punto zo di B. Fissati un punto o € zrg Y(po) ed un punto 7 € ngl(z()),
la opa — 7oa, per ogni a € G, definisce un morfismo di G-fibrati principali
Elp, — C. Per la Proposizione esso si estende ad un omomorfismo di
G-fibrati principali (f, f) : & — G, che definisce I’equivalenza g =~ f*(C). O

TeoreMA XXIV.7.6. Sia T = (E¢ =, By) un fibrato G-principale il cui spazio
totale Er. sia m-connesso. Sia M un CW-complesso di dimensione minore o uguale
ad m e siano fo, fi € € (M, By) due applicazioni continue. Se f;(C) ed f;(C) sono
equivalenti, allora fy ed fi sono omotope.

DivosTRAZIONE. Siano f(C) = (E; X, M) con
Ei={(p 1) e M X E| fi(p) =mc(D)}, m:Ei>(p,7) > peEM.

Gli omomorfismi standard (f;, f;) : f(©) — T sono definiti da fi(p,7) = 7 per
ogni (p,7) € E;. Per ipotesi esiste un’equivalenza (¢, @) : f© — £(@© diG-
fibrati principali, con ¢(p) = p e d(p,7) = (p,d(p,7)) per (p,7) € Ey, ove ¢ €
C><(E1,Er)e d(p,ta) = ¢(p, T)a per ogni (p,7) € E; ed a € G.

Il prodotto M X [0, 1] € un CW-complesso di dimensione minore o uguale ad
(m+1). Siaw : M x[0,1] — M la proiezione sul primo fattore € § = @*(f; ()
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I'immagine inversa su Mx[0, 1] di f;(C). Osserviamo che A; = M x{i}, peri =0, 1,
ed A = AgUA1, sono sottospazi cellulari di M x[0, 1]. Definiamo (fA,fA) (g —>C
ponendo

Jalp, D) = fi(p) sepeM,i=0,1,e

f](p,‘r) se (p, 7)€ E,i=0,
Ap.d(p, 1) se(p,7)€E,i=L.

Per la Proposizione [XXIV.7.4| (f4, f4) si estende ad una (f,f) : € —» C. In
particolare, f = {fi} € €' (M x [0, 1], Bt) definisce un’omotopia tra fj ed fi. O

fap.i, 0= {

Come conseguenza dei Teoremi [XXIV.7.3|e [XXIV.7.6 abbiamo

T
Teorema XXIV.7.7. Sia T = (Er - Bt) un G-fibrato principale il cui spazio
totale E; sia m-connesso ed M un CW-complesso di dimensione minore o uguale
ad m. La corrispondenza

C(M,By) > f— f(D)

definisce per passaggio ai quozienti una bigezione tra l'insieme (M, B) delle
classi di omotopia di applicazioni continue da M in Bt e l'inisieme dei G-fibrati
principali con base M, modulo equivalenza. O

XXIV.8. Fibrati di Milnor

J .Milnmﬁ ha descritto una costruzione canonica di fibrati m-universali, che si
basa sulle proprieta dei giunti di spazi topologici.

Giunto di spazi topologici. Ricordiamo la costruzione del giunto di due spazi
topologici. Se A, B sono due spazi topologici non vuoti, consideriamo lo spazio
vettoriale libero generato dall’unione disgiunta di A e B, ed indichiamo con A = B
I’insiem
(24.8.1) AxB={1-ta+tb|lacA, beB, 0<t<1}.

L applicazione
m:AXBXx[0,1]12(a,b,t) — (1 —-t)a+tbeAxB

¢ surgettiva e possiamo quindi considerare su A * B la topologia quoziente: A = B
si ottiene da A X B x [0, 1] identificando ad un punto ciascuno dei sottoinsiemi
{fa} x Bx0ed A x{b} x 1. Il giunto A = B & connesso per archi e contiene i
sottospazi chiusi 7(A X B X {0}), omeomorfo ad A, m(A X B X {1}) omeomorfo a
B, 7(A X B X {%}), omeomorfo ad A X B. Identificheremo a volte nel seguito, per
semplicita di scrittura, A, B, A X B ai corrispondenti sottospazi di A * B.

6John Milnor, Construction of universal bundles, II, Annals of Mathematics, (63) 1956, pp.
430-436.

7Supponiamo per semplicita di scrittura che A e B siano disgiunti. Altrimenti, dovremmo con-
siderare I’unione disgiunta A LI B come il sottoinsieme di (A U B) x {0, 1} formato dalle coppie (a, 0)
cona € Ae(b,1)conb e Be scivere, in 24.8.1), (1 — 1)(a,0) + #(b, 1) invece di (1 — a + 1 b.
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Casi particolari sono il cono di base A, che & il giunto A + D° di A con I’insieme
formato da un solo punto e la sospensione di A, che & il giunto A * S° di A con lo
spazio formato da due punti.

La giunzione di spazi topologici & un’applicazione associativa: si verifica facil-
mente che, se A1, Ay, A3 sono tre spazi topologici, allora (A; #*Ay)*A3z ¢ omeomorfo
ad A *(A, *A3). Potremo quindi indicare senza ambiguita con A *- - - A,, il giunto
di n spazi topologici. Possiamo ancora scrivere

248.2) Ay x---xA,={tha1 +---+tywa, |a;€A;, t; >0, t; +---+1, = 1}.
Identificheremo A; al sottospazio formato dai punti con #; = 1. Vale la

ProposizioNne XXIV.8.1. Il giunto Ay % --- % A, di n spazi topologici é (n —
2)-connesso.

Premettiamo il

Lemma XXIV.8.2. Se Ay ¢ connesso per archi ed Ay # 0, allora A = Ay ¢
semplicemente connesso.

DIMOSTRAZIONE. Sia f € €(S', A1 * A;). Possiamo scrivere f nella forma
f(s) = (1 —t(s)ay(s) + t(s)ax(s), con te€ € (S, [0,11),
ar € G(S"\ {t(s) = 1)), a2 € G(S" \ {1(s) = O)).

Definiamo una funzione continua b; € €(S!,A;) che coincida con a; quando

t(s) < % L’insieme {s € S! | #(s) > %} ¢ unione, al pit numerabile, di archi

aperti s’s”’. Poiché A; ¢ connesso per archi, possiamo trovare per ciascuno di essi

un’applicazione continua b=, € €'(s's”, A1) con b 5.(s") = ai(s’) e bs5,(s") =
ai(s”"). Definiamo allora

bi(s) = {al(s) se tiozs 1, . 1
bs5(s) ses’s” € una componente connessa di {1(s) > 5}.
Poniamo
t(s,7) = min{l, (1 + D)t(s)}, fr(s) = (1 —t(s, 7))ai(s) + (s, T)ax(s).

Poiché #(s,7) = 0 quando #(s) = O e t(s,7) = 1 quando #(s) = 1, la f:(s) ¢ definita e
continua su §' x [0, 1] e descrive percid un’omotopia tra la f assegnata ed

f1(s) = (1 = 11(5))b1(s) + t1(s)az(s), con t1(s) = min{1, 2¢(s)}.
Poiché b; € €(S!,A)), la
S [0,1]3 (5,7) — (1 = 711(8)b1(s) + 11 (s)aa(s) € Ay * Ay

¢ definita e continua e descrive un’omotopia di f; con un laccetto continuo f, a
valori in A;. Fissiamo ora un punto p; € A;. La

S1%[0,1]13 (s,7) — (1 = 1)bi(s) + Tp2 € A % Ay

¢ un’omotopia tra f, e un’applicazione costante. La dimostrazione ¢ completa. O
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Indichiamo con qu(A) il g-esimo gruppo di omologia ridotta (a coefficienti in
Z)di A. E Hy(A) = H,(A) se ¢ > 0 ed Hy(A) = Hy(A) & Z.

Lemma XXIV.8.3. Siano A ed A, spazi topologici non vuoti e siano ki, ky >
—1 due interi per cui I:Iq(A,-) =0se0<qg<k,i=1,2. Allora I:Iq(Al *Ar) =0
perq < ki +ky +2.

DimosTrAZIONE. Osserviamo che A; ¢ un retratto di deformazione di U; =
Ay %Ay \ Ay ed A; un retratto di deformazione di U, = A x« Ay \ A; eche Uy N U,
¢ omotopicamente equivalente ad A X B. Otteniamo quindi la successione esatta di
Mayer-Vietoris

c—— Hy(A1 XAy —— Hy(A)® Hy(Ay) —— Hy(A; * Ay) >

e I:Iq_l(Al XAZ) e

Le inclusioni A; — A; * A, sono omotope ad applicazioni costanti e quindi dalla
successione di Mayer-Vietoris ricaviamo le successioni esatte corte

0> Hy1(Ap xA)) —— Hy(A1 x Ay) —— Hy(A) ® Hy(Az) — 0.

Per la formula di Kiinnet, se H,(A;) = 0 per ¢ < k;, otteniamo che H,(A; X Az) = 0
perg <k +k +1 equindiI:Iq(Al x*A))=0seqg <k +ky+2. O

Poiché per un teorema di Hurewiczﬁ uno spazio topologico semplicemente
connesso A ¢ k-connesso se e soltanto se H,(A) = 0 per ogni g < k, otteniamo
la

ProposizioNne XXIV.8.4. Se A; é kj-connesso, per i = 1,2, allora Ay = Ay e
ki + ko + 2 connesso. O

Da questa segue la Proposizione | XXIV.8.1

Consideriamo ora una successione {A,},>1 di spazi topologici non vuoti. Pos-
siamo identificare il limite diretto (o induttivo)

J({A,) = injlim A; # -+ % A,

n—oo

con I'insieme
J({A) = {Zizltia,-|t,- >0, Y ti=1, #ilt; 20} <o, ai€ Ai}.

Per ogni n abbiamo un’inclusione naturale 1, : Ay * --- * A, — J({A,}), che ci
permette di considerare ogni giunto A; * - - - * A, come un sottoinsieme di J({A,}).

8Witold Hurewicz (1904 -1956), matematico polacco. Dopo la formazione a Vienna, fu assi-
stente di Brouwer ad Amsterdam dal 1928 al 1936. Si trasferi poi negli Stati Uniti. A lui si deve la
definizione dei gruppi di omotopia di ordine superiore (1935-36), la successione esatta lunga delle
fibrazioni e il teorema che mette in relazione omotopia ed omologia.

Sia M & uno spazio topologico. Ad ogni applicazione f € €(S", M) corrisponde un omomorfi-
smo f, : H,(S") ~ Z — H,(M). L'immagine f.(1) dipende soltanto dalla classe di omotopia di f e
definisce quindi un’applicazione A, : 7,(M) 3 [f] — f.(1) € H,(M), che & un omomorfismo (I’omo-
morfismo di Hurewicz) per ogni n > 1. Poniamo wtj(M) = m(M)/[m(M), 7ti(M)] (I’ abelianizzato
del gruppo fondamentale), e (M) = m,(M) se n > 2. Il Teorema di Hurewicz ci dice che:

Sen > 1ed M é(n— 1)-connesso, allora I’applicazione \,, : 7t,(M) — H,(M) & un isomorfismo.
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Possiamo considerare su J({A,}) la topologia limite induttivo, per cui il ricopri-
mento {A] % --- % A, }u>1 € chiuso e fondamentale. Un sottoinsieme E di J({A,}) ¢
cioe chiuso se interseca ogni A; * - - - % A, in un chiuso. Abbiamo

Proprosizione XXIV.8.5. Se tutti gli spazi topologici A, sono di Hausdorff,
anche J({A,}) é di Hausdorff ed é uno spazio topologico co-connesso.

DimosTtrAZIONE. Consideriamo due punti a = ) 7;a; e b = Y A4;b; di J({A,}). Se
7, # Ai, per qualche indice iy, allora {f;, < %(T,’O + i)} e {ti, > %(T,’O + 4,)} sono
intorni disgiunti dei due punti. Se 7; = A; per ogni i, allora 7;, > 0 ed a;, # b;, per
un indice ip. Fissiamo quindi intorni disgiunti U, ed Uy, di g;, € b;, in A;,. Allora
gli insiemi {t;, > 0, x; € U} e {t;, > 0, x; € Up}, ove abbiamo indicato con } #x;
il generico punto di J({A,}), sono intorni aperti disgiunti di a e b in J({A,}).

Osserviamo ora che ogni compatto K di J({A,}) ¢ contenuto in uno dei sotto-
spazi A = --- % A,. Infatti, se cosi non fosse, potremmo trovare una successione
{x} di punti di K con x™ ¢ A; - --xA, per ogni intero positivo n. Questa succes-
sione sarebbe chiusa e discreta, perché ogni sua sottosuccessione interseca ciascun
Ay #---% A, al piu in un numero finito di punti. Ma {x" | v>0}|neZ)eallora
una famiglia di chiusi con la proprieta dell’intersezione finita che ha intersezione
vuota. Abbiamo ottenuto una contraddizione che dimostra che K € contenuto in
uno dei sottospazi Ay * - - * A,,.

Da questa osservazione segue la tesi. Infatti, se f € 4(S", J{A.})), allora
f(S™) & contenuta in Ay * --- * A,, per qualche v > n+2. Per la Proposizio-
ne[XXIV.8.I|A; = --- * A, & n-connesso, e quindi f & omotopa ad un’applicazione
costante. O

Costruzione del fibrato standard. Se G ¢ un gruppo topologico, possiamo
definire un’azione di G sul giunto
J'G)=Gx---xG
| ———
n volte
di n copie di G mediante
g (gt + - +1,80) = 11(gg1) + -+ - + 1,(88n)-

La proiezione nel quoziente 7 : J"(G)/G rispetto a quest’azione di gruppo defini-
sce un G-fibrato principale con spazio totale (n — 2)-connesso.

Dernizione XXIV.8.6. 11 fibrato J"*2(G) — J"2(G)/G si dice il fibrato di
Milnor con spazio totale n-connesso del gruppo topologico G.

Come nel paragrafo precedente, possiamo considerare il limite diretto J*°(G)
dei giunti J”(G). Risulta definita un’azione di G su J*(G), che sui sottospazi
J*(G) coincide con quella precedentemente descritta. La proiezione nel quoziente

(24.8.3) m(G) = J7(G) — J¥(G)/G
¢ un G-fibrato principale con spazio totale co-connesso.

Dermizione XXIV.8.7. 1l fibrato (24.8.3) si dice il fibrato universale di Milnor
del gruppo topologico G.
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Per il Teorema abbiamo
TeorEMA XXIV.8.8. Sia M un CW-complesso. La corrispondenza
f€ECM,I*(G)/G) «— fW(G))

definisce per passaggio ai quozienti una bigezione tra 'insieme (M, J*(G)/G)
delle applicazioni continue da M in J*(G)/G) modulo omotopia e ’inisieme dei
G-fibrati principali con base M, modulo equivalenza. O
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CAPITOLO XXV

Gruppi lineari e loro algebre di Lie

Un gruppo lineare ¢ un sottogruppo chiuso G di GL,(C) (per qualche intero
positivo n). In questo capitolo iniziamo lo studio della struttura dei gruppi lineari.

XXV.1. Algebre di Lie
Dermizione XXV.1.1. Si dice algebra di Lie su un campo k un’algebra g su k
il cui prodotto EL che indichiamo con
gxg3 X ¥)—[X.Y]€g,
sia antisimmetrico e soddisfi I’identita di Jacobi:
(X, [Y.ZI + [V [ZX]1+[Z,[X, Y]] =0 VX, Y, Zeg.
OsservazioNE XX V.1.2. Se il prodotto in g & antisimmetrico, il primo membro

dell’identita di Jacobi ¢ un’applicazione trilineare alternata. Per verificare che g sia
un’algebra di Lie sara quindi sufficiente verificare
(1) che [X,X]=0 VXeg
(2) che I’identita di Jacobi valga per ogni terna di vettori distinti di una base
di g come spazio vettoriale.

Esempio XXV.1.3. Sia V un qualsiasi spazio vettoriale su un campo k. Allora
V & un’algebra di Lie con il prodotto

VXV>3((,mn—0cV.

Un’algebra di Lie in cui il prodotto di due qualsiasi elementi sia O si dice abeliana.

Esempio XXV.1.4. Sia V uno spazio vettoriale su k e sia gl(V) lo spazio vet-
toriale su k di tutti gli endomorfismi lineari di V. Allora gl (V) € un’algebra di Lie
su k rispetto all’operazione di commutazione di endomorfismi k-lineari:

gl X gl (V)2 (X, Y)—[X, Y] =XoY —-Y o X € gl(V).
Abbiamo infatti, se X, Y, Z € gl (V):
(X, [V, Z]]=Xo(YoZ—-ZoY)—(YoZ—-ZoY)oX
=XoYoZ—-XoZoY—-YoZoX+ZoYoX
e analogamente

Y [Z,X]]=YoZoX—-YoXoZ—-ZoXoY+XoZoY,

IRicordiamo che un’algebra su un campo k ¢ il dato di uno spazio vettoriale A su k e di
un’applicazione bilineare A X A 3 (a,b)—a - b € A.

417
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[Z,[X,Y]]=ZoXoY—-ZoYoX—-XoYoZ+YoXoZ

Sommando membro a membro, da queste tre uguaglianze otteniamo I’identita di
Jacobi.

In particolare, gl,(k) = gl (k") ¢ un’algebra di Lie su k rispetto all’operazione
di commutazione di matrici:

al,(k) x gl,(k) > (X, Y)—[X, Y] = XY - YX € gl,(k).

Se il campo k ¢ una estensione del campo F, considereremo a volte gl,(k) come
un’algebra di Lie su F per restrizione del campo degli scalari.

Un’applicazione lineare ¢ : g— tra due algebre di Lie g e b sullo stesso
campo k si dice un omomorfismo di algebre di Lie se

o([X,Y]) = [¢(X), ¢(Y)] VXY €g.

Se g & un’algebra di Lie su k e V uno spazio vettoriale su k, si dice rappresen-
tazione lineare di g in V un omomorfismo di algebre di Lie

¢ : g—al(V).

Se ker ¢ = {0}, la rappresentazione ¢ si dice fedele.
Una rappresentazione fedele permette di identificare g ad una sottoalgebra del-
I’algebra di Lie degli endomorfismi di uno spazio vettoriale.

Esempio XXV.1.5. Sia A sia un’algebra associativa sul campo k, con prodotto
A XA > (a,b)—a-b € A. Otteniamo su A una struttura di algebra di Lie su k, che
indichiamo con Ag, considerando su di essa il prodotto:

[a,bl]=a-b —b-a Va,b e A.

Supponiamo che g sia un’algebra di Lie di dimensione finita N su un campo k.
Fissata una base Ey, ..., Ex di g, si definiscono costanti di struttura dell’algebra g
in tale base gli scalari (c’j k)lsi, jk<n definiti da

N
[Ej,Exl = ) ciyE; V1< jk<N.
i=1
Le costanti di struttura verificano le relazioni:
c;k = —c}; ; (antisimmetria)
N
i+ Clych; + el =0 (identita di Jacobi).
i=1
Viceversa, dato uno spazio vettoriale g su k, una sua base Ej, ..., Ex e coefficienti
(c;’k)lg, jk<n che verificano queste relazioni, vi ¢ un’unica struttura di algebra di
Lie su g per cui tali coefficienti siano le costanti di struttura nella base Ey, ..., Ey.

Esempio XXV.1.6. Sia R? lo spazio Euclideo di dimensione 3. Il prodotto
vettore
R3XR3 35 (v,w)—vxweR>
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¢ definito dall’identita:
det(v,w,2) = (WX wl|z) VYv,w,z € ]R3,

dove abbiamo indicato con (v, w, z) la matrice 3 X 3 che ha come colonne i vettori
v,w,z. Le regole di calcolo del prodotto vettore si esprimono nei vettori ey, ez, 3
della base canonica mediante:

eixe =0, e Xej=e€(,jke

per ogni i = 1,2,3 ed ogni permutazione (i, j, k) di {1,2,3}. Lo spazio Euclideo
R3 con il prodotto vettore & un’algebra di Lie reale. Infatti il prodotto vettore &
antisimmetrico perché, scambiando le prime due colonne di una matrice, il deter-
minante cambia segno. Infine, per verificare I’identita di Jacobi basta verificare
che
e1 X(epXe3)+exX(ezXey)+ezX(egXe)=0

Questa relazione ¢ banale perché ciascuno degli addendi a primo membro & uguale
a zero.

In modo equivalente, possiamo identificare R? allo spazio vettoriale reale for-
mato dai quaternioni puramente immaginari. In questa identificazione, la par-
te reale e la parte immaginaria del prodotto di due quaternioni puramente im-
maginari sono rispettivamente il prodotto scalare e il prodotto vettore dei vettori
corrispondenti.

Se a e b sono sottospazi vettoriali di un’algebra di Lie g sul campo k, indichia-
mo con [a, b] il sottospazio vettoriale generato dagli elementi [X, Y] al variare di X
in a e di Y in b. Poiché il prodotto ¢ antisimmetrico, [a, b] = [b, a].
Un sottospazio vettoriale a di g si dice una sottoalgebra di Lie di g se
[a,a] C a.
Un sottospazio vettoriale §) di g si dice un ideale dell’algebra di Lie g se

[3,b] C .
Si verifica facilmente:
Lemma XXV.1.7. Se ¢ : g—b e un omomorfismo di algebre di Lie, allora
ker ¢ e un ideale di g.
Se by e un ideale dell’algebra di Lie o, allora vi e un’unica struttura di algebra

di Lie su /Y che renda la proiezione nel quoziente

6 —— a/h

un omomorfismo di algebre di Lie.
Sia A un’algebra su un campo k. Un endomorfismo k-lineare
D:A—A
si dice una derivazione di A se verifica |’identita di Leibnitz:

D(a-b) = (Da)- b +a- (Db).
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Lemma XXV.1.8. L’insieme Der(A) di tutte le derivazioni di un’algebra A su k
e una sottoalgebra di Lie di gl (A).

DmosTtrAZIONE. Osserviamo innanzi tutto che Der(A) € un sottospazio vetto-
riale di glg(A) perché il prodotto A X A 3 (a,b)—a - b € A ¢ k-bilineare.
Se Dy, D, € Der(A), abbiamo:

[D1,Dy])(a-b) =Di(Dra-b+a-Dyb)— Dy(Dia-b+a-Db)
=D\Dya-b+ Dra-Db+ Dja-Dyb+a-DiDyb
—DyDya-b—Dia-Dyb—Dya-Dib—a-DyDb
=(D1Dy —DyDy)a-b+a-(D1Dy—DyD)b
=[Di,Dyla-b+a-[D1,D;]b
e quindi Der(A) ¢ un’algebra di Lie. O
Se A ¢ un’algebra associativa, allora per ogni a € A ’applicazione
D,:A>b—a-b—b-acA

¢ una derivazione di A.
Si verifica facilmente che vale il seguente:

Lemma XXV.1.9. Sia A un’algebra associativa su k. Allora I’applicazione
A >a—D, € Der(A)

e un omomorfismo dell’algebra di Lie Ag nell’algebra di Lie Der(A) delle deriva-
zioni di A.

Data un’algebra di Lie g sul campo k, ed un elemento X € g, indichiamo con
ad(X) I’endomorfismo lineare

ad(X): g3 Y—adX)Y =[X,Y] €.
TeoreMa XXV.1.10. L’applicazione
ad : g > X—ad(X) € gli(9)

e una rappresentazione di g nell’algebra Der(g) delle derivazioni di g.

DmvosTrAZIONE. Lapplicazione ad ¢ lineare perché il prodotto [ -, -] & bilineare.
Dall’identita di Jacobi ricaviamo:

ad(X)[Y. Z] =[X, [Y, Z]]
=-[YIZ X1 -[Z [X, Y]]
=[Y, ad(X)Z] + [ad(X)Y, Z]
VX,Y,Z€g
e quindi ad(X) &, per ogni X € g, una derivazione dell’algebra g. Abbiamo inoltre
[ad(X), ad(Y)]Z =ad(X)[Y, Z] — ad(Y)[X, Z]
=X, [Y.Z]] - [V [X. Z]] = [X, [V, Z]] + [¥. [Z, X]]
=-[Z [X, Y]] = ad([X, Y])Z, VX, Y,Z € g,

e quindi ad ¢ un omomorfismo di algebre di Lie. O
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L applicazione
ad : g 3 X—ad(X) € gl(g)

si dice la rappresentazione aggiunta di g.
Gli elementi dell’immagine Int(g) = ad(g) si dicono derivazioni interne di g.
Ogni algebra di Lie di dimensione finita su un campo k si puo identificare
a una sottoalgebra di Lie di gl(n,k) per qualche intero positivo n: infatti & stato
dimostrato da I.D.Adoﬂ nel caso di campi di caratteristica zero e K.Iwasaw%ﬂ nel
caso generale che vale il seguente:

TeorEMA XXV.1.11 (Ado-Iwasawa). Ogni algebra di Lie g di dimensione finita
su un campo k ammette una rappresentazione k-lineare fedele.

Nel seguito potremo quindi limitarci a considerare algebre di Lie g che sono
sottoalgebre di gl, (k).

XXV.2. Jacobiano dell’applicazione esponenziale

In questo paragrafo studieremo la relazione tra sottoalgebre di Lie di gl,(C) e
sottogruppi di GL,(C). Dimostriamo innanzi tutto il seguente:

Lemma XXV.2.1. Per ogni X, Y € gl(n,C) valgono le seguenti formule di
commutazione:
M (i) adX)(XY) = Xad(X)Y.
@) (i) XV =vX+3h (’;)adf(X)YXk—f Vk > 1.
() (iii) YX*=Xxv+ 3 (ﬁ)(—l)ka—fadf(X)Y Vk > 1.
DmmosTrRAZIONE. Dimostriamo la (7). Abbiamo:
ad(X)(XY) = [X, XY] = X?Y - XYX = Xad(X)Y VX,Y € gl,(C).
La dimostrazione delle (ii) e (iii) sono simili. Mostriamo ad esempio che vale
la (iif).
Ragioniamo per induzione sull’intero k > 1. Se k =1, la
YX = XY —ad(X)Y VX,Y € gl,(C)

segue dalla definizione di ad. Fissiamo quindi un intero m > 2 e supponiamo che
la formula (iii) valga per k = m — 1. Allora

YX™ =yx™'x
m—1 m—1 ' o
—x"lyx + Z ( , )(—l)me_l_fadf(X)YX
: J
j=1

2 Ado, 1. D. (1947), The representation of Lie algebras by matrices, Akademiya Nauk SSSR
i Moskovskoe Matematicheskoe Obshchestvo. Uspekhi Matematicheskikh Nauk (in Russo) 2
(6)(1947), pp. 159-173, traduzione inglese in: Ado, I. D. (1949), The representation of Lie algebras
by matrices, American Mathematical Society Translations 1949 (2): 21 pp.

3Kenkichi Iwasawa, (1948), On the representation of Lie algebras, Japanese Journal of
Mathematics 19 (1948), pp. 405-426,
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m—1
—X"Y — X" 1ad(X)Y+Z( )( 1)/ X" Tad/(X)Y
J
j=1

_ Z (mj_ 1)(—1)1X’"‘j‘1adj+1(X)Y
—X"Y — X" ad(X)Y + (=1)"ad™(X)Y
m—1
) (—1)1{(’" - 1) + ("7 B 1)}X’"—J'adf(X)Y - (m - I)X’"_lad(X)Y
=) j j—1 1

perché i due endomorfismi ad(X) e gl,,(C) > Y—XY € g1,(C) commutano per la
(i), da cui, tenuto conto della formula di somma dei binomiali:

. +1 . =1.)
J j—1 J
otteniamo la (iii). O

TeorEMa XXV.2.2 (Formula dello Jacobiano). L’applicazione esponenziale
exp : gl,(C) —» GL,(C) ¢ differenziabile in ogni punto e il suo differenziale
in A € gl,,(C) e dato da:
I — exp(—ad(A))

dexp(A) : gl,(C) 3 X— ad(A)

exp(A)X € gl,(C),

ove
I—exp(-ad(4)) _ v (=D

h
add) L+ 4 @

DivosTrAZIONE. Fissiamo A € gl,,(C). Per ogni X € gl(n, C) abbiamo:

(A + X)"
A+X)= _—
expa + 0= 32,
Ora, risulta:
n-1
(A+X)" = Al + Z ATXARTY 4 o(X).
r=0
Per la formula di commutazione (iii) abbiamo:

axa =y (—l)j(;)Ah‘j‘ladj(A)X.

=0
Sostituendo troviamo:
h-1 s
> oaxa=y (—l)j(s.)Ah‘j‘ladj(A)X
r+s=h—1 s=0 j=0 J
-1

h h/1J+k
= 1)/ Al-iTladi(A)x
. )(Z(])] (4)
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h—1 h
= (—1)1( - 1)Ah‘f‘1adf(A)X.
=0 J

Otteniamo percio:

) oo h—-1 h—i—1 P4
1 A== (=1)/ad/(A)
— ATXAS = X
- exp(—ad(A)) I — exp(—ad(A))
= A X = A)X,
expa)” ad(A) add) P
e quindi:
I- —ad(A
exp(A + X) = exp(A) + W xp(A)X + O(XP),
che da la formula desiderata per il differenziale. O

Ricordiamo il

TeorEMA XXV.2.3 (Teorema delle funzioni implicite). Sia Q un aperto di uno
spazio vettoriale R" e sia f : Q—sR" un’applicazione differenziabile di classe €*
(con1 <k < w). Sia xog € Q un punto in cui

df(xg) : R"—R"
sia un isomorfismo lineare. Allora esiste un intorno aperto U di xqy in Q tale che
f(U) sia aperto inR" e
U
Vi U—>f(U)

sia un omeomorfismo, con inversa [ f If U1~ U differenziabile di classe €*.

Un omeomorfismo tra due aperti di R” che sia differenziabile di classe €* (con
1 < k < w) ed abbia inversa differenziabile di classe €* si dice un diffeomorfismo
di classe €*.

Dal teorema delle funzioni implicite ricaviamo:

TeorEMA XXV.2.4. L’applicazione exp : gl,(C)— GL,(C) definisce un diffeo-
morfismo di classe € di un intorno aperto di 0 in gl,,(C) su un intorno aperto di

e in GL,(C).
DmosTrAZIONE. Infatti il differenziale di exp in O ¢ 1’applicazione identica:
dexp(0) : gI,(C) > X—X € gl,(C).
O

TeorEMA XXV.2.5 (Coordinate di seconda specie). Siano V, W due sottospazi
vettoriali reali di gl,(C), considerato come spazio vettoriale reale di dimensione
2n2, tali che

Ve Ww=glC).
Allora possiamo trovare un intorno aperto Uy di 0 in V e un intorno aperto U, di
0in W tali che

Uy X U; 3 (X, Y)— exp(X) exp(Y) € GL,(C)
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sia un diffeomorfismo di classe € su un intorno aperto di e in GL,,(C).

DmosTtrAZIONE. Sia X = X + X3 € gl,(C)con X; € Ve X, € W. Allora, per la
formula dello Jacobiano,

exp(X)) exp(X2) =(e + X1 + O(IX1]*)(e + X2 + O(|1X2|*)
=e + X + O(IXI?)
e quindi I’applicazione
31,(C) 3 X—> exp(X}) exp(X2) € GL,(C)

ha in O differenziale uguale all’identita. La tesi segue quindi dal teorema delle
funzioni implicite. O

ProposizioNne XXV.2.6. Sia U l’aperto di GL,(C) formato dalle matrici i cui
autovalori sono contenuti nel disco |1 — 1| < 1. La serie
(6 _ a)h

h

(25.2.1) log(a) = log(e + (@ —e) == )
h=1

converge in norma per ogni a € U ed uniformemente su tutti i compatti contenuti
in U. Abbiamo exp(log(a)) per ogni a € U.

DiMosTrRAZIONE. Possiamo scrivere a come una somma a = S + N, con S se-
misemplice (cioe diagonalizzabile) ed N nilpotente, con [S,N] = SN — NS = 0.
Osserviamo che a € U se e soltanto se S € U. Per i > n, abbiamo

(a-e) = Z(S — )" IN,
j=0

La tesi segue quindi dal fatto che ciascuna delle serie

o0 (e—S)ri
Zh=maxi 1,7} h

converge in norma se S € U ed uniformemente quando S varia in un compatto
di U. Poiché gli elementi semisemplici formano un sottoinsieme denso di U e
I’uguaglianza exp(log(a)) = a ¢ banalmente vera per gli elementi semisemplici,
essa vale per tutti gli elementi di U. O

OsservazIONE XX V.2.7. Se a ha non ha autovalori reali negativi, allora la ma-
trice a(t) = I + t(a — I) ¢ invertibile per ogni ¢t € [0, 1] e possiamo calcolare
I’integrale

1
loga = f (I + t(a — D) '(a - Ddt.
0

Otteniamo cosi un diffeomorfismo analitico di U sull’aperto V di gl,(C) delle ma-
trici che non hanno autovalori la cui parte immaginaria sia multiplo dispari di 7, che
inverte 1’esponenziale ed ¢ uguale alla somma della serie se gli autovalori
di a sono contenuti nel disco {|1 — 1| < 1}.
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Piu in generale, se a € una qualsiasi matrice di GL,(C), possiamo trovare un
cammino a(f) € €'([0, 1], GL,(C) con a(0) = e ed a(1) = a. Allora

1
A= f [a(D] ' [da(t)] € g1,(C) ed exp(A) = a.
0

Lemma XXV.2.8. Se A, B € gl,(C) allora
exp(tA) exp(tB) = exp(t(A + B) + (/2)[A, B]) + O(#*), Vt € R.
DmosTrAZIONE. Basta dimostrare che le due applicazioni
Fi:R>t—exp(tA)exp(tB) € GL,(C) ed
Fr:R>t—exp(t(A+ B) + (t2/2)[A, B]) € GL,(C)

assumono per ¢ = 0 gli stessi valori ed hanno uguali, per ¢+ = 0, le loro derivate
prime e seconde.
Abbiamo F{(0) = e = F»(0). Inoltre:

Fi(0) =(e + tA + (*/2)A% + O())(e + 1B + (2 /2)B* + O(+)
=e + (A + B) + *(A%/2 + AB + B*/2) + O(t*)
cida
Fi(0)=A+B,  F/(0)=A?+2AB+ B
D’altra parte:
Fa(t) =e + (A + B) + (2 /2)[A, B] + (1/2)(1(A + B) + (*/2)[A, B])> + O(*)
=e + (A + B) + (?/2)([A, Bl + A% + AB + BA + B> + O(#°)
=e + (A + B) + (*/2)(A% + 2AB + B?) + O(t)
e quindi anche
F5(0) = A + B, F}(0) = A> + 2AB + B>

CoroLLARIO XXV.2.9. Se A, B € g1,,(C), allora
exp(tA) exp(tB) exp(—tA) exp(—tB) = exp(’[A, B]) + O(r), Vt € R.

XXV.3. Algebra di Lie di un gruppo lineare
1 LemmaXXV.2.§]e il CorollarigXXV.2.9|ci permettono di esplicitare la rela-

zione tra sottogruppi chiusi di GL,(C) e sottoalgebre di Lie reali di gl,(C).
TeorEMA XXV.3.1. Sia G un sottogruppo chiuso di GL,(C). Poniamo
g={Xegl(n,C)| exp(tX) e GVreR}.
Allora g é una sottoalgebra di Lie reale di gl,(C). Inoltre
exp : g—G

definisce un omeomorfismo di un intorno aperto di 0 in g su un intorno aperto di e
in G.
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DimvosTrAZIONE. E chiaro che, se X € g, allora tX € g per ogni numero reale 1.
Dimostriamo ora che, se X, Y € g, anche X + Y € g. Abbiamo:

(exp(tX/n)exp(tY/n))" € G VteR, ¥neN,
Per il lemma
exp(tX/n) exp(tY/n) = exp(t(X + Y)/n + O(#* |n*))
e quindi
(exp(tX/n) exp(tY/n))" = exp(t(X + Y) + O(1*/n)).
Passando al limite per n— o0, poiché G ¢ chiuso, troviamo exp(#(X + Y)) € G per
ognit € R. Quindi X + Y € g.
Per il CorollarigXXV.2.9|otteniamo che, se X, Y € g, allora
G 3 [exp(tX/n) exp(tY/n) exp(—tX/n) exp(=tY/m)]" = exp(2[X, Y]) + O£ /n).

Passando al limite per n — oo, poiché abbiamo supposto che G fosse chiuso,
troviamo che exp(s[X, Y]) € G per ogni s > 0. Poiché G ¢ un gruppo, anche
exp(=s[X, Y]) = (exp(s[X, Y]))"! € G e quindi [X, Y] € q.
Sia G’ il sottogruppo di G generato da
exp(9) = {exp(X) | X € g}.

Dico che G’ & un intorno di e in G. Se cosi non fosse, potremmo trovare una
successione {g,},en C G\ G’ tale che g,—e per v—> 0. Scegliamo un sottospazio
vettoriale reale V di gl,,(C) complementare di g in gl,,(C). Possiamo allora trovare
intorni aperti U di 0 in g e U’ di 0 in V tali che
UxU >(X,Y)— exp(X)exp(Y) € GL,(C)
sia un diffeomorfismo di classe €’ su un intorno W di e in GL,,(C). In particolare,
possiamo supporre, a meno di passare a una sottosuccessione estratta, che
g =exp(X,)exp(Y,) con X,eU, Y, eU, ¥YveN.
Abbiamo:
X,—0 e Y,—0 per v—oo.

Inoltre, Y, # 0 ed exp(Y,) € G per ogni v € N. Sia m, un intero tale che

my, < ||V |7 < m, + 1.
A meno di passare a una sottosuccessione, possiamo allora supporre che

lim m,Y, =Y € V\{0}.

y—>00

Per ogni coppia di interi p, g con g > 0 poniamo
pm,=gqs,+r, con 0<r, <gq.

Poiché
lim r,Y, =0

V—>00

otteniamo

exp (E Y) = lim exp (% YV) = lim (exp(Y,))" € G.
q y—00

q y—00
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Quindi G contiene gli elementi exp(tY) per ogni razionale positivo t. Poiché G ¢
chiuso, exp(tY) € G per ogni ¢ reale non negativo, e poiché G & un gruppo cio vale
anche per i ¢ reali negativi. Abbiamo allora Y € g, che contraddice la scelta di V.
Ne segue che G’ & un intorno aperto di e in G e quindi coincide con la componente
connessa G, dell’identita in G. Inoltre, la dimostrazione mostra che 1’esponenzia-
le definisce un omeomorfismo dell’intorno aperto U di O in g sull’intorno aperto
W N G dell’identita in G. O

Se G & un sottogruppo chiuso di GL,(C), chiamiamo
g={Xegl,(C)]exp(tX) e G VteR}

I’algebra di Lie del gruppo G. La dimensione di g come spazio vettoriale reale si
dice dimensione del gruppo G.

TeorEMA XXV.3.2 (Rappresentazione aggiunta). Sia G un sottogruppo chiuso
di GL,(C) e sia g C gl,(C) la sua algebra di Lie. Allora

ad()X = gXg'eg VgeG, VX eaq.
Per ogni g € G I’applicazione
ad(g) : g—4

e un isomorfismo di algebre di Lie.
L’applicazione

ad : G > g—ad(g) € GLg(g)

e un omomorfismo di gruppi.
DimostrAZIONE. Se X € g e g € G, abbiamo
exp(tgXg™H) = gexp(tX)g ' € G VreR
e quindi ad(g)X € g. L’applicazione ad(g) : g—g ¢ lineare.
Sianoora g € Ge X, Y € g. Abbiamo:
[Ad(g)X, Ad(g)Y] = (Ad(g)X)(Ad(g)Y) — (Ad(g)Y)(Ad(g)X)
= (gXg™)(g¥s™) — (g¥g (gXg™) = g(XY - YX)g ™! = Ad(g)[X. Y]

e quindi Ad(g) : g—g ¢ un automorfismo dell’algebra di Lie g.
Infine, abbiamo:

Ad(g1) o Ad(g2)X = g1 (82Xg3") 7" = (2182)X(2182)7" = Ad(g182)X
per ogni X € g ed ogni g1, g> € G; questo dimostra che G > g—Ad(g) € GLr(9)
€ un omomorfismo di gruppi. O
L’ applicazione
Ad: G > g—Ad(g) € GLg(g)

si dice rappresentazione lineare aggiunta di G.
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XXV.4. Algebre di Lie dei gruppi lineari e dei gruppi lineari speciali

L’esponenziale di una qualsiasi matrice di g[,(C) = C™” & una matrice inver-
tibile. Quindi gl,(C) ¢ I’algebra di Lie del gruppo lineare GL,(C). L’applicazione
esponenziale & in questo caso surgettiva (cf. OsservaziondXXV.2.7).

Abbiamo poi:

TeoreMa XXV.4.1. L’algebra di Lie del gruppo speciale lineare complesso
SL,(C) e
sl,(C) = {A € gl(n,C) | trac(A) = 0} .
L’algebra di Lie del gruppo lineare reale GL,(R) ¢ gl,(R).
L’algebra di Lie del gruppo lineare speciale reale SL,(R) e

sl,(R) = {A € gl(n,R)|trac(A) = 0}.

DimvosTrRAZIONE. Sia A una matrice di gl(n, C) tale che detexp(tA) = 1 per ogni
numero reale . Allora ¢ - tracA € (2m)Z per ogni ¢t € R, e questo equivale al fatto
che tracA = 0.

Se A & una matrice di gl(n, C) tale che exp(t A) sia reale per ogni ¢t € R, allora
anche (d/dt) exp(t A)|;=0 = A € una matrice reale.

Da queste osservazioni segue la tesi. O

XXV.5. Endomorfismi semisemplici e decomposizione di Wedderburn

Denotiamo con End (V) I'insieme degli endomorfismi k-lineari di uno spa-
zio vettoriale V su k, con la struttura di algebra associativa data dal prodotto di
composizione di endomorfismi. Scriveremo anche End ,(k) invece di End (k™).

DEermNizione XXV.5.1. Un endomorfismo A € End (V) si dice semisemplice, o
completamente decomponibile se ogni sottospazio A-invariante U di V ammette un
complemento A-invariante W in V.

Questa condizione ¢ equivalente al fatto che A sia diagonalizzabile in un’e-
stensione algebrica di k, ovvero che il suo polinomio minimo 4 () sia prodotto di
fattori primi semplici in k[A].

Questa caratterizzazione ci da immediatamente:

ProposizioNne XXV.5.2. Sia p : End (V) — Endx(W) un omomorfismo di al-
gebre associative. Allora p trasforma endomorfismi semisemplici (risp. nilpotenti)
di V in endomorfismi semisemplici (risp. nilpotenti) di W.

DivmosTrAZIONE. Se f € k[A], allora p(f(A)) = f(p(A)) per ogni A € Endy (V).
In particolare, se A ¢ annullato da un polinomio di k[A] che non ha fattori primi
multipli, anche p(A) ¢ annullato da un polinomio di k[A] privo di fattori primi
multipli. Quindi p(A) & semisemplice se A & semisemplice. E immediato che p
trasformi endomorfismi nilpotenti in endomorfismi nilpotenti. O

Lemma XXV.5.3. Siano S 1,5, € End (V) due endomorfismi diagonalizzabili.
Se [S1,82] = S1S2-8251 =0, allora S ed S, possono essere diagonalizzate
entrambe rispetto ad una stessa base.
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DimosTrAZIONE. Per ipotesi i polinomi minimi di S| ed S, sono prodotti di
fattori di primo grado distinti. Sia V; = {v € V | S v = Av}. Allora S,(V,) C V,. E
infatti S 1(S2v) = S2(4Av) = A(S,v) se v € V. Il polinomio minimo della restrizione
di S, a V, divide il polinomio minimo di S;. Esso ¢ quindi un prodotto di fattori
di primo grado distinti e percio la restrizione di S, a V; ¢ ancora diagonalizzabile.

Decomponiamo V nella somma diretta V. = V,, @ --- @ V,, degli autospazi
relativi agli autovalori distinti A1,...,4; di §;. Per I'osservazione precedente ¢
possibile trovare basi di V,,,...,V,, di autovettori delle restrizioni di S,. Messe
insieme, queste basi formano una base di V in cui gli endomorfismi S ed S, si
rappresentano entrambi mediante matrici diagonali. O

LemMA XXV.5.4. Sia k un’estensione del campo k.
Un endomorfismo S € Endy(V) e semisemplice se e soltanto se la sua esten-
sione § = 1; ® S € Endz(k ® V) e semisemplice. m

CoroLLARIO XXV.5.5. Se §1,S5, € gl,(k) sono endomorfismi semisemplici. Se
[S1,82] =8182—-S5251 =0, allora anche S| + S, é semisemplice.

DimosTRAZIONE. E facile conseguenza dei LemmiXXV.5.3| e |XXV.5.4l O

ProprosizioNne XXV.5.6 (decomposizione di Wedderburtﬂ). Se k ha caratteri-
stica 0, allora ogni endomorfismo A € gl (k) si decompone in modo unico nella
forma

A=A.+A,, conA,semisemplice, Ay, nilpotente, e [As, Ay] = AsAy — AnAs = 0.
Inoltre As, A, € k[A].
klﬂ

DimostrazZIONE. Sia A € gl (k) e pua(d) = lk‘ A - £ () la decomposizione
del suo polinomio minimo nel prodotto di potenze di fattori primi distinti. Gli ele-
menti nilpotenti dell’anello k[A] formano un suo ideale nilpotente che € prinicipale
e generato da f(A) = f1(A)--- fi(A). Costruiamo la decomposizione per ricorren-
za, mostrando che, per ogni intero 4 = 0, 1,.. ., n, possiamo trovare A;, € k[A] tale
che

A—Apen, f(Ap) e’
Per h = 0, possiamo scegliere A9 = A. Supponiamo di aver costruito Aj; per
qualche 0 < 7 < n. Cerchiamo Ay, nella forma A, + X, con X € n". Poiché il
campo ha caratteristica 0, possiamo utilizzare la derivazione di polinomi. Per la
formula di Taylor ¢

F(An) = fAR+X) = f(AD) + F/(ADX + Y, conY e ! se X e n.

Poiché f & un prodotto di primi semplici, f ed f’ sono primi tra loro. La condizione
che f(Ay) € n" ci dice che il polinomio minimo di f(Aj;) puo contenere solo i
fattori primi fi,..., f,. Quindi f’(Ay) ¢ invertibile. Possiamo percio trovare Aj
ponendo X = —[f' (A1~  f(A}). Osserviamo che X € n' perché f(A,) € n", ed
f(Ap) commuta con [f’(Ah)]‘l. Abbiamo cosi, con A; = A, ed A, = A—A,,

4 Joseph Henry Maclagan Wedderburn (Forfar, 2 febbraio 1882 - Princeton, 9 ottobre 1948).
Algebrista scozzese. Ha dimostrato che i corpi finiti sono campi ed un importante teorema sulla
struttura degli anelli semisemplici.
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la decomposizione cercata. Infatti f(A,) € n* = {0} e quindi f ¢ il polinomio
minimo di A,, e dunque A, ¢ semisemplice, mentre, per ipotesi, A, = A—A, ene
nilpotente.

Se A = A[+A] con A; semisemplice, A; nilpotente ed [A], A;] = 0, allora A ed
A], commutano con A e quindi anche con le A;, Ay, € k[A] costruite sopra. Quindi
A — Al ¢ semisemplice ed A, — A;, nilpotente e dall’uguaglianza A, — A, = A}, — Ay
segue allora che A = A; ed A} = Ay. O

XXV.6. Matrici triangolari

Indichiamo con

I X120 x13 - Xin
I X3 -+ X,
+ . . .
Z,k) = S ©o||xijek
1 Xn—1,n
1

Z; (k) il gruppo delle matrici triangolari superiori unipotenti di k™", con coeffi-
cienti nel campo k e con

0 x12 x13 -+ Xin
0 xop3 - X4
+ . . .
3 (k) = oo ©o || xij ek
0 Xn—1,n
0

I’algebra di Lie delle matrici triangolari superiori nilpotenti con coefficienti in k.

ProposizioNne XXV.6.1. Supponiamo k abbia caratteristica zero. Allora
n n
exp(X) = ) X" X ezt e log=-) te-x, xeZik)

sono funzioni polinomiali che definiscono una corrispondenza biunivoca tra 3;; (k)
e Z (k). O

CoroLLARIO XXV.6.2. Se k ¢ uguale ad R o a C, allora 3, (k) é ’algebra di Lie
di Z; (k) e I'applicazione esponenziale exp : 3} (k) — Z; (k) un omeomorfismo.

DimosTrAZIONE. Basta verificare che 3, (k) ¢ 1’algebra di Lie di Z; (k). Sia
el,...,¢" la base duale della base canonica di k. La condizione che x € Z; (k)
si puo scrivere nella forma e"(x(e.,-)) =06;jsei>j SeX = (X;;) € gl,(k) ed
exp(tX) € Z; (k) per ogni ¢ € R, differenziando inz = 0 la e'(exp(tX)(e 7)) = 0, j per
i > j, otteniamo che X; ; = %ei(exp(tX)(e M=o = 0sei > j. Viceversa, ¢ chiaro
che exp(3;/(k)) c Z; (k). Quindi 3} (k) ¢ I’algebra di Lie di Z; (k) e la tesi segue

dalla ProposiziongXXV.6.1 O
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Indichiamo con

X1,1 X1,2 X13 t X1,n
X22 X23 t X2.n
+ . . .
T,k ={x= .. .. : x,;jek, detx #0
Xn—-1,n-1 Xn—-1,n
Xn,n

il gruppo delle matrici triangolari superiori invertibili, con
ST, (k) = {x € T, (k) | detx = 1}

il suo sottogruppo formato da quelle con determinante uno. Consideriamo quindi
le algebre di Lie delle matrici triangolari superiori e di quelle con traccia nulla a
coefficienti in k:

Xi,1 X1 X13 e X1n
X22 X23 tte X2.n
+ —_— . . .
t, (k) = .- . ©o|[xi ek
Xn—1n-1 Xn—-1n
Xn.n

sth(k) = {X € t; (k) | traccia(X) = 0}.

Indichiamo con A, (k) il gruppo delle matrici diagonali invertibili con coeffi-
cienti in k.

ProposizioNe XX V.6.3. 1l gruppo Z; (k) é un sottogruppo normale di T} (k) ed
abbiamo una decomposizione in prodotto diretto

T} (1) = Ay() < Z; ().

Ogni matrice semisemplice in T, (k) é coniugata a una matrice di A, (k) mediante
un elemento di Z; (k).

DmMosTrRAZIONE. Sia x = (x;;) € T} (k) un endomorfismo semisemplice. Gli
elementi A; = x;; della sua diagonale principale sono i suoi autovalori. Osserviamo
che e ¢ un autovettore di x corrispondente all’autovalore A4;. Possiamo completare
€1 = e; ad una base di autovettori €;,...,€, di x, con x(¢;) = A;6; ed € —¢; € €;_y
per 1 <i < n, ove abbiamo posto ¢, = ({e;}j<p) per 1 < h < n.

Infatti, i sottospazi £, sono x-invarianti e la restrizione di x a ciascun ¢, ¢
semisemplice. Quindi, per ogni 1 < i < n il sottospazio ¢;_; ha un complemento
x-invariante W; in ¢;. 1l sottospazio W; ha dimensione uno, ¢ un sottospazio di
autovettori relativi all’autovalore A;, e contiene un vettore della forma ¢ = ¢; +
2 j<i@ji€j-

Costruiamo una matrice a di Z} (k), utilizzando i coefficienti a; ; cosi ottenuti
quando i < j, e ponendo a;; = I peri = 1,...,neda;; = Osei > j. Allora
axa~' &la matrice x5 = diag (x1.1, . ., Xn,). Questo dimostra I’ultima affermazione
dell’enumciato.

Per dimostrare la prima, fissiamo un qualsiasi elemento x = (x; ;) di T (k). Sia
X+ xy, la sua decomposizione di Wedderburn. Osserviamo che x; e x,, sono matrici
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triangolari superiori perché sono polinomi di x. Inoltre x, ¢ invertibile e la x =
xs(e + x7'x;) & la decomposizione di x nel prodotto di un elemento semisemplice
di T} (k) e di un elemento unipotente x, = e + x;'x, € Z} (k). Abbiamo, per la
prima parte della dimostrazione, x|, = axsa~' con x5 = diag (x1.1, ..., Xy,), PEr un
elemento a € Z; (k). Allora

4
ne

con x5 € Ay(k), X!/ € Z7 (k).

_ -1 ;o -1 _—1 AN
x=a xsax, = xs((x5 a  xs)ax,)= xsx .
La decomposizione & unica perché I’identita & I’'unica matrice diagonale di Z; (k).

Questo completa la dimostrazione. O

OsservAZIONE XXV.6.4. Abbiamo dimostrato che (Jgez:)ad(@)(A,(k)) € I'in-
sieme di tutti gli elementi semisemplici di T} (k).

ProposizioNE XX V.6.5. Se k ¢ uguale a C o a R, allora T} (k) ed ST;; (k) sono
gruppi di Lie con algebre di Lie t! (k) ed st} (k), rispettivamente. I gruppi T, (C)
ed ST, (C) sono connessi. I gruppi T} (R) ed ST,/ (R) non sono connessi se n > 2.
L’applicazione esponenziale exp : t} (k) — T} (k) ed exp : st} (k) — ST, (k) sono
surgettive sulle componenti connesse dell’identita.

Dmmostrazione. Utilizzando la ProposiziongXXV.6.3| ci riconduciamo allo stu-
dio dell’applicazione esponenziale sulle matrici diagonali. O

CoroLLARIO XX V.6.6. L’applicazione exp : gl,,(C) — GL,(C) é surgettiva.

DmosTtrAZIONE. Ogni matrice di GL,(C) & coniugata ad una matrice triango-
lare superiore. La tesi ¢ quindi conseguenza della ProposiziongXXV.6.5] O

OsservAzZIONE XX V.6.7. Le considerazioni svolte sopra si possono ripetere per
matrici triangolari inferiori.

XXV.7. Sottogruppi di Lie del gruppo lineare

I gruppi lineari hanno una struttura naturale di gruppi di Lie, di dimensio-
ne uguale a quella della loro algebra di Lie. In questo paragrafo consideriamo
sottogruppi di Lie, non necessariamente chiusi, del gruppo lineare.

Premettiamo alcune considerazioni di carattere generale.

XXV.7.1. 1l teorema di Frobenius. Sia M una varieta differenziabile di di-
mensione m. Indichiamo con & (M) I’anello delle funzioni reali di classe € defi-
nite su M e con X(M) = €°(M,TM)1’&(M)-modulo dei campi di vettori di classe
€ su M.

Una distribuzione vettoriale su M ¢ un sotto-&(M)-modulo & di X(M). Per
ogni punto p € M indichiamo con %), il sottospazio vettoriale di 7, M formato dai
valori in p dei campi di vettori di Z:

9, ={X, | X € Z}.
La sua dimensione si dice il rango di Z in p.
Una sottovarieta differenziabile connessa N di M si dice una sottovarieta inte-

grale di % se T,N C %, per ogni p € N. Chiaramente una tale N non pud avere
in alcun suo punto p dimensione maggiore del rango della distribuzione & in p.
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Se T,N = %, per ogni punto p € N diciamo che N ¢ una sottovarieta integrale
completa di 9.
Vale il

TeorREMA XXV.7.1 (Frobeniuﬂ). Sia 9 una distribuzione vettoriale su X di
rango costante n. Sono condizioni equivalenti:

(i) per ogni punto p di M esite un intorno aperto U di p in M e una sottova-
rieta differenziabile chiusa N di U che contiene p ed é una sottovarieta
integrale completa di 9;

(i0) la distribuzione 2 ¢ formalmente integrabile, tale cioé che

(9,9] c 9.

DmvosTrRAZIONE. ()=(ii) Siano X,Y € &, sia p € M e sia N una sottovarieta
integrale completa di & passante per il punto p. Poiché le restrizionidi X e Y ad N
sono per ipotesi campi di vettori tangenti ad N, anche il loro commutatore [X, Y]
¢ un campo di vettori tangente ad N. Questo dimostra che [X, Y], € Z,. Poiché
questa proprieta ¢ verificata per ogni p € M, otteniamo che [X, Y] € Z.

(i))y=() Dimostriamo, per induzione sul rango n della distribuzione &, che
per ogni punto p di M possiamo trovare un intorno aperto U di p e coordinate locali
y',...,y™in U tali che 2|y sia generata dalle derivate parziali rispetto alle prime
n coordinate:

0 0
=& —_—t .+ & R
Dy (U)ay1 +oee 4t (U)E)y"

Cid & vero per m = 1. Fissiamo infatti coordinate locali x', ..., x” in un intorno
U di p tali che Z sia generato in U dal campo di vettori:
J () ——
— 4+ Z a (x) o

Il problema di Cauchy:

¢ =1

¢ =al(p) se j=2,...,m

$'(0)=0

#/(0) = x/ se j=2,...,m.
ha soluzione unica ¢i(t; X2, x™) per |(x2, ..., x| piccolo e la posizione:

' 1.2 _
X =¢'(y,...,y") per i=1,2,....m
definisce per il teorema delle funzioni implicite un nuovo sistema di coordinate con
centro in p per cui X = 0/dy'.
Supponiamo ora n > 1 e la nostra asserzione valida per distribuzioni formal-
mente integrabili di rango minore di n. Possiamo fissare una carta coordinata con

SFerdinand Georg Frobenius (Charlottenburg, 26 ottobre 1849 Berlino, 3 agosto 1917)
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m

centro nel punto p assegnato, in modo che nelle coordinate locali x!,...,x™ la

distribuzione & sia generata in U da campi di vettori della forma:

o & 9 .
XF@*Z‘”@ per i=1,...,n.
k=n+1

Per la prima parte della dimostrazione possiamo ancora supporre che a’f =0inU
perk=m+1,...,n, cioe X; = a/0x. L’integrabilitra formale di Z ci da allora
[X;,X;] =0in U perogni i, j = 1,...,m, e questa ci dice in particolare che

6af.‘/(9x1 =0 per i=2,....mk=m+1,...,n.

Percio X», ..., X, generano in U’ = {x’ € R™1||x/| < R} una distribuzione for-
malmente integrabile di rango (m — 1). Per I'ipotesi induttiva possiamo trovare
nuove coordinate y, ..., y" tali che X; =0/0y’ per j=2,...,n. Ponendo yl = x!

abbiamo dimostrato la nostra asserzione.
Poiché nelle nuove coordinate abbiamo

X; = per i=1,...,m,

ay'
otteniamo la sottovarieta integrale completa di & passante per p nella forma

NnU=p"'=0, ..., y"=0}.

XXV.7.2. Sottoalgebre di Lie di gl,(R) e sottogruppi analitici.
Se A = (a;j) € gl,(R), indichiamo conX il campo di vettori costante su R™"

X = Zai_/%.

Ad ogni matrice A = (a; ;) € gl,(R) facciamo corrispondere il campo di vettori
invariante a sinistra A, definito su GL,(R) da

n 0
éx - Zi,j,h=1xi’hah’j axi,j, Ya= (xi’j) € GL,(R).

Il campo A ¢ il generatore infinitesimale del gruppo a un parametro di diffeomorfi-
smi

GL,(R) X R > (x,1) — xexp(tA) € GL,(R).
Si verifica che
[A,B] = [A,B], VA,B € gl,(R),

dove le parentesi a primo membro rappresentano la commutazione dei campi di
vettori e quelle a secondo membro il commutatore di due endomorfismi lineari.
Otteniamo in questo modo un omomorfismo iniettivo di algebre di Lie:

al,(R) > A—A € X(GL,(R)).

I campi di vettori A sono invarianti a sinistra su GL,(R): abbiamo cio¢ L,,(A) = A
per ongi A € gl,(R) ed x € GL,(R).
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Associamo a una sottoalgebra di Lie g di gl,,(R) la distribuzione vettoriale Z(g)
su GL,(R) generata dai campi di vettori A al variare di A in g. La Z(g) ¢ allo-
ra formalmente integrabile e per il teorema di Frobenius esistera una sottovarieta
integrale completa massimale G di Z(g) che contiene 1’identita /,,. Abbiamo:

TeorEMA XXV.7.2. Se g ¢ una sottoalgebra di Lie reale di gl,(R), allora la
sottovarieta integrale massimale completa G di 2(g) che contiene l'identita I, ¢
un sottogruppo del gruppo lineare GL,(R). Esso ¢ il sottogruppo G di GL,(R)
generato dagli elementi exp(A) al variare di A in g.

DimostrAZIONE. Osserviamo che G contiene exp(X) per ogni X € g, in quan-

to la curva R > t— exp(tX) ¢ tangente a exp(tX)X € Zexpux)(8) per ogni t €
R. Se fissiamo poi una coppia di elementi X,Y € g, allora G contiene anche
exp(X) exp(Y) in quanto la curva R 3 r— exp(X) exp(¢Y) ¢, per ogni ¢ € R, tangen-

te a exp(X) exp(tY)Y € Zexp(x)expiv)(9), € contiene il punto exp(X) di G. In modo
analogo dimostriamo che G contiene ogni prodotto finito exp(X7) - - - exp(X,,) con
X1,..., X € g e quindi il sottogruppo G’ di GL,,(R) generato da {exp(X)| X € g}.

Fissiamo ora un intorno aperto U di 0 in gl,,(R) tale che I’esponenziale definisca
un omeomorfismo di U su exp(U). Sia V = exp(U N g). Allora G’ ¢ il sottogruppo
di GL,(R) generato da V.

Per dimostrare che G = G’, consideriamo su G la topologia di sottovarieta
differenziabile di GL,(R), quella cio¢ per cui per ogni g € G I’applicazione

UngsX—gexpX) e gV

¢ un diffeomorfismo. E facile verificare allora che G’ ¢ aperto e chiuso in G e che
quindi le due sottovarieta coincidono. O

Occorre osservare che in generale la topologia di sottovarieta su G che si con-
sidera nella dimostrazione del teorema ¢ piu fine della topologia di sottospazio
topologico: le due topologie coincidono quando G ¢ un sottogruppo chiuso di
GL,(R).

Dermvizione XXV.7.3. 11 gruppo G ottenuto nel teorema precedente, con la
topologia di sottovarieta differenziabile di GL,(R), si dice il sottogruppo (di Lie)
analitico associato alla sottoalgebra di Lie g di gl,(R).

Un sottogruppo G del gruppo lineare GL,(R) che abbia al pitt un numero fi-
nito di componenti connesse e la cui componente connessa dell’identita G, sia un
sottogruppo analitico di GL,(R) si dira un sottogruppo di Lie del gruppo lineare
GL,(R).

Ad esempio, il sottogruppo analitico G di GL(4, R) corrispondente all’algebra
di Lie g=RA con
-1
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¢ la curva:
cost —sint
sint cost
G = . teR
cos(mt) — sin(mt)
sin(zt)  cos(rt)

che ¢ densa nel sottogruppo chiuso:

cost —sint

sint cost

G= t,seER;.

coss —sins
sins  CcoSs

Osserviamo che possiamo sempre considerare GL(n, C) come un sottogruppo chiu-
so del gruppo lineare reale GL(2n,R). La discussione che abbiamo sopra svilup-
pato per semplicita nel caso di sottoalgebre di Lie reali dell’algebra di Lie gl,,(R),
si puo facilmente ripetere nel caso di sottogruppi di Lie reali di gl(n, C).

Abbiamo:

ProposizioNne XXV.7.4. Siano G1, G, sottogruppi analitici del gruppo lineare
GL,(R), con algebre di Lie g1 e g rispettivamente. Allora: G| C Gy se e soltanto
se g1 C ga.

OsservazioNE XX V.7.5. Un sottogruppo di Lie G di un gruppo lineare GL(#n, C)
¢ un gruppo topologico con la topologia 7 di sottospazio. La sua topologia 7y di
sottogruppo di Lie ¢ comunque completamente determinata: essa ¢ la meno fine tra
le topologie localmente connesse che sono pil fini di quella di sottospazio: sono
aperti nella topologia 1. tutte le componenti connesse degli aperti della topologia
7. Questi aperti connessi formano una base di 7 je.

L algebra di Lie g di un sottogruppo di Lie G del gruppo lineare GL(n,C) &
caratterizzata, come nel caso dei sottogruppi chiusi, da:

g={X€gl(n,C)| exp(tX) e GVt e R}.



CAPITOLO XXVI

Gruppi lineari compatti

Esamineremo in questo capitolo la struttura dei principali gruppi lineari com-
patti. Ricordiamo la loro definizione:

U®n) ={a € GL,(C)|a*a =1,} (gruppo unitario)
SU(n) = U(n) N SL,(C) (gruppo speciale unitario)

O(n) = {a € GL,(R)|'aa = 1,} (gruppo ortogonale)
SO(n) = O(n) N SL,(R) (gruppo speciale ortogonale)

gruppo simplettico compatto,
Sp(n) ={acURn)|'aJa = J} ( )

0 unitario quaternionico, o iper-unitario

ove I, ¢ la matrice unita n X n € si ¢ posto:

Vale il

TeorREMA XXVI.0.6. Se G ¢ un gruppo lineare compatto e g la sua algebra
di Lie, I’applicazione esponenziale g > X — exp(X) € G ha come immagine la
componente connessa G, dell’identita di G.

In questo capitolo non daremo la dimostrazione generale di questo teorema,
ma ne illustreremo la validita per ciascuno dei gruppi lineari compatti considerati.

XXVI.1. Proprieta topologiche di U(n)

Lemma XXVI.1.1. Ogni matrice di U(n) é diagonalizzabile in una base orto-
normale di C". I suoi autovalori hanno tutti modulo uguale a 1.

DmvosTtrAZIONE. Sia # € U(n). Poiché il campo C ¢ algebricamente chiuso,
u ha almeno un autovalore A; € C, con autovettore €; che possiamo prendere di
norma unitaria: ||| = 1. Da 1 = |le/|* = |lu(e)|? = [l41&l* = |A;1|* ricaviamo che
|1l = 1, ciot 4 = A;'. Se v € €, allora

e = 27 w)lu(e)) = 7' (vle) = 0.

Quindi u(e;") = € e la restrizione di u all’iperpiano € & ancora un’applicazione
unitaria su uno spazio vettoriale complesso di dimensione n — 1. Per ricorrenza
otteniamo che u ¢ diagonalizzabile in una base ortonormale. O

437
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TeoreMa XXVI.1.2. Il gruppo U(n) e un sottogruppo chiuso, compatto e con-
nesso per archi di GL,(C). La sua algebra di Lie u(n) e

(26.1.1) un) = {X € gl(n,C)| X + X* = 0}
ed ha dimensione reale n*. L’applicazione esponenziale
(26.1.2) u(n) > X— exp(X) € U(n)

é surgettiva.

DimvosTrAZIONE. L’applicazione ¢ : GL,(C) 3 a — a*a € GL,(C) ¢ continua e
quindi U(n) = ¢~ !(e) & un chiuso, contenuto nel compatto {a € GL,(C)||la|l = 1}
e percio compatto.

Abbiamo gia osservato che [exp(A)]* = exp(A™) per ogni A € gl(n, C). Fissata
A € gl(n,C), I’applicazione:

a4 : R 3 t— exp(tA¥) exp(tA) = [exp(tA)]* exp(tA) € GL,(C)
¢ differenziabile e
a;‘(t) = exp(tA*) (A" + A) exp(tA) VteR.

Quindi: se A € u(n), allora as(t) = I, per ogni ¢t € R; in particolare A* + A =
@, (0) = 0. Viceversa, se A" + A = 0, allora &, (¢) = 0; quindi a4(?) € costante ed
uguale ad I, e percio A appartiene all’algebra di Lie u(n) di U(n).

Dimostriamo ora che I’applicazione exp : u(n)—U(n) ¢ surgettiva. Fissiamo
u € U(n). Per il Lemma |[XXVI.1.1| possiamo trovare una base ortonormale di C",
e quindi una matrice a € U(n), tale che

o 0 .. 0 0
0 ¢%2 0 .. 0 0
_1 « 0 0 €% .. 0 0
aua " =aua =| . . . .
0 0 0 .. et 0
0 0 0 0 ein
Allora, posto

6 0 0 0 0

0ih 0 .. 0 0

0 0if .. 0 0

A= . :
00 0 .. 6,40
000 0 ity

abbiamo A € u(n) e quindi uAu* € u(n) e
exp(uAu™) = uexp(A)u™ = a.

Essendo immagine dello spazio vettoriale u(n) mediante I’applicazione continua
exp, il gruppo U(n) € connesso per archi. O
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XXVI.2. 1l gruppo speciale unitario
L applicazione
U(n) > u—detucS' cC

& un omomorfismo continuo del gruppo unitario nel gruppo moltiplicativo S' dei
numeri complessi di modulo 1. 11 suo nucleo

SU(n) = {u e U(n)| detu = 1}

¢ un sottogruppo chiuso normale di U(n), che si dice gruppo unitario speciale di
ordine n.

TeorREMA XXV1.2.1. L’algebra di Lie di SU(n) ¢ la sottoalgebra di Lie su(n)
di u(n), formata dalle matrici di w(n) che hanno traccia nulla:

su(n) = {X € u(n)|trac (X) = 0}.

L’applicazione

su(n) 3 X— exp(X) € SU(n)
¢ surgettiva. 1l gruppo SU(n) ha dimensione reale n*> — 1. Esso ¢ compatto e

connesso per archi.

DimvosTrAZIONE. La prima affermazione segue dalla formula: det(exp(X)) =
"X Infatti, se X € su(n), da exp(tX) € SU(n) per ogni numero reale ¢, segue
che:

X+X* =0
trac(tX) = t-trac(X) = 2kni VYteR, con k=k() €Z.

La seconda relazione implica che trac (X) = 0.
Sia ora u € SU(n). Allora possiamo trovare a € U(n) tale che

e 0 0 .. 0 0

02 0 .. 0 0

_1 . 0 0 €% .. 0 0
aua  =aua =| . . . . .
0 0 0 .. e%1 0

0 0 0 .. 0 ¢

La condizione detu = 1 da allora

exp(i(0; + ... + 6,)) = 1

e quindi
e = exp(=i(6) + ... + Op_1)).
Posto
0 0 0 0 0
0ih 0 .. 0 0
0 0if .. 0 0
U= ..
00 0 . 6 0
00 0 . 0 =i(Bi+.+0,-1)
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abbiamo U € su(n) e quindi aUa* = aUa™! € su(n) per 'invarianza della traccia
rispetto al coniugio in GL,(C) e

exp(aUa®) = aexp(U)a* = u.
L applicazione u(n) > X—itrac (X) € R ¢ un funzionale lineare non identicamente
nullo su u(n) e quindi su(n) ha dimensione n?—1. 11 gruppo SU(n) € compatto
perché ¢ un sottogruppo chiuso di U(n) e connesso per archi perché immagine

continua, mediante I’applicazione esponenziale, della propria algebra di Lie su(n).
O

XXVL3. I gruppi O(n) ed SO(n)

Il gruppo O(n) (gruppo ortogonale di ordine n) ¢ il gruppo delle isometrie
lineari e SO(n) (gruppo speciale ortogonale o gruppo delle rotazioni di ordine n)
quello delle isometrie lineari di determinante 1 dello spazio Euclideo R”.

Osserviamo che SO(n) € un sottogruppo normale di indice 2 di O(n). Poiché
GL,(R) & un sottogruppo chiuso di GL,(C), anche O(n) e SO(n) sono sottogruppi
chiusi di GL,,(C).

I gruppi O(n) e SO(n) sono compatti, in quanto valgono le:

O(n) = U(n) N GL,(R) e SO(n) = U(n) N SL,(R)
e quindi O(n) e SO(n) sono sottogruppi chiusi del gruppo compatto U(n).

Teorema XXVL.3.1. I due gruppi O(n) ed SO(n) hanno la stessa algebra di
Lie

o(n) ={X €gl(n,R) | X +'X = 0}.
DimostrAzZIONE. Sia X un elemento dell’algebra di Lie o(n) di O(n). Poiché

exp(tX) € GL,(R) N U(n) per ogni ¢ € R, il determinante di exp(zX) sara reale e di
modulo 1. Poiché il determinante di una matrice reale ¢ positivo, avremo allora:

det(exp(tX)) = €™M = 1 VreR,

e quindi

exp(tX) e SO(n) VteR
dimostra che O(n) e SO(n) hanno la stessa algebra di Lie. Abbiamo poi

I, = "(exp(tX)) exp(tX) = exp(t - 'X)exp(tX) VteR.
Poiché
dit [t (exp(tX)) exp(tX)] =exp(t-'X) (tX + X) exp(tX) VteR,
la condizione ‘X + X = 0 & necessaria e sufficiente affinché X € o(n). O
TeoreMa XXVI.3.2. L’applicazione
o(n) 3 X— exp(X) € SO(n)

e surgettiva.
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DimosTrAZIONE. Per ogni rotazione a € SO(n), possiamo trovare una decom-
posizione di R” in somma diretta di sottospazi a-invarianti e due a due ortogonali

R'=VieV,d...0V,

tale che ogni sottospazio V; abbia dimensione minore o uguale a 2 e la restrizione
di a ai sottospazi V; della decomposizione che hanno dimensione 1 sia I’identita.

Su ciascuno dei sottospazi V; di dimensione 2 la a definisce una rotazione dello
spazio Euclideo R?. Sara quindi sufficiente dimostrare che

0(2) 3 X— exp(X) € SO(2)

¢ surgettiva. Un elemento di 0(2) ¢ una matrice della forma

AO) =(97).

Poiché
2h —1)hg2h 0 2h+1 0 1)+l g2htl
AOP = (T ) ed A0 = (e )
otteniamo

GXp(A(G)) — (cosé) —sinH) .

sinf cosf

Cio dimostra che exp : 0(2)—SO(2) & surgettiva. La dimostrazione & completa. O

TeorEMA XXVI1.3.3. SO(n) e un gruppo compatto e connesso per archi di
dimensione n(n — 1)/2. 1l gruppo O(n) é unione di due componenti connesse,
omeomorfe a SO(n).

DmosTRAZIONE. Abbiamo gia osservato che i gruppi SO(n) e O(n) sono com-
patti, in quanto sottogruppi chiusi di U(n). Inoltre SO(n) ¢ connesso per archi
perché immagine mediante I’esponenziale dello spazio vettoriale o(n). Questo ha
dimensione n(n — 1)/2, in quanto le matrici di o(n) sono le matrici antisimmetriche
e queste si parametrizzano con i coefficienti che sono al di sopra della diagonale
principale.

In quanto immagine dell’algebra di Lie di O(n) mediante 1’applicazione espo-
nenziale, SO(n) ¢ la componente connessa dell’identita in O(n). La moltiplicazione
a sinistra per la matrice

-100 .. 00

010 ..00

001 .00

cie 2| €0

000 .10

000 .01
¢ un omeomorfismo di SO(n) su O(n) \ SO(n) e quindi O(n) ha esattamente due
componenti connesse, omeomorfe ad SO(n). O

Osserviamo che SO(1) ¢ un punto, mentre 1’applicazione
SO(2) 3 a—a(e)) €S = (v e R? ||v|I> = 1}

definisce un omeomorfismo di SO(2) su S .
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XXVI4. L’omomorfismo canonico SU(2)—SO(3)

Diamo qui una versione indipendente da quella in §IL.1|
Le algebre di Lie o(3) e su(2) sono algebre di Lie di dimensione reale 3.

Abbiamo

0 x vy

0(3)=<|-—x 0 —-z||x,y,z€eR

-y z O

e
_ ix y+iz
511(2)—{( y+ iz _ix)lx,y,zeR}

Poniamo

1{i © 1{0 1 1{0 i
B“E(o —i)’BZ‘E(—l 0)’33‘§(i 0)'

Allora Ay,A;,As formano una base di 0(3) e Bj, By, B3 una base di su(2) e il
prodotto di Lie delle due algebre ¢ descritto nelle due basi dalle tabelle:
[Aj, Ap] = A, [Bj, Bul = Bx
< (J, h, k) & una permutazione positiva di {1, 2, 3}.

Le due algebre sono quindi isomorfe e isomorfe all’algebra di Lie definita su R3
dal prodotto vettore.

Indichiamo con

s : 0(3)—su(2)

I’isomorfismo di algebre di Lie che fa corrispondere ad A; € o(3) I’elemento B; €
su(2).

Per descrivere una rappresentazione di SU(2) nel gruppo delle rotazioni di R,
introduciamo I’'isomorfismo R-lineare:

X . .
1R s|y|-> (—ylf- iz Y _-';;Z) € su(2).
z

Abbiamo

_Jfa B
wa- (5 7

Facciamo operare SU(2) su su(2) mediante la rappresentazione aggiunta:
SU2) x su(2) 3 (u, X)—>Ad(u)X = uXu™' € su(2).
L’isomorfismo A ci permette di definire una rappresentazione lineare
p : SUR)—>GL3(R)

(@,B) € 53} ~ 83 cc

mediante
o)y = 17 (adw)A(v)) Vv eR>.
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Lemma XXVI.4.1. Per ogni u € SU(2), e p(u) € SO(3).
DimosTrAZIONE. Osserviamo che
V? = detA(v) Vv eR’.
Abbiamo percid

lo@)v]? = det(wAd(v)u~") = det A(v) = p* Vv e R3.

TeoreMa XXVI1.4.2. L’applicazione
p : SU2)—>S03)
e un omomorfismo di gruppi surgettivo. Il suo nucleo ¢ il sottogruppo normale
(=1} c SU(Q2).
DimosTtrAZIONE. Siano a, b € SU(2). Allora
p(a) o p(b)y =p(a)(A™' Ad(B)A())
=1"" o Ad(a) o 1 0 A7'Ad(D)A(v)
=1"" o Ad(a) o Ad(b)A(v)
=" o Ad(ab)A(v)
=p(ab)v Vv e R3.

Ci0 dimostra che p ¢ un omomorfismo. Calcoliamone il nucleo. Esso ¢ formato
dalle trasformazioni u € SU(2) tali che

Adw)X =X VX € su2),
cioe
[, X]=uX-Xu=0 VX esu®).
B

Scrivendo queste identita con X = Bj, (j = 1,2, 3), si ottiene, per u = ( _% 5 ):
B=0, a==l.

Per completare la dimostrazione, basta osservare che la trasformazione p : SU(2)—SO(3)
puo essere definita dal diagramma commutativo:

exp
su(2) —— SUR)
Tk
0(3) —— SO®3).
exp
Da questo diagramma otteniamo immediatamente che p ¢ surgettiva in quanto

poexplua o8 ! =explys)

¢ surgettiva. O
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Teorema XXVI1.4.3. Il gruppo topologico SO3) e omeomorfo allo spazio
proiettivo RP3.

DmosTrAZIONE. 11 quoziente iniettivo della rappresentazione p : SU(2)—SO(3)
da un omeomorfismo
SUQ)/ 121, —SO(3).
11 quoziente SU(2)/(+1,) &€ omeomorfo al quoziente di S* ¢ C? rispetto alla mappa
antipodale
S35 -¢eS3
e quindi allo spazio proiettivo RP3. O

OsseErVAZIONE XX VI.4.4. L omomorfismo canonico SU(2)—SO(3) ha un im-
portante significato fisico: il fattore 1/2 che compare nell’isomorfismo s tra I’alge-
bra di Lie delle matrici 3 X 3 antisimmetriche e I’algebra di Lie su(2) delle matrici
antihermitiane 2 X 2 a traccia nulla si puo interpretare come uno spin.

XXVI4.1. Angoli di Eulero. Per ricavare la surgettivitd dell’applicazione
p : SUR2)—>SO0(3) possiamo utilizzare la rappresentazione di SO(3) mediante gli
angoli di Eulero. Consideriamo gli omomorfismi

7,0 : S'5S0(3)

definiti da
1 0 0 cosf 0 -—siné
W%:&cw¢—m4, dﬁp[o 1 0]
0 sing cos¢ sind 0 cosé

(rotazioni intorno all’asse x e rotazioni intorno all’asse y).
Lemma XXVI1.4.5. L’applicazione
a:S'xS!xs!s (eia1 ,e%, ei03)—>T(ei9') o O'(eiez) ) T(€i03) € SO3)
e surgettiva.

DIMOSTRAZIONE. Sia e, e2, e3 la base canonica di R3. Un’applicazione a €
SO(3) ¢ completamente determinata dall’immagine dei vettori e, e;. Poniamo
€j = a(e;) per j = 1,2. Poiché || = 1, abbiamo per opportuni ¢, € R:

cos iy
€ = [sin ¢ sin w]
coS ¢ sin Y

(coordinate polari in R?). Una base ortogonale di € ¢ data dai vettori

0 —siny
cosgb], V) :[singbcosw].

—sin¢ COs ¢h cos Y

V] =

Quindi € = v; cos 8 + v, sin 8 per un opportuno § € R. Chiaramente

a=ae ™, e, ).
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O

OsservazioNE XX V1.4.6. In generale gli angoli di Eulero si riferiscono a una
sceltadi ¢,,6con0 <y <me0<¢,0<2m.

Definiamo ora
2,6 S'5SUQ)
mediante

i w20 o cos(0/2) —sin(0/2)
ipy _ (€ 0y _
e )‘( 0 e"WZ)’ o(e )_(sin(9/2) cos(9/2) )’

Sia
a:S'xSTx ST (e, e, ") -1() o G(e™) 0 7(™) € SU(Q).
Otteniamo allora il diagramma commutativo

SIxSIxs!l — 5 §lxsixs!

| b

SUQ2) —>  S0Q3).
P

XXVLS5. 1l gruppo unitario simplettico Sp(n)
Abbiamo definito il gruppo Sp(n) come il gruppo di tutte le matrici complesse
unitarie a di ordine 2n che soddisfano ‘aJa = J, ove J = (—In I, )

Il gruppo Sp(n) si puo identificare al gruppo delle matrici n X n a coefficienti
quaternioni che preservano il prodotto scalare canonico di H".

Ricordiamo che il corpo (non commutativo) H dei quaternioni di Hamilton si
puo identificare all’anello associativo delle matrici 2 X 2 a coeflicienti complessi
z

della forma q = ( —

w .
- ) con z, w € C. Un numero complesso z si rappresenta

con la matrice (6 (Z)) Indichiamo con j la matrice ( _(1) (1) ) Possiamo allora

scrivere il quaternione q mediante:
q=z+wj=z+ jw.
11 prodotto di due quaternioni si puo esprimere mediante:
@1+ wi)) - (22 +w2)) = (122 —wiw2) + (w2 + wi22)j VYzi,22,wi,wy € C
Questa formula si ricava immediatamente da:
jz=zj¥zeC e j=-1

Il coniugato di un quaternione (corrispondente all’aggiunta della matrice con cui &
definito) ¢ dato da:

Z+wj=Z7—-wj.
Indichiamo con o I’isomorfismo:

o C s (W — @+ JW) e, € HP
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e con
¢: CZn 5 (Zh,Wh)—)(Zh,Wh) c C2n

il coniugio. Allora, indicando con (-j) la moltiplicazione a destra di un vettore di

H" per il quaternione j, abbiamo:

oo =-sog=(, ")os.

Consideriamo una matrice B = C + jD = (Cpx + jDnk)1<nk<n con coefficienti
Curx + thk € H, Cy, Dy € C.Seu=v+ jw € H", con v, w € C", abbiamo

Bu = (Cv — Dw) + j(Dv + Cw).

Ad essa risulta dunque associata una B € C?*" rappresentata dalla matrice:

B:(_CD ’g)

Le matrici di questa forma sono tutte e sole le matrici 2n X 2n complesse A che
soddisfano la:

(*) AJ = JA.

Esse formano una sottoalgebra di Lie reale di gl,,(C), che si indica con gl,(H). Gli
elementi invertibili di gl,,(H) formano il gruppo lineare di ordine n sui quaternioni,
che indichiamo con GL,,(H).

Consideriamo ora un elemento g € Sp(n). Esso & rappresentato da una matrice
complessa unitaria (2n) X (2n), che verifica ‘g J g = J. Poiché ‘g = g™, sostituendo
otteniamo ().

Abbiamo percio un’inclusione naturale: Sp(n) — GL,(H).

Possiamo quindi caratterizzare Sp(n) come il gruppo delle trasformazioni H-
lineari (a destra) su H", che lasciano invariato il prodotto scalare sui quaternioni:

n
() (i) =y Wl
h=1

Se scriviamo le componenti uf‘ nella forma v;’ + jw? con vf‘,

troviamo per il prodotto scalare sui quaternioni I’espressione:

W? € Cperl=1,2,

n n
_ hh | —h h | - h=h _ =h h
(uplur)m = E ViVy + Wiw, + ] E WiV, — VW,
h=1 h=1

= () B () + ()7 ()] 4

da cui segue che Sp(n, C) consiste esattamente delle matrici di GL,(H) che preser-
vano il prodotto (sx).

TeorEmMA XXVIL.5.1. Per ogni intero n > 1 il gruppo Sp(n) é compatto e
connesso per archi. La sua algebra di Lie ¢

sp(n) = {X €sl2n,C)|'’XJ+JX =0, X*+X =0}.
L’esponenziale definisce un’applicazione surgettiva

exp : sp(n)—Sp(n).
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DimosTRAZIONE. Sp(n) € compatto perché € un sottospazio chiuso di U(2n), che
€ compatto.

La caratterizzazione della sua algebra di Lie sp(n) si ottiene con argomenti
simili a quelli utilizzati in precedenza: si osserva che sp(n) C u(2n) e che, posto
y(t) = exp(t'X) J exp(tX), risulta:

Y@ = exp(t'X)(J'X + X J) exp(tX).

Da questa si ottiene facilmente che la condizione J'X + X J = 0 & necessaria e
sufficiente affinché una X € u(2n) appartenga a sp(n). Moltiplicando a sinistra
per J e calcolando la traccia troviamo che tracX = 0 (e quindi X € su(2n)) e
moltiplicando a destra e a sinistra per J troviamo la condizione equivalente ‘XJ +
JX =0.

Osserviamo infine che per ogni g € Sp(n) possiamo trovare a € Sp(n) tale che
201

1 i
(%) aga = = o it

" pitn
e
Sia infatti A; un autovalore di g e sia v; un suo autovettore con |v;| = 1. Abbiamo
allora:
a(Jvy) = Jav, = J(/_llvl) = /_11(.]171) .
Ragionando per ricorrenza, troviamo una base ortonormale di C** della forma:

vls"”vl’la J(V1)9---,J(Vn)-

I suoi vettori formano le colonne della matrice a € Sp(n) per cui a~! ga ha la forma
diagonale (*).

La matrice
i

_ " i,
X=a ity a

" i,
appartiene a sp(n) ed exp(X) = g.
Cio dimostra la surgettivita dell’esponenziale e quindi il fatto che Sp(n) ¢
connesso per archi. O

XXVI.6. Sfere e gruppi compatti

Sia k uno dei corpi R, C, H e indichiamo con ey, ey, ..., e, la base canonica di
k. Possiamo allora identificare O(n — 1) (risp. SO(n — 1), U(n — 1), SU(n — 1),
Sp(n — 1)) al sottogruppo di O(n) (risp. SO(n), U(n), SU(n), Sp(n)) delle trasfor-
mazioni che lasciano fisso il vettore e,. Abbiamo allora i seguenti omeomorfismi:
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TeorEMA XXVI.6.1.

U(l) ~S0Q2) =~S§!

SU2) ~Sp(1) =83
O(n)/O(n —1) ~SOn)/SO(n — 1) =~ §"! (n>1)
Un)/U(n—-1)~SUm)/SUn-1) =S m>1)
Sp(m)/Sp(n—1) =S* 1 (n>1)

DmosTtrAZIONE. Dim In ciascuno dei casi I’omeomorfismo cercato ¢ il quo-
ziente iniettivo dell’applicazione g—g(e,). O

TeOREMA XXV1.6.2. Per ogni n > 2 il gruppo U(n) e omeomorfo al prodotto
topologico SU(n) x S

DmostrAZIONE. Indichiamo con D,(A) la matrice n X n:

4
Dn(/l)Z[ . ]
"

Definiamo allora I’omeomorfismo cercato mediante:
SU(n) xS' 3 (g, )—=Dy(1) g € Un);
il suo inverso ¢ dato da:

U(n) > g—(Dp(1/ detg) g, detg) € SUmn) x S'.

Abbiamo le successioni esatte di omotopia dei fibrati:
e om(ST) ——

— m11(SO(n)) —— 7 (SO(n+1)) — m( ") —— 1

N n2(52n+1) N

—— m(SU®) —— mSUm+ 1)) —— m(S7hH —— 1

- 71.2(S3n+1) N

—— m(Sp(n)) —— m(Sp(n + 1)) —— m (S 1
da cui si deduce:
TeoreMA XXV1.6.3. I gruppi SU(n) e Sp(n) sono semplicemente connessi per

ognin > 1. Per ogni n > 2 il gruppo SO(n) non é semplicemente connesso e
m11(SO12)) = Z, m11(SO(n)) =~ Z, per ogni n > 3.
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XXVI.7. Rivestimenti e gruppo degli spinori
TeoreMA XXVI.7.1. Se G ¢ un gruppo topologico connesso e localmente con-
nesso per archi, allora il gruppo fondamentale (G) e commutativo.

. oA T L . . R _ N

Sia G — G un rivestimento connesso di G. Fissato un punto € € Le), vi e
un’unica struttura di gruppo topologico su G per cui é sia ’identita di G e « sia
un omomorfismo di gruppi topologici.

DmosTrRAZIONE. Se @, 8 : [0, 1]—G sono cammini continui con a(0) = a(1) =
B(0) = B(1) = e, consideriamo 1’applicazione continua:

F:[0,1]x[0,1] 3 (¢, s)—a(t) - B(s) € G.

Allora
F(2t,0) se 0<r<i
(-p)) = | 2
F(,2t-1)  se f<r<1
(&
F(0,20) se 0<r<i
B-a)r) = ) 2
FQr—1,1) se L<r<i

e possiamo definire un’omotetia tra « - 8 e 5 - @ mediante:

Gls.1) = F((1 - 5)2t,2s1) se
S0 = F((-s)+sQt—1),s+ ({1 -52t-1))

o
INIA

—_— N

©»
a
INIA

=

Cio dimostra che 71(G) € un gruppo abeliano.

Sia ora 7 : G—G un rivestimento connesso di G. Osserviamo che G & connes-
so per archi.

Per ogni € G indichiamo con 71 (G, 2) il gruppo fondamentale di G con punto
base §. Dimostriamo innanzitutto il seguente:

LemMA XXVI1.7.2. Sia g € G e sia § € n7'(g). Allora per ogni & € 7. (11(G, 8))
risulta Lq (&) € m.(71(G, §)).

DimosTrAZIONE. Sia & : [O, 1]—>G un laccetto con &(0) = @(1) = é e poniamo
« = m o a. Dobbiamo dimostrare che il laccetto L, o @ : [0, 1] 3 t—=L,(a()) € G,
si rialza a un laccetto di punto iniziale g.

Sia % : [0,1]1-G un cammino continuo con estremi ¢ e g e siay = 7 o ¥.
Consideriamo I’applicazione continua:

[0,1]1 X [0,1] 3 (¢, 5)>G(t,5) = y(s) - a(t) € G.

Essa si rialza ad un’applicazione continua G(t, s) e t—G(t, 1) rialza Lg o a. Per
dimostrare che questo & un laccetto, consideriamo 1’insieme A degli s € [0, 1]
tali che G(0,s) = G(1,s). Esso contiene 0, & chiuso perché G & uno spazio di
Hausdorff, ed & aperto perché 7 o G(0,s) = y(s) = m o G(l,s) e ¢G5 Ge
un rivestimento. Coincide quindi con [0, 1]: in particolare G0,1) = G(1,1) e
t—G(z, 1) & un laccetto. O
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CONCLUSIONE DELLA DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 7.1

Siano 2; e 2, due elementi di G e siano &1,&2,31,[32 . [0, 1]—>C cammini
continui con &;(0) =,@,~(0) =¢;, a;(1) :ﬁi(l) = g;,peri = 1,2. Poniamo ¢; = mod;,
Bi=mo /Ai',' (i = 1,2). Consideriamo i cammini continui « : [0, 1] 3 t—a (), (?) €
Gep:[0,1] 3 t—B1(0)B2(1) € G e siano @ : [0, 1]—>G e,@ : [0, 1]—>G 1 loro
rialzamenti con punto iniziale &. Dimostriamo che &(1) = B(1). A questo scopo
osserviamo che

ay(t + st) - aa(t — st se 0<r<l
F(t,s) = 1( ) - ax( ) | 2
aj(s+1t—st)-ar(t+ st—s) se y<t<l1
¢ un’omotetia tra a e
1
a1(21) se 0<r<s5
a'/:a{]-(Lgloa'z): | 2
g1 -at-1) se ;<t<1.

Se indichiamo con &’ il rilevamento di o’ con punto iniziale &, avremo quindi
&’ (1) = @(1). Analogamente, posto

' _ 0B — B1(21) se 0<t
IB —Bl (Lgl ﬁZ) = {g1 'ﬁ2(2t— 1) e % <<

i rilevamenti 8 e &’ di 8 e 8/ con punto iniziale & hanno lo stesso punto finale in G.

Osserviamo ora che i punti finali di & e di 8 sono i punti finali dei rialzamenti
dei cammini Lg, o ap € Lg, o B> con punto iniziale g;. Questi coincidono perché
(Lg, 0 @2) - (Lg, © B! = Lg o (a2, 1 & 'immagine mediante la traslazione a
sinistra per g; del laccetto a3 - 8, I, che per ipotesi ¢ immagine mediante 7 di un
laccetto in G di punto iniziale &. Per il Lernma esso ¢ allora I’immagine
di un laccetto di punto iniziale g; in G.

Possiamo quindi definire:

8182 = a(1)

in quanto la definizione non dipende dalla scelta dei cammini ; e 81 che congiun-
gono € ai punti 21, 2o rispettivamente.

Si verifica poi senza difficolta che con questa definizione di prodotto G eun
gruppo topologico con unita € e che 7 : G—G & un omomorfismo di gruppi. O

Il rivestimento universale di SO(n), per n > 3, ¢ un gruppo topologico che si
indica con Spin(n) e si dice il gruppo degli spinori di ordine n. 1l rivestimento

Spin(n) 5 SO(n) ¢ a due fogli ed &€ un omomorfismo di gruppi. Osserviamo che
Spin(3) = SU(2).



CAPITOLO XXVII
La lista di Cartan dei gruppi classici

Un gruppo di Lie ¢ un gruppo topologico separato localmente isomorf(ﬂ ad un
sottogruppo di Lie del gruppo lineare reale.

La sua algebra di Lie g si identifica all’algebra di Lie del corrispondente sotto-
gruppo di Lie del gruppo lineare.

Ogni gruppo di Lie G con un numero finito di componenti connesse ¢ diffeo-
morfo ad una varieta prodotto K x R, ove K & un sottogruppo di Lie compatto
massimale di G. In questo capitolo introduciamo i gruppi lineari classici della lista
di Cartan e per ciascuno di essi descriviamo questa decomposizione.

Per una presentazione opportuna di G come gruppo lineare, cio¢ come sotto-
gruppo chiuso di GL(n, C), il sottogruppo compatto massimale K sara I’intersezio-
ne G N U(n) di G con il gruppo delle matrici unitarie.

XXVII.1. Decomposizione di Cartan dei gruppi classici
Ricordiamo che, 1’algebra di Lie di un sottogruppo di Lie G di GL,(C) ¢
g ={X € gl,(C) | exp(X) € G, Vt € R}.

Dermizione XXVIIL1.1. Un sottogruppo G del gruppo lineare GL,(C) si dice
pseudoalgebrico se pud essere definito mediante un sistema di equazioni:

(*) fil,x) =0, ..., fn(x,x")=0

dove fi, ..., fv sono polinomi a coefficienti reali delle parti reali e immaginarie dei
coefficienti di x € GL,(C).

I sottogruppi pseudoalgebrici sono ovviamente chiusi.

I gruppi classici della lista di Cartan che introdurremo nel paragrafo seguente
sono tutti pseudoalgebrici e chiusi per aggiunzione. Utilizzando il TeoremdII.13.5]
potremo quindi rappresentarli come prodotti del loro sottogruppo compatto massi-
male G N U(n) e di uno spazio euclideo. Ricordiamo I’enunciato:

TeorEMA XXVIL.1.2. Sia G un sottogruppo pseudoalgebrico di GL,(C), con
algebra di Lie g C gl,(C). Se

(27.1.1) xeG, VYxegG,

IG ¢ un gruppo di Lie se esiste un sottogruppo di Lie G’ di un gruppo lineare GL(%, C) e un
omeomorfismo ¢ : U — U’ di un intorno dell’identita di G su un intorno dell’identita U’ di G’ tale

che, se g1,8>,8182 € U, allora ¢(g,82) = ¢(g1)$(g2).
451
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allora ’applicazione
(27.1.2) (GNUm) X (gNpn) > u,X) — uexp(X) € G,

ove p(n) = {X € gl(n,C) | X* = X} ¢ lo spazio vettoriale delle matrici Hermitiane,
e un omeomorfismo.

Nello studiare i gruppi classici G ¢ GL,(C) della lista di Cartan seguiremo

quindi il procedimento seguente:

(1) verificheremo che esso contenga 1’aggiunto di ogni suo elemento;

(2) calcoleremo I’insieme g N p(n) delle matrici Hermitiane contenute nella

sua algebra di Lie g;

(3) studieremo il sottogruppo compatto G N U(n).
Osserviamo ancora che I’algebra di Lie di G N U(n) & g N u(n) e che I’applicazione
esponenziale

gNun) 3> X - exp(X) € GNUn)

ha come immagine la componente connessa dell’identita in G N U(n). Abbiamo
infatti

Teorema XXVII.1.3 (Cartan-Weyl-Hopf). Sia G un sottogruppo compatto e
connesso di GL,(C), con algebra di Lie g. Allora

g3 X — exp(X) e G
e surgettiva.

Non diamo qui la dimostrazione di questo teorema EI, la cui validita ¢ stata
verificata per ciascuno dei gruppi classici compatti e connessi: SO(n), U(n), SU(n)
e Sp(n).

Osserviamo infine che gNp(n) ¢ invariante per I’azione aggiunta degli elementi
di G NUm).

XXVIIL.2. Alcuni gruppi di matrici e le loro algebre di Lie

Nel capitolo precedente abbiamo esaminato i gruppi classici compatti della li-
sta di Cartan. Completiamo ora la lista di Cartan dando I’elenco dei gruppi classici
non compatti, con le loro algebre di Lie.

() |U(p,q)| ¢il gruppo delle matrici complesse a € GL,,,(C) che soddi-
sfano a*Ka = K per una matrice Hermitiana simmetrica K di segnatura
(p,q). Ad esempio, possiamo prendere K = (I" -1, ) La sua algebra di
Lie e

U(p.q) = X € al1y(C) | XK + KX = O},

Zpossiamo introdurre su G una metrica Riemanniana invariante per le traslazioni a destra e a
sinistra; allora le geodetiche per 1’origine sono tutti e soli i sottogruppi a un parametro di G. La tesi
segue allora dal fatto che I’identita e di G si pud congiungere a un qualsiasi punto g € G mediante
una geodetica y : [0, 1] 3 # — exp(X) € G di lunghezza minima per cui y(0) = ee y(1) = g.
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(2) |SU(p,q)| ¢il gruppo delle matrici complesse a € U(p, g) con determi-
nante 1: SU(p, ¢) = U(p, 9)NSL,,,(C). L’algebra di Lie corrispondente &

su(p,q) = {X € u(p, q) | traccia(X) = 0} = u(p, q) N sl,44(C).

(3) |SU*(2n)| e il gruppo delle matricia € SL,,(C) tali che

alJ = Ja

dove a ¢ la matrice i cui coeflicienti sono i coniugati dei coeflicienti di a e
J ¢ una matrice reale antisimmetrica di rango 2n. Ad esempio possiamo
fissare J = (—In I ) La sua algebra di Lie ¢&:

su*(2n) = {X € sh,(C) | XJ = JX}.
4) |SO(n,C)| ¢il gruppo delle matrici a di SL,(C) che lasciano invariata

una matrice simmetrica non degenere Q:
SO(n,C) = {a € SL,(C) | ' Qa = 0.
La sua algebra di Lie ¢:
so(n, C) = {X € s,(C) | X0 + 0X = 0}.
) ¢ il gruppo delle matricireali a € SL,,,(R) tali che a'Ka=K

per una matrice reale simmetrica K € R/P+9*(P+9) dj segnatura (p, g). La
corrispondente algebra di Lie ¢:

o(p,q) = {X € sl,1,(R) | X'K + KX = 0}.

(6) |SO*(2n)| ¢ il gruppo delle matrici a € SO(2n,C) tali che a*Ja = J,

ovvero a = —JaJ, ove J & la matrice J = (7151 In ) Osserviamo che a —
—JaJ & un’involuzione in C?"*2" Quindi il gruppo lineare SO*(2n) &
una forma reale di SO(2n, C). L’algebra di Lie corrispondente ¢:

s0"(2n) = {X € s0(2n,C) | X*J + JX = 0}.
(7) |Sp(n,C)| & il gruppo delle matrici a € GL,,(C) tali che a'Ja = J per

una matrice antisimmetrica J € M(2n, C) di rango 2n. La corrispondente
algebra di Lie e:

sp(n, C) = {X € glr,,(C) | X'J + JX = 0}.
8) | Sp(n,R)| ¢ il gruppo delle matrici a € GL,,(R) tali che a'Ja=17 per

una matrice antisimmetrica J € R@"X" _dj rango 2n. La corrispondente
algebra di Lie ¢:

sp(n,R) = {X € gl,,(R) | X'J + JX = 0}.

3Questo gruppo si puo indicare anche mediante SL,(H) e la corrispondente algebra di Lie
mediante s, (H).
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) |Sp(p,q)| ¢ il gruppo delle matrici a € Sp(n,C) (con p + g = n) tali
che a*Ka = K per una matrice Hermitiana K di segnatura (2p,2q) che
commuta con J. Se J = (_ I, I ), possiamo fissare ad esempio

I,
— _Iq
e )
_Iq

La corrispondente algebra di Lie &:
sp(p,q) = {X € sp(n,C) | X’K + KX = O}.
Osserviamo che Sp(n) = Sp(n, 0) = Sp(0, n) = Sp(n, C) N U(2n).

XXVIL3. IgruppiU(p,q)eSU(p,q)

Fissiamo K = [, ;, = (Ip _Iq) e poniamo n = p + 4.

Lemma XXVIL3.1. Se g € U(p, q), allora g* € U(p, q).
DimostrAzIONE. Per la definizione del gruppo U(p, g) , abbiamo
8'lpq = Ip,qg_l-
Da questa otteniamo, passando alle inverse:
&lpg = (&) 1pg = Ipg(g")!

e quindi g* € U(p, ¢). O

Lemma XXVIL3.2. U(p, q) N U(n) = U(p) » U(g).

DimMosTRAZIONE. Scriviamo un elemento g € U(p, g) N U(n) nella forma

a c
=(a 3
con matrici a di tipo p X p, b di tipo g X g, c¢ di tipo p X ¢, d di tipo g X p. Poiché
g € U(p, q), abbiamo
a‘a-d'd=1, dac=db, b’'b-c"c=1,.
Essendo g € U(n), abbiamo anche:
aa+d'd=1, a’c+db=0, b’b+c"c=1,
Da queste uguaglianze ricaviamo
c=0, d=0

da cui segue la tesi. O

Cororrario XXVIL.3.3. SU(p, g) N U(n) e omeomorfo al prodotto topologico
SU(p) x SU(g) x S .
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DimostrAZIONE. Se o € C, per ogni intero positivo 4 indichiamo con Dy(0) la
matrice diagonale & X h:
o
1
Dy(o) = ( . }
1

SU(p) xSU(q) x S' 5 (a,b,07) — (ngf)a Dq(g_l)b) € SU(p, q9) N U(n)

L’applicazione

¢ continua e bigettiva e dunque un omeomorfismo perché i due spazi sono compatti
di Hausdorft. O

TeoreEMA XXVIL.3.4. SU(p, q) ¢ omeomorfo al prodotto topologico SU(p) X
SU(g) x S' x CP4. U(p, q) & omeomorfo al prodotto topologico SU(p,q) x S'. I
due gruppi sono pertanto connessi per archi ma non compatti se pq # 0.

DmosTrAZIONE. Calcoliamo I’intersezione u(p, g¢)Np(n). Scriviamo X € u(p, g)N
p(n) nella forma X = (§1; 2; ) con X11 € p(p), X2» € p(q) e X1, matrice complessa
di tipo p X g. Allora:

0 =X"1,,+1,,X
=Xl +1,,X

_(2X11 0 ) '
- 0 2X»

Quindi
0 X
w(p, q) N p(n) = su(p,g) N p(n) = {(x, )| X1z € M(p x 4, C)}
La tesi & percio conseguenza dei lemmi precedenti e del Teorema V.1.1. O

XXVIL4. 1 gruppi Sp(n, C) e SU*(2n)
Lemma XXVIL4.1. Se g € Sp(n, C), allora g* € Sp(n, C).

DmMOSTRAZIONE. Abbiamo

'glg =1
e dunque
Jg = gilTJ
da cui, passando alle inverse:
g =gl
Passando ai coniugati, otteniamo:
g\ =Jg
da cui
g*T Jg =1
e dunque g* € Sp(n, C). O

TeorEMA XX VIL.4.2. Sp(n, C) ¢ omeomorfo a Sp(n) X RA2n+D)
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DimvosTrAZIONE. Sia g € Sp(n, C). Possiamo decomporre g in modo unico nella
forma:

g=ab con aeSpn,C)nNnURn) e beSphn C)nP,.(2n).

La b si pud rappresentare in modo unico come esponenziale di una matrice B €
n,C) N p(2n). Scriviamo B nella forma

Bi1 Bp2
B= BTz B

con By matrici complesse nxn, By € By, Hermitiane. Da B'J+JB = 0 otteniamo
allora le uguaglianze:

By =- BL
B> =B,
La matrice B ¢ dunque della forma
B Bip
(%) B= (312 -Bn )
con B;; Hermitiana e B, simmetrica. Le matrici Hermitiane della forma (x) for-

mano uno spazio vettoriale reale L di dimensione n*+n(n+1)=nn+1e dunque
la tesi segue dall’omeomorfismo del Teorema V.1.1:

Sp(n) X L 3 (a, B) — aexp(B) € Sp(n, C).

TeoreMA XXVIL4.3. 11 gruppo SU*(2n) é omeomorfo a Sp(n) X R27*-n-1,

DimostrAZIONE. Ricordiamo che g € SU*(2n) se g € SL,,(C) e
Jg =gl
Ne segue che, se g € SU*(2n) N U(2n) abbiamo
leJg =1
e dunque g € Sp(n).

Si verifica immediatamente che g* € SU*(2n) se g € SU*(2n) e dunque pos-
siamo ripetere il ragionamento fatto nella dimostrazione del teorema precedente,
decomponendo g mediante

g=ab con aecSU'2n)NURn)e beSU2n) NP2n).

La b ¢ I’esponenziale di una matrice Hermitiana B in su*(2n): questo & lo spazio
vettoriale reale L di dimensione 2n> — n — 1 delle matrici della forma:

By Bz
B = -B, By
con Bi; matrice n X n Hermitiana con traccia nulla e Bj, matrice n X n complessa
antisimmetrica: 'Bjp = —Bj5. Per il Teorema V.1.1 otteniamo un omeomorfismo:

Sp(n) X L > (a, B) — aexp(B) € SU*(2n),

che dimostra la tesi. |
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XXVILS. I gruppi SO(, C) e SO*(2n)
TeorEMA XXVIL5.1. SO(n, C) é omeomorfo a SO(n) X R(*-m/2,

DimosTtrAZIONE. Osserviamo in primo luogo che I’aggiunta g* di un elemento
g di SO(n, C) & ancora un elemento del gruppo. Infatti le equazioni che definiscono
il gruppo sono:

det(g) =1, ng =1
Quindi, poiché anche gg' = I
det(g) =det(®) =1 e 'gg" =(g's) =1.
Un elemento g di SO(n, C) N U(n) soddisfa
g=¢"=¢

e dunque ¢ una matrice a coefficienti reali. Otteniamo percio:

SO(n, C) N U(n) = SO(n).
Decomponiamo g € SO(n, C) in modo unico mediante

g=ab con a€SOn,C)ynUmn) e beSOMHn,C)nNPMHn).

Gli elementi di SO(n, C) N P(n) sono tutti e soli gli esponenziali delle matrici dello
spazio vettoriale reale L di dimensione (n> — n)/2:

L = {B|B Hermitiana e B = —B}=1i-0(n)
cioe delle matrici a coefficienti puramente immaginari antisimmetriche. La tesi
segue dal Teorema V.1.1. O
TeoreEMA XXVIL5.2. SO*(2n) é omeomorfo a U(n) X RN,

DimosTrRAZIONE. Dimostriamo in primo luogo che il gruppo SO*(2n) N U(2n)
¢ isomorfo, come gruppo topologico, a U(n). Infatti, per un elemento g di tale
gruppo, valgono le equazioni:

g'g=1 gJg=J gg=1 detg)=1.

La prima e la terza di queste equazioni ci dicono che g ¢ una matrice reale di
SO(2n). La seconda ci dice allora che g commuta con J e dunque ¢ C-lineare per
la struttura complessa su R?* definita da J. Si verifica facilmente che, se definiamo
I’isomorfismo R-lineare o : R* — C" mediante

olex)=e, per 1<k<n e o(Jer) =oc(ersn) = iek
I’applicazione
SO*2n)NUQRn)3 g — ocogoo ! € Un)

¢ un isomorfismo di gruppi topologici. Per concludere la dimostrazione, osser-
viamo che il gruppo SO*(2n) & chiuso rispetto all’aggiunzione e dunque, dalla
decomposizione

g=ab con aecSO*2n)NUQRn) e beSO*'2n)NP2n).
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Troviamo allora che b = exp(B) dove B € s0*(2n) N p(2n) ¢ univocamente deter-
minata come un elemento dello spazio vettoriale reale L di dimensione n”> — n delle
matrici:

(X Y
B=i Y -X con X, Y € o(n).

L’ omeomorfismo cercato segue dal Teorema V.1.1. O

XXVIL6. IgruppiSp(p,q;C)
TeorEMA XXVIL6.1. Abbiamo I’omeomorfismo

Sp(p, ) = Sp(p) x Sp(g) x R*1.

DmosTtrAZIONE. Ricordiamo che il gruppo Sp(p, q; C) ¢ caratterizzato dalle
equazioni:
s Ip, I,
gTJg:J c g(pqlp‘q)g:(lqlp,q)'

Come abbiamo visto in precedenza, possiamo considerare un elemento g dell’ in-
tersezione Sp(p, ¢; C) N U(2n) C Sp(n) come un elemento di GL(n, H). Scriviamo
g per la matrice a coefficienti quaternioni corrispondente a g. Troviamo allora: se
g € Sp(p, ¢; C), allora

~k o~

geg=1

8'1pq8 =Ipg
Si ottiene quindi

g = (g1 gz) con g1 € Sp(p), g2 € Sp(q).

Dr’altra parte abbiamo al solito I’invarianza di Sp(p, ¢; C) rispetto all’aggiunzione.
Dal Teorema V.1.1 otteniamo un omeomorfismo

Sp(p) X Sp(q) X L > (g1, 82, B) — (gl gz) exp(B) € Sp(p, q¢;C)

ove in questo caso L ={ p, g; C) N p(2n) & uno spazio vettoriale reale di dimensione
4pq di matrici Hermitiane. Le matrici di L hanno la forma:

0 B 0 Bu

B | B 0 Bu 0
“| 0 By 0O -Bp
B, 0 /B, 0

con By, e B4 matrici complesse di tipo p X g. O

XXVIL7. I gruppi SO(p, q)

TeoreEMA XXVIL.7.1. Siano p,q due interi positivi con p + q = n. Allora il
gruppo SO(p, q) e omeomorfo a {—1,1} X SO(p) X § O(q) X RP4,
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DimosTtrAZIONE. Ragioniamo come nella dimostrazione dei teoremi precedenti.
Ricaviamo in primo luogo che SO(p, g¢) N U(n) ¢ formato dalle matrici:

_ (&0
8= ( 01 82)
con g; € O(p), g2 € O(q) e det(gy) - det(g2) = 1.
Quindi abbiamo I’omeomorfismo:

SO(p, ) NUn) = {—1,1} x SO(p) x SO(g).

D’altra parte SO(p, ¢) N P(n) ¢ 'immagine iniettiva mediante I’applicazione espo-

nenziale delle matrici
B = 0 B 12
“\'Bp O

ove Bj; € una matrice reale p X g. Concludiamo utilizzando il Teorema V.1.1. O






CAPITOLO XXVIII

Algebre di Lie

Raccogliamo in questo capitolo alcune delle definizioni generali e delle pro-
prieta piu importanti delle algebre di Lie astratte.

XXVIII.1. Nozioni fondamentali

Sia k un campo. Un’algebra di Lie su k & uno spazio vettoriale g su k su cui ¢
assegnata un’operazione binaria (commutatore):

(28.1.1) gxg3(X,Y) — [X,Y]eg

che gode delle seguenti proprieta:

(28.1.2) I’operazione (X, Y) — [X, Y] ¢ k-bilineare,

(28.1.3) [X,X]=0 VXeqg,

(28.1.4) X, [LZ]]+ [V [Z, X111+ [Z,[X,Y]]=0 VX, Y,Ze€g

(IDENTITA DI JACOBI).

Osservazione XX VIIL1.1. Osserviamo che (28.1.3)) implica che
(28.1.5) [X,Y]=-[YV,X] VX, Yeg
e le due condizioni sono equivalenti se k ha caratteristica # 2.

Esempio XXVIIIL.1.2. Sia V uno spazio vettoriale sul campo k. Se poniamo
[v,w] = 0 per ogni v, w € V, questo prodotto definisce su V una struttura di algebra
di Lie.

In generale

Dermizione XX VIII.1.3. Chiamiamo algebra di Lie abeliana o commutativa
un’algebra di Lie g in cui il commutatore di due qualsiasi elementi sia nullo.

Dati due sottospazi vettoriali U, B di un’algebra di Lie g, indichiamo con [, B]
il sottospazio vettoriale di g generato dai vettori della forma [X, Y] con X € U,
Y € B.

Per la (28.1.5]), abbiamo [, B] = [B, A].

Dermnizione XXVIIL.1.4. Un sottoinsieme a di g si dice una sottoalgebra di
Lie di g se ¢ un sottospazio vettoriale di g e [a,a] C a; un ideale di g se ¢ una
sottoalgebra ed inoltre [a, g] C a.

Osserviamo che {0} e g sono ideali (banali) di g.

461
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Lemma XXVIIIL.1.5. Se a,b sono ideali di g, anche a + b e [a,b] sono ideali di

Lemma XXVIIL1.6. Sono ideali di g sono il suo centro Z,(g) e il suo derivato
qM), definiti da

(28.1.6) Zy() =X eg|[X,Y]=0 VYeg},
(28.1.7) oV = [g, gl.

Lemma XXVIIIL.1.7. Se a e una sottoalgebra di Lie di g, il suo normalizzatore
in g
(28.1.8) Ny(a) ={X egl|[X,Y]ea VYe€a}
e ancora una sottoalgebra di Lie di g: essa contiene a ed ¢ la piu grande sottoal-

gebra di g che contiene a come ideale.
Analogamente il centralizzatore di a in g

(28.1.9) Cq(a) ={Xeg|[X,Y]=0 VY e€a}
e una sottoalgebra di Lie di g.
Dermizione XXVIIL.1.8. Siano f, g due algebre di Lie sullo stesso campo k.

Un’applicazione ¢ : f — g si dice un morfismo di algebre di Lie se ¢ k-lineare e
soddisfa inoltre:

(28.1.10) (X, Y] = [¢(X),0(Y)] VX, Y €f.

Lemma XXVIIL1.9. Sia ¢ : f — g un morfismo di algebre di Lie suk. Allora
¢(f) e una sottoalgebra di Lie di g e ker ¢ e un ideale di §.

Lemma XXVIIL1.10. Se a e un ideale dell’algebra di Lie g, allora vi e un’unica
struttura di algebra di Lie sul quoziente g/a che renda la proiezione naturale g —
g/a un morfismo di algebre di Lie.

Dermnizione XXVIILL1.11. Con questa struttura g/a si dice ’algebra di Lie
quoziente di g rispetto all’ideale a.

Dermnizione XXVIII.1.12. Un’algebra di Lie g si dice semplice se non & com-
mutativa e non contiene ideali non banali.

XXVIIIL.2. Algebre di Lie lineari, derivazioni, rappresentazione aggiunta

Sia V uno spazio vettoriale sul campo k. Lo spazio vettoriale Endx(V) di tutti
gli endomorfismi k-lineari di V ¢ un’algebra di Lie con il prodotto definito da

(28.2.1) [A,B]=AoB—-BoA VA,BecEnd(V).

Con la struttura di algebra di Lie, esso si indica con gl (V). Se V = k", scriviamo
gl(n, k) invece di gl (k™). Ogni sottoalgebra di un’algebra di Lie gl (V) si dice
un’algebra di Lie lineare.

Un teorema di Ado-Iwasawa dice che ogni algebra di Lie di dimensione finita
¢ isomorfa a un’algebra di Lie lineare.
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Esempi importanti di algebre di Lie lineari sono i seguenti, ove V = k", 1 <

n < oo:

(Ao

(Be)

(Co)

(Dy¢)

slii€ + 1,k) = {X € gl(¢ + 1,k) | tr(X) = 0} ;

so({, £ + 1;k): trasformazioni antisimmetriche rispetto a una forma bili-

neare simmetrica con indice di Witt £ in uno spazio vettoriale di dimen-

sione dispari n = 2¢ + 1; qui dobbiamo suppore che k abbia caratteristica

#2;

sp(€, k): trasformazioni simplettiche, cio¢ che soddisfano
aX(v),w)+alv,X(w))=0 VYv,weV

per una forma alternata non degenere a su uno spazio vettoriale V di
dimensione pari n = 2¢ su un campo k di caratteristica # 2;

so(¢, £; k): trasformazioni antisimmetriche rispetto a una forma bilineare
simmetrica con indice di Witt £ in uno spazio vettoriale di dimensione
pari n = 2¢; anche qui dobbiamo suppore che caratteristica(k) # 2;

I’algebra t (n, k) delle matrici triangolari superiori a coefficienti in k;

I’algebra n,(n,k) delle matrici triangolari superiori a coefficienti in k
con diagonale principale nulla;

I’algebra t_(n, k) delle matrici triangolari inferiori a coefficienti in k;

I’algebra n_(n, k) delle matrici triangolari inferiori a coefficienti in k
con diagonale principale nulla;

I’algebra d(n, k) delle matrici diagonali a coefficienti in k.

Notiamo che

ti(n, k) = n.(n, k) @ d(n, k),
. (n, k) = [t (n,k), t(n, k)],
t_(n,k) = n_(n, k) ® d(n, k),
n_(n, k) = [t-(n, k), t_(n, k)].

Sia A un’algebra su k, con prodotto A X A > (a,b) - a-b € A.

DEermvizioNne XX VIIL.2.1. Una derivazione di U & un’applicazione k-lineare D :
A — A che soddista ’identita di Leibniz:

(28.2.2)

D(a-b) = (D(a))-b+a-(D(b)) Va,b e AW

Indichiamo con Dery () I’insieme delle derivazioni di 2.

Si verifica facilmente che

Lemma XXVIIL2.2. Dery(N) e una sottoalgebra di Lie di gl (N) e quindi un’al-
gebra di Lie lineare.

Consideriamo in particolare I’algebra di Lie delle derivazioni di una k-algebra

di Lie g.
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Lemma XXVIIIL2.3. Fissato X € g, I’applicazione
(28.2.3) adg(X): g3 Y — [X, Y] €g
e k-lineare ed e una derivazione.

DimosTrAZIONE. Verifichiamo I’identita di Jacobi:

adg(X)([Y,Z) = [X, [V, Z]] = -[Y [Z,X]] - [Z,[X, Y]]
= [[X,Y],Z] + [V, [X,Z]]
= [ady(X)(Y), Z] + [¥, ady(X)(Z)] VY, Zeg.

O

DermnizioNne XX VIIL.2.4. Le derivazioni della forma ad,(X), al variare di X in
g, si dicono derivazioni interne di g.

Lemma XXVIIL2.5. L’applicazione
(28.2.4) ady : g 3 X — ady(X) € Dery(g)

e un morfismo di algebre di Lie. Le derivazioni interne formano un ideale dell’al-
gebra di Lie Dery(g).

DivosTrAZIONE. Infatti, se D € Derg(g) e X € g abbiamo, per ogni Y € g:

[D,ady(X)](Y) = D([X, Y]) - [X, D(Y)]
= [D(X), Y] + [X,D(Y)] - [X, D(Y)]

= ady (D(X)) (Y).
Quindi
(28.2.5) [D, ady(X)] = ad, (D(X)) VD € Der(g), VXeg
dimostra che [Dery(g), ady(g)] C adg(g). O

DeriNnizione XX VIIL.2.6. La (28.2.4) si dice rappresentazione aggiunta di g.

Lemma XXVIIL.2.7. Il nucleo della rappresentazione aggiunta e il centro Z,(g)
di g.

Dermizione XXVIIL.2.8. Gli elementi di Dery(g) che non appartengono ad
adg(g) si dicono derivazioni esterne di g.
L’ideale delle derivazioni interne di g si indica anche con intg(g).

Un ideale di g € un suo sottospazio vettoriale che ¢ trasformato in sé da tutte le
derivazioni interne.

DerNnizioNe XX VIIIL.2.9. Unideale a di g si dice caratteristico se € trasformato
in sé da tutte le derivazioni di g.

Lemma XXVIIL2.10. 1l centro Zy(g) e il derivato oV sono ideali caratteristici
di g.
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DimostrAzIONE. Infatti, se D € Dery(g), abbiamo
[D(X), Y] =D(X,Y]) - [X,D(Y)] =0, VXeZyg), VY €g
- D(Zg(g)) - Zg(g)a

D(X,Y]) = [DX), Y]+ [X, DY) e gV, VX,Yegq
— D(g") c gV,
O

Osserviamo che, se g ¢ semplice, allora il morfismo ady : g — intg(g) € un
isomorfismo: quindi

Prorosizione XX VIIL.2.11. Ogni algebra di Lie semplice é isomorfa in modo
naturale ad un’algebra di Lie lineare.

Esempro XXVIII.2.12. Sia M una varieta differenziabile di dimensione m. Lo
spazio &(M;R) delle funzioni differenziabili di classe €, a valori reali, defi-
nite su M ¢ un’algebra reale per il prodotto di funzioni. L’algebra di Lie reale
Derr (& (M, R)) & 1’algebra X(M) dei campi di vettori (di classe ) su M.

XXVIIL.3. Rappresentazioni lineari

Sia g un’algebra di Lie sul campo k.

Dermizione XXVIIL.3.1. Una rappresentazione lineare di g ¢ il dato di uno
spazio vettoriale V sul campo k e di un morfismo di algebre di Lie

(28.3.1) p:g— gl(V).
In questo caso diciamo anche che V, con la struttura data dall’operazione:
(28.3.2) gxVsX,v) — pX)(v)eV

€ un g-modulo.
Quando cid non provochi confusione, scriveremo anche X - v oppure Xv invece

di p(X)(v).

La rappresentazione aggiunta, discussa nel paragrafo precedente, € un esempio
di rappresentazione.

Un altro esempio di rappresentazione lineare ¢ la rappresentazione banale:
dato un qualsiasi spazio vettoriale V su k si fa corrispondere ad ogni X di g I’
endomorfismo nullo di V.

Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita su k e (28.3.1]) una sua rappresen-
tazione lineare di dimensione finita.

Dermizione XXVIIL.3.2. Diciamo che p (o il corrispondente g-modulo V) &
riducibile se esiste un sotto-g-modulo proprio non banale W di V; altrimenti la p si
dice irriducibile o semplice.

Diciamo che p (o il corrispondente g-modulo V) € decomponibile se V ¢ somma
diretta di due sotto-g-moduli W, W, non banali: V = W; & W, con W, W, # {0}
E indecomponibile se non & decomponibile.
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Infine, diciamo che p (o il g-modulo V) & completamente riducibile o com-
pletamente decomponibile o semisemplice se V ¢ somma diretta di sotto-g-moduli
semplici.

Vale il:

TeorEMA XX VIIL.3.3 (Lemma di Schur). Sia g un’algebra di Lie di dimensione
finitansukep : g — glg(V) una sua rappresentazione lineare di dimensione
finita irriducibile. Se A € glx(V) é diversa da 0 e soddisfa:

(28.3.3) [A,p(X)] =0 VX eqg,

allora e un endomorfismo semisemplice invertibile.
Se k e algebricamente chiuso, allora A é un multiplo dell’identita.
In generale, il commutatore di p(g) in Endg(V)

(28.3.4) K, ={A € Endi(V) | [A, p(g)] = 0}

e un corpo (non necessariamente commutativo) ed e un’estensione di dimensione
finita di k.

DmostrazioNE. Poiché A # 0, lo spazio vettoriale V ha dimensione positiva.
Sia p un fattore primo del polinomio minimo di A e poniamo

_ h _
V, = UheNker p(AY, W = ker p(A).

Allora W e V), sono sottospazi g-invarianti di V, di dimensione positiva, con W C
V. Per I'irriducibilita di p, deve essere W = V,, = V e questo dimostra che A ¢
semisemplice e il suo spettro contiene un solo ideale primo di k[x].

Per la prima parte della dimostrazione ogni elemento diverso da 0 di K, ¢
invertibile e quindi K, € un corpo. O

Osservazione XX VIIL.3.4. Sek = C ¢ il campo dei numeri complessi e (28.3.1)
una rappresentazione irriducibile di g, allora K; =~ C.

OsservazioNE XX VIIL.3.5. Se k = R ¢ il campo dei numeri reali, il commu-
tatore K, per una rappresentazione irriducibile p : g — glg(V) di g puo0 essere R,
C, oppure H. Le rappresentazioni irriducibili di un’algebra di Lie reale si dividono
quindi nei tipi reale, complesso, quaternionico.

Ad esempio, le rappresentazioni naturali di

o(n) C gl(n,R),
u(n) C gl(n,C) c gl(2n,R),
sp(n) C gl(2n,C) C gl(4n,R),

sono rispettivamente di tipo reale, complesso e quaternionico.

Per distinguere i diversi casi, si considera la complessificazione § = C®r g di g
e la corrispondente rappresentazione complessa j : § — glc(V), dove V = C@ V
¢ la complessificazione dello spazio vettoriale reale V.

La p ¢ reale se p ¢ irriducibile.
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Altimenti la g si decompone nella somma diretta di due rappresentazioni com-
plesse irriducibili: se esse sono isomorfe, allora la p & di tipo quaternionico; se esse
non sono isomorfe, allora la p ¢ di tipo complesso.

Sia g un’algebra di Lie di dimensione finitak e p : g — glx(V) una rappresen-
tazione lineare di dimensione finita. Allora anche la

(28.3.5) p a3 X — —b(X) € glp(V¥),

ove V* = Homg(V, k) ¢ il duale dello spazio vettoriale V, ¢ una rappresentazione
lineare di dimensione finita.

DeriNizione XXVIIL3.6. La (28.3.5)) si dice la rappresentazione controgra-
diente, o duale, di p.

A due rappresentazioni lineari di dimensione finita py : ¢ — gl (V), pw :
g — glx(W) possiamo associare il loro prodotto tensoriale

(28.3.6) pv®pw : g — gl(V e W),
definito da

pv @ pw(X)(v @ w) = py(X)(v) @ w + v & pw(X)(w)
VXeg, YveV, YweW.

Utilizzando la rappresentazione controgradiente e I’identificazione dello spa-
zio Homg (V, W) con il prodotto tensoriale W ® V*, si ottiene la rappresentazione

(28.3.7) PHomy(V,w) = 8 — gly(Homg(V, W))
definita da
(28.3.3) PHom(V,w) = pw(X) 0 A — A o py(X)

VX eg, VYA e Homg(V,W).
In particolare la py induce una rappresentazione pgnd, (v su Endi(V) definita da

(28.3.9) PEnd,(v)(X)(A) = py(X) 0 A — A 0 py(X)
VX €qg, VA € Endp(V).

XXVIII.4. Forme invarianti
Sia g un’algebra di Lie su k.

Dermvizione XX VIIL.4.1. Una forma bilineare 8 : g X g — k si dice invariante
se soddisfa

(28.4.1) BUX, Y1, Z) + B [X,Z]) =0, VX,Y.Zeg.
Una forma bilineare 8 : g x g — k si dice completamente invariante se soddisfa

(28.4.2) BIDX),Y)+BX,D(Y)) =0, VX,Y€g, VD € Der(g).
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Esempio XXVIIIL.4.2. L’applicazione
(28.4.3) B(X,Y) = traccia(XY), VX,Y € gl(n,k)

¢ una forma bilineare simmetrica, invariante su gl(n, k).
Abbiamo infatti

traccia([X, Y]Z) = traccia(XYZ) — traccia(YXZ)
= traccia(YZX) — traccia(YXZ) = —traccia(Y[X, Z]).
Dalla discussione dell’Esempio [XXVIII.4.2|otteniamo subito:

Proposizione XXVIIL.4.3. Se p : g — glx(V) é una rappresentazione lineare
di dimensione finita di g, allora

(28.4.4) ky(X,Y) = traccia(p(X)p(Y)), VX, Yeg

e una forma bilineare invariante su g. O
DeriNnizioNne XX VIILL4.4. Se g ha dimensione finita, la forma invariante

(28.4.5) kq(X, Y) = traccia(ad(X)ad(Y)), VX, Y eg

si dice la forma di Killing di g.

Lemma XXVIIL4.5. Supponiamo che g abbia dimensione finita. Se a é un
ideale di g, allora la forma di Killing k, di a e la restrizione ad a della forma di
Killing t; di g.

DmosTrRAZIONE. Se infatti scegliamounabase Ey, ..., E,digpercui Ey,..., E,
sia una base di q, le trasformazioni ad(X), con X € a, hanno matrici associate

o o)

con A matrice m X m, e matrici nulle O di tipi m X (n —m), (n —m) X med (n —
m) X (n —m). Poiché la A ¢ la matrice di ad,(X) nella base Ey, ..., E,, la tesi segue
facilmente. O

ProposizioNne XXVIIL4.6. Supponiamo che g abbia dimensione finita. La sua
forma di Killing é completamente invariante.

DmvostrAZIONE. Consideriamo § = g @ Der(g). Possiamo definire su § una
struttura di algebra di Lie con il prodotto definito dalle:

[X, Y] =[X,Y] se X,Y eg,
[D, X1 = D(X) se X € g, D € Der(g),
[Di1,D;]l = Dy o Dy — Dy o Dy se Dy, D; € Der(g).

Poiché g ¢ allora un ideale di g, la tesi segue dalla Proposizione [XXVIIL.4.3|e dal
Lemma [XXVIIT.4.5] m
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XXVIILS. Automorfismi
Sia g un’algebra di Lie su k.

DeriNnizione XXVIILS.1. Un automorfismo « di g € un isomorfismo dell’al-
gebra di Lie g con se stessa. Con il prodotto di composizione, gli automorfismi
dell’algebra di Lie g formano un gruppo, che indicheremo con Auty(g).

Dermizione XX VIIL5.2. Un elemento X dell’algebra di Lie g si dice ad-nilpotente
se ady(X) ¢ nilpotente.

Se il campo k ha caratteristica 0, ed X € g ¢ ad-nilpotente possiamo definire
I’esponenziale di ad,(X) mediante:
w (ady(X)"
(28.5.1) exp (ady(X)) = ZHT'
Poiché abbiamo supposto X ad-nilpotente, la somma a secondo membro della
(28.5.1) contiene solo un numero finito di termini non nulli. Essa definisce quindi

un’applicazione k-lineare su g, che € un automorfismo di g.
Piu in generale vale il:

Lemma XXVIILS.3. Sia g un’algebra di Lie sul campo k di caratteristica 0 e
D una derivazione nilpotente di g. Allora

(28.5.2) exp(D) = ) o
h=0 "

e un automorfismo di g.

DmostrAZIONE. Vale la formula di Leibnitz:
n

DX V)= (Z)[Dm(X), DY) VXY €.

m=0
Quindi:
« D([X,Y])
h=0 h!

exp(D)([X, Y]) = )

-y 0.0 ()
=01 B’ ’

= [exp(D)(X), exp(D)(Y)], VX, Y €g,

ove tutte le sommatorie hanno significato perché contengono soltanto un numero
finito di termini non nulli.

Infine exp(D) ¢ invertibile ed exp(D)‘1 = exp(—D) mostra che anche I’inversa
¢ un morfismo dell’algebra di Lie g in sé. O

DEermvizione XX VIILS.4. Gli automorfismi che sono composizione di un nume-
ro finito di automorfismi della forma exp (ad4(X)), con X elemento ad-nilpotente di
g, si dicono elementari.

Indicheremo con Aut,(g) il gruppo degli automorfismi elementari di g.
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Lemma XXVIILS.5. 1l gruppo Aut.(g) degli automorfismi elementari di g e un
sottogruppo normale di Auty(g).

DimosTrAZIONE. Infatti, se X € g & un elemento ad-nilpotente ed a € Autg(g),
allora a(X) ¢ ancora un elemento ad-nilpotente di g e

a o exp(ady(X)) o ! = exp(ady(a(X))).

XXVIIL6. Algebre di Lie risolubili

Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita su k.

Dermizione XX VIIL6.1. La sequenza decrescente di ideali

(28.6.1) g=D%>D!go---oD"go>DM"lgo--.
definita da

D% =
(28.6.2) 8-

D"tlg = [D™g, D™g] Ym>0.

si dice serie derivata di g.

Dermizione XXVIIL6.2. Diciamo che g ¢ risolubile se D*g = {0} per qualche
intero non negativo n.

Ad esempio, 1’algebra t(n, k) delle matrici triangolari superiori con coefficienti
nel campo k & un’algebra di Lie risolubile.

TeoreMa XXVIIIL.6.3. Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita su k.

(1) Se g e risolubile, allora ogni sottoalgebra a di g é risolubile ed ogni im-
magine di § mediante un morfismo di algebre di Lie é un’algebra di Lie
risolubile.

(2) Se a e un ideale risolubile di g e I’algebra quoziente g/a ¢é risolubile,
allora g ¢ risolubile.

(3) Se a, b sono ideali risolubili di g, allora a + b ¢ un ideale risolubile di g.

Dermnvizione XXVIIL.6.4. In particolare, ogni algebra di Lie g di dimensione
finita contiene un ideale risolubile massimale rispetto all’inclusione. Esso si dice
il radicale di g e si indica con rad(g).

XXVIIL.7. Algebre di Lie semisemplici

Dermizione XXVIIL7.1. Un’algebra di Lie di dimensione finita g per cui sia
rad(g) = {0} si dice semisemplice.

Osserviamo che I’algebra quoziente g/rad(g) ¢ semisemplice.

Vale il fondamentale risultato:
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TeorEMA XXVIIL7.2 (Decomposizione di Levi-Malcev). Sia g un’algebra di
Lie di dimensione finita. Allora g contiene una sottoalgebra semisemplice | tale
che

(28.7.1) g = [@rad(g)

Dermizione XX VIIL.7.3. Una sottoalgebra semisemplice [ di g per cui valga la
si dice una sottoalgebra di Levi di g.

XXVIIL8. Algebre di Lie nilpotenti

Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita sul campo k. Si dice serie centrale
discendente di g la sequenza di ideali di g

(28.8.1) g=C%>Clgo---oCgo Mg
definiti per ricorrenza da:

Clq =g,
(28.8.2) S

C*lg=[C"q,q]  per h>0.

Diciamo che g ¢ nilpotente se C"g = {0} per qualche intero non negativo n. Poiché
D™g c C"g per ogni m € N, un’algebra di Lie nilpotente ¢ anche risolubile.
L’algebra di Lie lineare n(n, k) € un esempio di algebra di Lie nilpotente.

TeoreMa XXVIIL.8.1. Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita su k.

(1) Se g e nilpotente, allora ogni sottoalgebra di Lie di g ed ogni immagine
di ¢ mediante un morfismo di algebre di Lie ¢ nilpotente.

(2) g e nilpotente se e soltanto se g/Z,(g) e nilpotente.

(3) Se g # {0} ed ¢ nilpotente, allora Z,(g) # {0}.

DmvostrAZIONE. La (1) e la (2) sono immediate. Per la (3) osserviamo che se
g & nilpotente ed 4 & il pill grande intero non negativo per cui C"g # {0}, allora
Chg c Zy(a). O

XXVIILI. Il teorema di Engel

Lemma XXVIIL9.1. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita su k. Se
A € gly(V) é nilpotente, allora anche adg, (v)(A) é nilpotente.

DimosTrAZIONE. Siano L4 € Ry gli endomorfismi di glx(V) definiti rispettiva-
mente da:
Li(X)=AoX VX € glp(V)
Ry X)=XoA VX € glx(V).
Chiaramente L4 ed R4 sono nilpotenti e commutano tra loro. Quindi anche
adg,(v)(A) = Ly — Ry
¢ nilpotente. o
TeorEMA XXVIIL9.2. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finitan > 1

su k. Sia a una sottoalgebra di Lie di aly(V) formata da elementi nilpotenti. Allora
esiste un vettore v € V \ {0} tale che A(v) = 0 per ogni A € a.
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DimosTtrAZIONE. Ragioniamo per induzione su m = dimg(a). Sem < 1, la
tesi & banalmente vera. Supponiamo quindi m > 1 e il teorema valido per algebre
di Lie di dimensione < m di endomorfismi nilpotenti di uno spazio vettoriale di
dimensione finita.

Sia b, con {0} € b € a, una sottoalgebra di Lie di a. Per il Lemma [XXVIIL9.1]
ad,(b) ¢ un’algebra di Lie di endomorfismi nilpotenti di a. Per passaggio al quo-
ziente, gli elementi di b definiscono un’algebra di Lie di endomorfismi nilpotenti di
a/b. Per I’ipotesi induttiva esiste allora A € a \ b tale che [b, A] C b. In particolare
Nq(b) 2 D.

Scegliamo ora la sottoalgebra b massimale tra le sottoalgebre di Lie propria-
mente contenute in a. Per le considerazioni precedenti deve essere N,(b) = ae
quindi b ¢ un ideale di a. Consideriamo il morfismo di algebre di Lie 7 : a — a/b.
Se a/b avesse dimensione maggiore di 1, I'immagine inversa 7~ !(I) di una retta [
di a/b sarebbe una sottoalgebra di a con b ¢ ¢ a Questo ¢ assurdo per la
massimalita di b e quindi dimy a/b = 1.

Dunque, se A € a \ b, abbiamo

a=baokA.

SiaW ={v e V| B() =0, YB € b}. Per I'ipotesi induttiva dimxW > 0. Inoltre,
poiché b ¢ un ideale di a, abbiamo A(W) c W. Infatti B(A(w)) = A(B(w)) +
[B,A](w) = 0 per ogniw € W e B € b. Larestrizione di A a W ¢ ancora nilpotente
e quindi esiste v € W \ {0} tale che A(v) = 0. Questo implica che X(v) = 0 per ogni
X € a. La dimostrazione ¢ completa. O

Dal Teorema [XXVIIL9.2] si ottiene il

TeorEMA XXVIIL9.3 (Engel). Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita su
k. Condizione necessaria e sufficiente affinché g sia nilpotente é che tutti i suoi
elementi siano ad-nilpotenti.

DimostrAzZIONE. La necessita € ovvia. Per dimostrare la sufficienza ragioniamo
per ricorrenza su m = dimgg. Se m < 1 non c’¢ nulla da dimostrare. Supponiamo
m > 1. Per il teorema precedente esiste X € g \ {0} tale che ad,(Y)(X) = O per ogni
Y € g. In particolare X € Z,(g) # {0}. Osserviamo a questo punto che a = g/Z,(g)
ha dimensione < m ed ogni elemento di a ¢ ad-nilpotente. Per I’ipotesi induttiva a
¢ nilpotente e questo implica che g ¢ nilpotente. O

Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita n su k. Una bandiera completa
in V ¢ una successione di sottospazi vettoriali di V:

\Y/ ' v,
(28.9.1) {0CV1C cV,.1 C

condimyV; =iper0<i<n.
Vale il seguente:

TeoremMA XXVIIL.9.4. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita su k
e sia § un’algebra di Lie di endmomorfismi nilpotenti di V. Allora esiste una
bandiera completa {V;}o<i<, tale che X(V;) C V;_1 perogni 1 <i<n.



XXVIIL10. IL TEOREMA DI LIE 473

DivosTtrAZIONE. Se dimgV = 0 non ¢’¢ nulla da dimostrare. Supponiamo quin-
di dimg(V) = n > 0 e il teorema vero per algebre di Lie nilpotenti di endomorfismi
di uno spazio vettoriale di dimensione < n su k. Per il Teorema[XXVIIL.9.2, esiste
vy € V \ {0} tale che X(v;) = O per ogni X € g. Sia V| = k- v| e consideriamo
la rappresentazione p di g su W = V/V; ottenuta per passaggio al quoziente. Sia
m : V. — W la proiezione nel quoziente. Poiché p(g) consiste di endomorfismi
nilpotenti di W, esiste per I’ipotesi induttiva una bandiera completa {W;}o<i<,—1 di
W tale che p(X)(W;) ¢ W;_;. Otteniamo allora la bandiera completa {V;}o<i<, de-
siderata aggiungendo a {0} = Vo ea V| = k- v i sottospazi V; = Y (Wiy) per
2<i<n. O

Applicando questo risultato alla rappresentazione aggiunta otteniamo:

TeorREMA XXVIIL.9.5. Se g ¢ un’algebra di Lie nilpotente, allora esiste una
successione di ideali di g:

ag={0}caqgC--rqu1Ca,=g

tale che, per ogni 1 < h < m, I’algebra di Lie a,/ay—; sia abeliana e di dimensione
uno.

TeorEMA XXVIIL9.6. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita su un
campo k e sia g una sottoalgebra di Lie di gly(V) formata da endomorfismi nilpo-
tenti. Allora g é un’algebra di Lie nilpotente.

DimvosTrAZIONE. Sia infatti {V;}o<;<, una bandiera completa tale che X(V;) C

Viciper 1 <i < n, per ogni X € g. Scegliamo una base ey, ...,e, di V tale che
e; € Vi \ Vi_1. In tale base ogni elemento di g si rappresenta con una matrice di
n(n, k). Da questa osservazione segue la tesi. O

Lemma XXVIIL.7. Se g é un’algebra di Lie nilpotente di dimensione finita ed
a un ideale di g, allora a N Z;g # {0}.

DimosTrAZIONE. Facciamo operare g su a mediante la rappresentazione aggiun-
ta. Tutti gli ady(X)l,, per X € g, sono nilpotenti e quindi esiste A € a tale che
[a,A] = {0}. E quindi A € a N Z,(q). O

XXVIII.10. 11 Teorema di Lie

TeorEMA XXVIIL.10.1. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita n > 0
su un campo k, di caratteristica 0 e algebricamente chiuso. Sia g una sottoalgebra
di Lie risolubile di gl (V). Esiste allora un vettore v € V \ {0} tale che

(28.10.1) VYAeg dAA) €k taleche AW) = A(A)v.

DimosTrAZIONE. Ragioniamo per induzione su m = dimg(g). La tesi ¢ banale
se m < 1. Supponiamo quindi m > 1 ed il teorema vero per algebre risolubili,
di dimensione minore di m, di endomorfismi lineari di uno spazio di dimensione
finita positiva sul campo k.
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Osserviamo che g contiene un ideale a di codimensione 1: a questo scopo
basta scegliere a uguale a un qualsiasi iperpiano di g contenente [g, g]. Per 1’ipotesi
induttiva, esiste una forma lineare A : a — k tale che il sottospazio

W={veV|VAea J(A) €k tale che A(v) = 1,(A) v}

abbia dimensione positiva.
Dimostriamo ora che X(W) c W per ogni X € g. Sianow € Wed X € g. Se
Y € a abbiamo:

Y(X(w)) = X(Y(W)) + [Y, X](W) = 2,(Y)(X(W)) + 4, ([Y, X])(W).

Bastera quindi dimostrare che A,,([X, Y]) = O per ogni X € ged Y € a. Fissiamo
X € gew € W. Sia kil pit grande intero non negativo tale che

(28.10.2) w, X(w), ..., X(w)

siano linearmente indipendenti. Indichiamo con W; il sottospazio vettoriale di
dimensione i generato da w, X(w), ..., X*"'(w), per 1 < i < k + 1 e poniamo
Wo = {0}. Ogni Y € a lascia i sottospazi W; invarianti e quindi la sua restrizio-
ne a Wi si scrive come una matrice triangolare superiore nella base (28.10.2).
Verifichiamo, per ricorrenza su i = 0, ..., k che

(28.10.3) wiy = Y(X'(w)) = 1, (NX'(w)eW;  VYea,
peri=0,...,k.
Per i = 0 questo ¢ conseguenza della definizione di W. Supponiamo ora che

la (28.10.3) valga per i = h, con 0 < h < k e dimostriamo che vale per i = h + 1.
Abbiamo:

YX™ () = YX (X" (w)))
= XY(X"(w)) - [X, YI(X"(w))
= X(W(X" W) + wiy) — Lu([X, YDX" W) = wapxn
= LX) + X(wny) = Au([X, YDX" (W) = whxy)
= L)X W) + wiery

€ Whe1,y € Wyi1 perché X(wy) € X(Wy) € Wist, X "(W) € Wist € wixy) € Wi C
Wi41. In particolare, per ogni Y possiamo considerare la traccia try,,,(Y) della
restrizione di Y a Wiy e

try,,, (¥) = (k + 1)A,,(Y).
Ora, anche X opera su Wy, e la traccia della restrizione a Wy, del commutatore
[X, Y] & nulla. Da
0 = trw,,, ([X, YD = (k + DA([X, Y]
segue che A,,([X, Y]) = 0 perché k ha caratteristica zero.
Quindi W & g-invariante. Se A € g \ a, abbiamo g = a & kA. Osserviamo

che, essendo k algebricamente chiuso, W > w — A(w) € W ha un autovettore
v € W\ {0}. Tale v # 0 soddisfa la tesi del teorema. O

Come corollario del Teorema [XXVIII.10.1] otteniamo il TEOREMA DI LIE:
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TeorEMA XXVIII.10.2 (Lie). Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita
n su un campo algebricamente chiuso k di caratteristica 0. Sia g un’algebra ri-
solubile di endomorfismi di V. Allora esiste una bandiera completa {V;}o<i<n di V
tale che A(V;) C Vi per ogni A € g.

Se g ¢ un’algebra di Lie risolubile (di dimensione finita su un campo k alge-
bricamente chiuso di caratteristica zero) e p : ¢ — glg(V) una sua rappresentazione
lineare di dimensione finita, p(g) ¢ risolubile e quindi stabilizza una bandiera com-
pleta di V. Applicando questa osservazione alla rappresentazione aggiunta di g
otteniamo:

TeorEMA XXVIII.10.3. Sia g un’algebra di Lie risolubile di dimensione finita
n su un campo k algebricamente chiuso di caratteristica zero. Allora esiste una
catena di ideali

(28.10.4) {O)=qpCcayC--rqp1Ca,=g

di g condimg(a;)) =iperi=0,1,...,n—1,n

Vale il seguente risultato relativo al cambiamento del campo di base:

Lemma XXVIIL10.4. Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita su un campo
k. Siak lfn’estensione del campo ]1§ Sia § = k®y g l'algebra di Lie di dimensione
finita su k ottenuta per estensione k-bilineare del commutatore di g. Allora

(1) § e risolubile se e soltanto se g ¢ risolubile.
(2) § e nilpotente se e soltanto se g ¢ nilpotente.

Utilizzando il lemma, dimostriamo il seguente:

TeoreEMA XXVIIIL.10.5. Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita su un cam-
po k di caratteristica zero. L’algebra g é risolubile se e soltanto se il suo ideale
derivato gV = [g, g] ¢ nilpotente.

DimosTrAZIONE. Chiaramente, se gV & nilpotente, g & risolubile. Dimostriamo
il viceversa.

Per il lemma precedente, possiamo supporre che il campo k sia algebricamente
chiuso: infatti, detta k la chiusura algebrica di k e posto § = k ®x g, abbiamo
50 = k@, g,

Sia dunque k algebricamente chiuso; sia {a;}o<i<, Una catena crescente di ideali
di g con dimga; = i. Fissiamo una base Xi,...,X,, di g con X; € a; \ a;_; per
1 <i < n. Perogn X € g, 'endomorfismo ady(X) si rappresenta nella base
Xj, ..., X, mediante una matrice di t(n,k). Poiché ad,([X, Y]) = [ady4(X), ady(Y)]

per ogni X, Y € g, gli elementi di ad,(g'") si rappresentano nella base X, ..., X,
come matrici di 1(n, k) e sono quindi nilpotenti. Ne segue che g’ & nilpotente per
il teorema di Engel. O

Come corollario deduciamo il seguente:
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TeoreMa XXVIIL.10.6. Sia g e un’algebra di Lie risolubile su un campo k
di caratteristica zero. Allora possiamo costruire una successione crescente di
sottoalgebre di g

{O)=qpCcayC---Cayu Ca,=agq,

tali che, per ogni h con 1 < h < m, a;_1 sia un ideale in ay, ed il quoziente ap/ap—
sia un’algebra di Lie abeliana di dimensione uno.

DIMOSTRAZIONE. Sianom = dimyg, m’ = dimggP ern: g — g/gV la proiezione
nel quoziente. Poiché g/ gD & abeliana, se

0}=VoCViC - C Vi =g/aV

¢ una qualsiasi bandiera completa, le a, = 7 Vi), per h = m’,...,m sono
sottoalgebre di g di dimensione 4. Ciascuna ¢ un ideale di codimensione uno nella
successiva e ay,/a,—1 € abeliana di dimensione uno per h =m’ + 1,...,m.

Per concludere la dimostrazione basta osservare che a,, = gV & un’algebra di
Lie nilpotente e quindi per il teorema di Engel contiene una sequenza di ideali
{0)=apCa; C--Cap_y Cay =g,
tali che aj,/ay— sia un’algebra di Lie abeliana di dimensione uno, perh = 1,...,m’".
O

Osserviamo che, a differenza del caso in cui avevamo supposto che k fosse
algebricamente chiuso, qui non possiamo in generale ottenere che gli aj siano ideali
in g, ma soltanto ciascuno un ideale nella successiva sottoalgebra ay. di g.

XXVIIIL.11. 11 piu grande ideale di nilpotenza di una rappresentazione
Sia g un’algebra di Lie su un campo k.

Lemma XXVIIILL11.1. Sia a un ideale di g e py : ¢ — ol(V) una rappresenta-
zione lineare irriducibile, di dimensione finita, di g, tale che, per ogni X € qa, py(X)
sia nilpotente su V. Allora py(a) = {0}.

DmvostrAZIONE. Sia W = {v € V | py(X)(v) = 0, VX € a}. Per il teorema
di Engel, W # {0}. D’altra parte, poiché a ¢ un ideale, W & un sottospazio py(g)-
invariante di V. Per I’irriducibilita, W = V. O

Lemma XXVIIL11.2. Sia py : ¢ — alg(V) una rappresentazione lineare di g, e
sia
(28.11.1) O)=WocW,cCc---CcW,=V
una sua serie di Jordan-Hc')'lderﬂ Per un ideale a di g sono equivalenti

(1) per ogni X € a, py(X) e un endomorfismo nilpotente di V;
2) p(X)(Wy) Cc Wy perogni X e aedognih=1,...,v.

1Ogni sottospazio W), & py(g)-invariante e le rappresentazioni indotte sui quozienti W,/W,_;
sono irriducibili.
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DivosTtrAZIONE. L’implicazione (2) = (1) ¢ ovvia. Mostriamo che vale anche
I’implicazione opposta.

Sia a un ideale di g tale che py(a) sia un’algebra di endomorfismi nilpotenti di
V.

Per tutte le rappresentazioni pyw,,w, , indotte dalla py per passaggio al quo-
ziente gli endomorfimsi di pw, w,_, (a) sono nilpotenti su W/W),_;. Poiché le rap-
presentazioni pw,;w, , sono irriducibili, per il lemma precedente pyw, w, ,(X) = 0
per ogni X € a, e cio equivale alla (2). O

Sia py : ¢ — glx(V) una rappresentazione lineare di g, e sia (28.11.1) una sua
serie di Jordan-Holder. L’insieme

(28.11.2) ny ={Xeg|pyX)Wy) c Wy, Vh=1,...,v}

¢ un ideale di g, che non dipende dalla particolare scelta della serie di Jordan-
Holder utilizzata nella sua definizione.

DeriNnizione XXVIIL11.3. Lideale ny definito dalla (28.11.2) si dice il pin
grande ideale di nilpotenza della rappresentazione py .

XXVIIIL.12. Il radicale nilpotente e il nilradicale

In tutto questo paragrafo supporremo che il campo k abbia caratteristica zero.
Tutte le algebre di Lie considerate saranno algebre di Lie su k di dimensione finita.

Dermizione XX VIIL12.1. Si dice radicale nilpotente dell’ algebra di Lie g I’in-
tersezione nil(g) dei nuclei delle sue rappresentazioni lineari irriducibili di dimen-
sione finita.

Lemma XXVIILL12.2. Sia V # {0} uno spazio vettoriale di dimensione finita
su k e g una sottoalgebra di Lie di gly(V). Supponiamo che V sia un g-modulo
irriducibile. Se a ¢ un ideale abeliano di g, allora a N ¢V = {0}.

DimosTRAZIONE. Sia <7 la sottoalgebra unitaria (commutativa) di Endg(V) ge-
nerata da 1y ed a. Dimostriamo che

se b & un ideale di g contenuto in a e try(AB) = 0 per ogni A € o/ e B € b,
allorab = {0}.

Abbiamo infatti, se B € b,
try(BH =0 VYneN, n>0,

e quindi ogni elemento B € b & nilpotente. Per il teorema di Engel,

W=, kerB (0}
Poiché b € un ideale di g abbiamo
B(X(v)) = X(Bv)) - [X,Bl(v=0 V¥Xeg, VBeb, YveW.

Quindi W ¢ g-invariante e percio W = V in quanto avevamo supposo che V fosse
un g-modulo irriducibile. Cio implica che b = {0}.
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Possiamo applicare questo risultato a b = [g, a]. Infatti: se X € g, Y € aed
A € &/, otteniamo:

try([X, Y]A) = try(XYA — YXA) = try(XYA — XAY) = try(X[Y,A]) =0

perch’e &/ & una sottoalgebra commutativa di Endi(V). Quindi [g,a] = 0. Da
cio segue che gli endomorfismi di g commutano con quelli di /. Fissiamo quindi
X,Y eged A € &/. Abbiamo:

try([X, Y]A) = try(X[Y,A]) =0

perché [Y,A] = 0. Quindi try(ZA) = 0 per ogni Z € oD, A e o. Applicando
quindi le considerazioni svolte all’inizio della dimostrazione all’ideale g’ Na C a,
otteniamo che g N a = {0}. o

Dal Lemma [XXVIII.12.2] otteniamo la seguente caratterizzazione del radicale
nilpotente:

TeorEMA XXVIIL.12.3. Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita sul campo
k di caratteristica zero. Allora

(28.12.1) nil(g) = g N rad(g).

DivosTrRAZIONE. Ogni funzionale lineare A : ¢ — k che si annulla su g de-
finisce una rappresentazione unidimensionale, e quindi irriducibile, di g. Quindi
nil(g) c gV,

Consideriamo la rappresentazione aggiunta di g. Possiamo determinare una
sequenza di sottospazi vettoriali ad,(g)-invarianti di g:

go={0}cgc---Can=4g
tali che la rappresentazione indotta su ciascuno dei quozienti g;,/g;-1, per 1 < h <
m, sia irriducibile. In particolare ad,(X) ¢ nilpotente per ogni X € nil(g), in quanto
[X,an] C gp—1 perogni h = 1,...,m se X € nil(g). Per il teorema di Engel nil(g) ¢
un ideale nilpotente di g e quindi ¢ contenuto in rad(g).
Abbiamo quindi ottenuto I’inclusione

nil(g) c ¢V Nrad(g).

Per dimostrare I’inclusione opposta, consideriamo una qualsiasi rappresentazione
lineare irriducibile di dimensione finita p : g — gl(V).
Sia k > 0l pitl piccolo numero naturale tale che p(D**!rad(g)) = {0}. Poniamo
g = p(g) ed a = p(D¥rad(g)). Allora V & un g’-modulo irriducibile ed a un ideale
abeliano di ¢’. Per il Lemma[XXVIIL.12.2]
o(a) N D*rad(g)) c Dg’ N a = {0}.

Se fosse k > 0, avremmo Dfrad(g) c g e quindip(Dkrad(g)) = p(g(l)ﬂDkrad(g)) =
{0} contraddirebbe la scelta di k. Deve essere percid k = 0 e quindi p(a'" Nrad(g)) =
{0}). Dunque kerp > g’ N rad(g) per ogni rappresentazione p irriducibile di
dimensione finita: la dimostrazione ¢ completa. O

Cororrario XX VIIL.12.4. [l radicale nilpotente nil(g) e un ideale caratteristi-
co di g.
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CororrLario XXVIILL12.5. Se g ¢ risolubile, allora il suo radicale nilpotente
coincide con il suo ideale derivato ¢V = [q, g].

Per ogni rappresentazione semplice di dimensione finita p : ¢ — ol (V) di
un’algebra di Lie risolubile g, la p(g) é commutativa e la sottoalgebra associativa
di Endy (V) generata dall’identita 1y e da p(g) é un’estensione algebrica di k.

DmosTtrAZIONE. Poiché g coincide con il proprio radicale r, abbiamo nil(g) =
g nr = g Quindi [p(g),p(8)] = p([a,a]) = {0} e p(g) & commutativa. La
sottoalgebra associativa K, di Endy(V) generata da p(g) e da Iy ¢ quindi un’algebra
commutativa in cui ogni elemento diverso da zero ¢ invertibile per il lemma di
Schur. Quindi K, ¢ un campo. Poiché ¢ uno spazio vettoriale di dimensione finita
su k, esso ne ¢ un’estensione algebrica. O

CoroLrLario XXVIILL12.6. Sia g un’algebra di Lie su 'k, con radicale t. Allora
i seguenti insiemi sono uguali:
(1) il pin grande ideale nilpotente di g;
(2) il pin grande ideale nilpotente di t;
(3) linsieme degli X € v tali che ady(X) sia nilpotente;
4) linsieme degli X € 1 tali che ad,(X) sia nilpotente.

DivosTrAZIONE. Indichiamo con a, b, ¢, d gli ideali descritti rispettivamente nei
punti (1), (2), (3) (4). Abbiamo chiaramente a C b C ¢ C d. Poiché ad,(X)(g) C v
per ogni X € r, vale anche I’inclusione d C ¢ e quindi ¢ = d. Per dimostrare che
i quattro ideali sono uguali bastera quindi verificare che ¢ C a. Consideriamo la
rappresentazione aggiunta di r in g e sia

{0} =VocVyc---CcV,.1CcV,=g
una serie di Jordan-Holder per ad,(r), cio€ una catena massimale di sottospazi vet-
toriali ady(v)-invarianti di g. Indichiamo con pj la rappresentazione indotta sul
quoziente Vj/Vj_; dalla restrizione a r della rappresentazione aggiunta. Poiché es-
sa & irriducibile, abbiamo p;(X) = 0 per ogni X € t per cui ady(X) ¢ nilpotente.
Quindi d = (), ker p;, € un ideale nilpotente di g e quindi ¢ contenuto in a. O

Dermizione XX VIIIL12.7. L’'ideale n formato dagli elementi ad,-nilpotenti del
radicale v di g si dice il nilradicale o il pitt grande ideale nilpotente di g.

CororLLarIO XX VIIL.12.8. Il nilradicale di g é un suo ideale caratteristico.

Se indichiamo con ny il radicale nilpotenteﬂ nil(g) di g, abbiamo la catena di
inclusioni
gdoronong.

XXVIIIL.13. Automorfismi speciali

Proposizione XXVIIL.13.1. Sia g un’algebra di Lie su un campo k di carat-
teristica zero e siano n il suo ideale nilpotente massimale ed vy il suo radicale
nilpotente. Allora

Aut, = {exp(X)|X en} ed Aut,, ={exp(X)|X € np}

2 Anche I'inclusione 1y C 1 pud essere propria. Ad esempio, se g ¢ un’algebra di Lie abeliana,
abbiamo 1 = g e ny = {0}.
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sono sottogruppi normali di Aut(g) contenuti in Aut,(g).

DimosTrAZIONE. Basta osservare che sia n che 1y sono ideali caratteristici di g,
cioe invarianti per automorfismi di g. O

DernizioNe XX VIIL.13.2. Gli elementi di Aut,, (g) si dicono automorfismi spe-
ciali di g.
Vale la seguente precisazione del Teorema |[XXVIIL.7.2

Teorema XXVIIL.13.3. Se |, I sono due sottoalgebre di Levi di un’algebra di
Lie g su un campo k di caratteristica zero, allora esiste un automorfismo speciale
a € Auty(g) tale che I' = a(l).



Appendice: Complementi sulle
connessioni






CAPITOLO XXIX

Espressioni in coordinate

XXIX.1. Espressione in coordinate delle equazioni di struttura

Ricordiamo che i tensori di forsione T € T2(M) e di curvatura R € I1’3(M)
sono definiti da:

(29.1.1) TX,Y)=VxY - VyX - [X,Y]
(29.1.2) R(X,Y) = VxVy - VyVx — Vixy;
VX,Y € X(M).
Fissiamo un riferimento (X1, ..., X,;) suun aperto U di M e consideriamo i simboli
di Christoffel e le componenti dei tensori di torsione e di curvatura definiti da:
m k
(29.1.3) Vx X = Zkzlri, X,
m
(29.1.4) T, X)) = ) T X,
o pk
(29.15) RO, X)Xy = D R X

Definiamo delle 1-forme o, w; € Q'(U) (per 1 < i, j < m) mediante :
(29.1.6) WX)=6, W= T o
. )=05, Wy= ) T e

Le forme wi. determinano a loro volta i simboli di Christoffel e quindi la connes-
sione lineare.

Diamo una descrizione pill intrinseca delle forme ' e a)’j Il dato del sistema
di riferimento (X1, ..., X,) definisce una forma differenziale

(29.1.7) Bw = (', ..., 0" € QY(U,R™).

La differenziazione affine definisce allora una forma BQ = (w;) e QY(U, gl(m,R))
tale che

(29.1.8) Bw(VxY) = d[Bw(Y)] (X) + BQ(Y)X.

Se Xi, ..., X ¢ un altro sistema di riferimento in U, le forme Bw’ € QY U,R™ e
BQY € Q' (U, gl(m, R)) ad esso associate sono legate alle (Bw, BQ2) del precedente
riferimento dalle equazioni di gauge:

Bw =aBw’ con ae (U, GL(m,R)),

(29.1.9) 1 - -1 -1
Q' =a"'oda+a ' oBQoa =a " oda+ Ada")(Q).

483



484 XXIX. ESPRESSIONI IN COORDINATE
TeorEMA XXIX.1.1 (Equazioni di struttura di Cartan). Le forme wj soddisfano:
i mn j k
(29.1.10) dot ==>"" wi Aot + Z T i’ A w
i e
(29.1.11) da)j— i l(uk/\w + 2th . Jhka) A WK
DimostrAZIONE. Definiamo i coefficienti cl.j mediante :

m
_ k
X Xj1= ) kX

Useremo nel seguito la convenzione secondo cui indici uguali in alto e in basso si
intendono sommati su tutto il loro insieme di definizione. Abbiamo dunque:

de' (X, Xp) = X (' (X3)) = X' (X)) = ' ([X)j, Xi] = =€y

Abbiamo poi:
T(Xj, Xi) = Vx; Xk — Vx, X; — [Xj, X¢]
=[x’ X; = T j'Xi = ¢ X,
cioe
Ti o =TT i — ¢
Jhk =1k —lkj €k
e quindi :

(—~wh A "+ T 0" A OF)(X, Xi)
. . 1., . .
= W (X)) + Wi(Xe) + 5 (Tjx - ')
=Tl +Tj + 5 (i =Tf = chp) = T =Tk =)
=—c,

e quindi abbiamo verificato la (29.1.10).
Per i coefficienti del tensore di curvatura abbiamo 1’espressione:

(29.1.12) R jpp = XTIk, = QGTn,) + Tis Tne' = Tnj Tid' = ), Tef”

A partire dalla formula per le componenti della curvatura, la verifica della (29.1.1T))
¢ analoga a quella della (29.1.10). o

In un riferimento X1, ..., X, suun aperto U di M possiamo associare ai tensori
di torsione e di curvatura le forme di torsione e di curvatura mediante :

_ m i k 2 m
(29.1.13) T _( E j,k:lTJ’kw Aw )i:l ..... ) e Q“(UR™),

_ m i h k 2
(29.1.14) R = ( E h’kle k@ A w )hk:l """ . € Q°(U, gl(n,R)),

dove, se V ¢ uno spazio vettoriale reale, A”(U, V) ¢ lo spazio delle p-forme diffe-
renziali alternate a valori in V.
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Le equazioni di struttura si scrivono allora utilizzando le forme di torsione e di
curvatura mediantd] :

da):—Q/\a)+%T

(29.1.15) 2
dQ=-QAQ+ 1R,

Supponiamo che il sistema di riferimento X, ..., X, sia definito su un intorno
normale U, del punto p € M e consideriamo I’applicazione differenziabile, definita
in un intorno aperto V di 0 in R x R™:

(29.1.16) D:V>s(nd,....d") —exp,a'X ... 1d"X,) € U,

Abbiamo allora, per forme &', J)’J definite su V che sono combinazioni lineari a
coefficienti € di dda', ..., da™:

O = didt + &
(29.1.17) cb*w; = a);
1<i,j<n

Vale la:

ProposizionNe XXIX.1.2. Indicando ancora con T' j ed R’ x i loro rialzamenti
a'V, le forme &' e d)’] soddisfano il sistema differenziale:

iln%

o da' + ak(Z)fC + Tl a @k, @'(0,a',...,a™ =0
(29.1.18) .

o', ) ) .

8—/ = R jjral &, @(0,d,....a") = 0.

In particolare, se il tensore di curvatura ¢ nullo, le forme «'’, sono costanti. Se
anche la torsione ¢ nulla, I’esponenziale definisce una trasformazione affine di un
intorno di 0 in 7, M su un intorno normale di p in M.

XXIX.2. Espressioni locali

In questo paragrafo ricaveremo diverse espressioni locali per il simboli di Chri-
stoffel ed i tensori di curvatura per la connessione di Levi-Civita di una metrica
Riemanniana g su M.

1

Espressione in coordinate locali. Siano x',...,x™ coordinate locali in un

aperto U di M e poniamo

= ii 1<i,j<m
81 = 8\ g5 o Shj=sm

Isi pud dare una formulazione intrinseca delle equazioni di struttura definendo forme &, Q, T
ed R sul fibrato principale §(M) dei sistemi di riferimento di M.
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Per la i simboli di Christoffel della connessione di Levi-Civita si esprimono
in funzione dei coefficienti g; ;. Abbiamo infatti

0gix  0gix 0gi,
2T gpp = == ¢ =2 20
ik =i T o ok

L

.....

oxi  ox oxt )
L’assenza di torsione equivale al fatto che i simboli di Christoffel, calcolati in
un sistema di coordinate locali, siano simmetrici rispetto ai due indici in basso.

m 0gir 0giv 0gij
k 1 E : k,t Js i, o
(2921) Fi’j =3 f:lg ( + -

Espressione in un riferimento ortonormale. Sia (Xi,...,X,,) € I'(U, O(M))
un sistema di riferimento ortonormale in un aperto U di M. Poiché le g(X;, X;) =
0;,; sono costanti, i simboli di Christoffel nel riferimento (Xj, ..., X,,) soddisfano:

(29.2.2) Fﬁj = l(cﬁj + Ci,i + cjw.) =-r/

k
=3 ik ove [Xi,Xj] = Ci’ij,

e I'uguaglianza l"i.‘j = —Ff , € conseguenza del fatto che i coefficienti c; , Sono

antisimmetrici rispetto agli indici in basso.

Per scrivere le forme di Christoffel utilizziamo il co-riferimento o',...,0m
as_sociato e_ld (X1,...,Xn). Le forme 0!,...,0" € QY(U) sono caratterizzate da
0'(X)) = 6’]. per 1 <i, j < m, di modo che

_ m i 2 _ m. i
g=> (6)=>" 0e0
La forma di Christoffel wy = (w,i) ¢ quindi a valori in o(m) e le equazioni di
struttura danno
do’ + z;ﬂzlm; ABF =0,
d‘”; + T o) A ‘”];' = Zzl,k:IRj',h,keh A 0,

(29.2.3) {

ove kale;h’kGh A 0% & il tensore di curvatura.

Forma polare. Fissiamo un punto pp € M e sia U un intorno suo intorno

normale. Possiamo supporre che, per un r > 0,
eXpp, : Np(r) ={xeTpM||lxllg <r} — U
sia un diffeomorfismo.

Fissiamo una base ortonormale (ey,...,e,) in T M e costruiamo una se-
zione oy € ['(U,O(M)) mediante il trasporto parallelo di (ey,...,e;,) lungo le
geodetiche:

au(exp,,(x) = (dexp,, (x)(e1), ..., dexp, (x)(en)).

Poniamo poi
(29.2.4) 0= icicm =070, @= (‘Dlj)lsi,jSm = oW,
ove 0 ed w sono, rispettivamente, la forma canonica e la forma di Cartan della
connessione di Levi-Civita I'.
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Per calcolare queste forme in modo esplicito, introduciamo coordinate polari
in Ny, ponendo, per le componenti v' div € T,)M,

vVi=x't, 1 <i<m, Z 1(x‘)2 =1.
=

Lemma XXIX.2.1. Abbiamo:

(29.2.5) 6' = x'dt + ¢', con ¢ indipendente da dt,
(29.2.6) gli G)j- sono indipendenti da dt,

i = _(dy " iy
(29.2.7) d¢' = —(dx +Zj:1a)jx)/\dt+ ,

. m _
(29.2.8) da’; = —Zh’kle’j,h,kxhgbk Adt+-

dove i puntini stanno per forme indipendenti da dt ed RS. i Sono le componenti del
tensore di curvatura nel riferimento oy.

N

DimMosTRAZIONE. Dimostriamo la (29.2.3)). Per provare che ¢' & indipendente
da dr ¢ sufficiente verificare che, se yx = exp, (tx) ¢ la geodetica uscente da po

con velocita x, allora 6'(y,) = x'. Osserviamo che, per la definizione della forma
canonica,

0(57x) = 02) = 7x(07 (2(1),

ove ¥, ¢ il rialzamento orizzontale di y, a partire dal punto (ey, ..., e;). Poiché ¥,
¢ orizzontale e y, parallelo lungo y,, ne segue che 6(y,) ¢ costante. Il suo valore in
0 & x e dunque 6'(y,) = x' per ogni .

Poiché ¥, e ¥, sono paralleli lungo la geodetica y,, abbiamo

@) = W57 =0,

perché ¥, & orizzontale, e questo ci da la (29.2.6).

Poiché la connessione di Levi-Civita ha torsione nulla, abbiamo

do=—-wAN6.
Quindi
ddi = —dx' Adt — dff = —(dx' + Z’J’;@;x/) Adt+ -
ove 1 puntini stanno per una forma indipendente da dt, in quanto
df =do},0=0y,d0=-0(wAO)=DN0

e, per le (29.2.5), (29.2.6),
" oA =S @ixld+ -
jzle/\ﬁ —ijlex dt + ,

ove i puntini stanno per una forma indipendente da dr.
Dalle equazioni di struttura, abbiamo

A _ i iy N i i i

di' = d(x'dt + ¢') = ijle/\(xdt+¢),
m

i _ —i -k i
da)j = et Pk A w; +Qj,
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ove
i N pi phoa gk
Q; = le,k:levhvkg A
da cui sostituendo I’espressione di ¢ in (29.2.5) si ottiene la (29.2.). m|
Proposizione XXIX.2.2. Abbiamo, per il tensore della metrica, I’espressione
m . .
(29.2.9) g =dz®dz+z, g e
=
DmosTrRAZIONE. Poiché oy € un riferimento ortonormale, abbiamo
m —_ —_
g= Z 0.
i=1
Da questa risulta
Mq o i L P i
g=diodi+ ) Y # K@ @di+dieg).
i= i,j=

Dobbiamo verificare che 1’ultima sommatoria a secondo membro € nulla. Poiché
¢' = 0in po, bastera dimostrare che la forma } ", x'¢' ¢ indipendente da 7. Abbia-

mo
Moiiy — N g
d(zz‘:]x ¢ = Zi:]x ¢

=N yitay " iy

- Zi:lx (dx +Zj=1wjx)/\dt+ ’

dove al solito i puntini indicano una forma indipendente da d¢. Abbiamo };; jd);xixj =
0 perché la matrice d); ¢ antisimmetrica. Poi, da Z;’Ll |x/|? = 1 abbiamo Z;.”zl xdx/ =
0. Quindi il differenziale della forman = 37" lxj ¢' & indipendente da dt e, dal mo-

mento che 77 non contiene dt, cio significa che la forma ¢ costante rispetto a ¢.
Questo completa la dimostrazione. O

XXIX.3. Forme e simboli di Christoffel

Supponiamo fissata su M una connessione lineare I', con forma di Cartan .

XXIX.3.1. Forme di Christoffel. Ad un atlante di trivializzazione &7 = {(Uy, 074)}aer
di L(M) sono associate le forme di Christoﬁe:ﬂ

(29.3.1) Wo = Thw € P (Uy, al,(R))
ProrosizioNe XXIX.3.1. Abbiamo:

(29.3.2) VxY = 0,(X(0,'Y) + wo(X)(0,'Y)) sulU,, VX, Y e X(M).

2Vedi il §1V.6|del CapitoloIV]
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XXTIX.3.2. Espressioni dei simboli di Christoffel in coordinate locali. Ad
una carta locale (U, x) di M, con x = (xl, ..., x™), associamo il sistema di riferi-
mento (8/6}61, .o, 0/0x™).

La corrispondente trivializzazione locale di L(M) su U fa corrispondere ad un
riferimento o = (X1, ..., X},) la matrice (x’j) € GL(m, R) per cui

X]_Zi:1xjax,-’ j=1,...,m.

Indichiamo con (X' j.) I’'inversa della matrice (x;). Abbiamo cioe

; ; 1 sei=]},
DoeXi=ol = i
h=1 ! 0 sei#j.
Siano ey, ..., e, 1 vettori della base canonica di R™.

Lemma XXIX.3.2. La forma canonica 6 € QY L(M),R™) si esprime nelle

coordinate locali mediante
m

_ i i_ i
(29.3.3) 0= Ze e con O'= ) Xidy O
Indichiamo con E' la base canonica di gl,,(R). La E; ¢ la matrice il cui unico
coefficiente diverso da 0, ed uguale ad 1, ¢ quello della i-esima riga e j-esima
colonna.
La forma di Cartan della connessione lineare I si scrive nella forma

(29.3.4) w= ij_le.E{, con o' € Q'(Ly).

Consideriamo oy = (9/dx!, ...,3/dx™) come una sezione di ['(U, L(M)), e consi-
deriamo la relativa forma di Christoffel wy = o,w € Q(U, g1,,(R)). Essa definisce
m?> funzioni r.ii,k su U, tali che
(29.3.5) wy = ZTkZI(Z;’ilrikdxj)Ef.

DeriNnizioNe XXIX.3.3. Le funzioni F;,k € €*°(U) si dicono le componenti dei
simboli di Christoffel di T nella carta locale x!, ..., x™.

Le equazioni di gauge danno per i simboli di Christoffel

Proposizione XXIX.3.4. Se fgy sono i simboli di Christoffel di T in un’altra
carta locale yl, ....y" su U, abbiamo
(29.3.6) e = Zﬁj’k:]r o gy ox * Zizl T v

La forma di Cartan della connessione I" si esprime anch’essa per mezzo dei
simboli di Christoffel. Abbiamo infatti

ProposizioNe XXIX.3.5. La forma di Cartan della connessione I si esprime,
nelle coordinate locali (X', x’j), mediante
(29.3.7)

— i i _ i k k L g.h
W= E i,j:1iji’ con w;= E k:le(dxj + E h’el“hﬁijdx ). O
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La derivazione covariante si esprime per mezzo dei simboli di Christoffel:

Proposizione XXIX.3.6. Indicando con V; la derivata covariante rispetto al
campo di vettori 0/0x', abbiamo

0 0 m k 0 PR
(29.3.8) Vie5=Vaos=), Do Vij=l..m O

Dernizione XXIX.3.7. Definiamo le componenti T;. w € &> (U) della torsione

ed Rz. wk € % (U) della curvatura di T rispetto alle coordinate locali XX

mediante

0 0 m._ 0

(29.3.9) T(o 5 a0 = Zilej,h@
0 0,0 m i 0
(29.3.10) R(@, a0 ok = Zilej,h,kaW‘

ProposizioNne XXIX.3.8. Le componenti della torsione e della curvatura di T’

si esprimono, per mezzo dei simboli di Christoffel in una carta locale x', . .., x™ in
U c M, mediante le formule
(29.3.11) T},h = F’j,h - I“jw.,

ori  ar.

i hk Jok mn i i 1
(29.3.12) Rijw= o =5 * Zﬁzl(r’j’grhk — T T
XXIX.3.3. Espressioni rispetto a sistemi di riferimento arbitrari. Un si-

stema di riferimento (Xi,...,X,,) su un aperto U di M determina funzioni I ’] n €
&> (U) tali che

m
(29.3.13) VxXj= D T Xe per ij=1,...,m.

k=1

DeriNnizione XXIX.3.9. I coefficienti T fj definiti dalla (29.3.13) si dicono i
simboli di Christoffel di V nel sistema di riferimento (X1, ..., X,,).

Ogni campo di vettori ¥ € X(U) ¢ combinazione lineare a coefficienti in
@ (U) dei campi del sistema di riferimento:

m
Y = Z X
i=1

Le sue derivare covarianti rispetto ai campi di riferimento Xy, ..., X,, sono allora:

m

(29.3.14) Vi Y = Z[Xi(¢k)+ ¢/ | Xe.
k=1 =

Siano fi.‘j € € (U) i simboli di Christoffel di I" in un altro riferimento (Y7, ..., Y;)
sulU. EY; = Z?:] a{Xj, con (a{) € (U, GL(n,R)). Indichiamo con (A{)

I’'inversa della matrice (a{ ).
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Vale allora la formula di trasformazione per i simboli di Christoftel:

(29.3.15) T¥; = Z Ty’ afaSAl + ZAin(a;) per i jk=1,....m
r,s,t=1 =1

Se X; = 4/8x' e Y; = 0/0y' questa formula si riduce alla (29.3.6)); infatti le matrici
(ai.) ed (Aj.) sono in questo caso gli Jacobiani dei cambiamenti di coordinate.

Un diffeomorfismo ® : M — M definisce un isomorfismo @, : X(M) > X —
X® € ¥(M) che fa corrispondere ad un campo di vettori X € X(M) il campo di
vettori

X%(p) = dDg-1()(Xop-1(p)) Pperogni p € M.

Il pullback di I' mediante ® & una nuova connessione lineare I'* su M. La

corrispondente derivazione covariante V® & definita da

-1
(29.3.16) VoY = (Vie?®)" VXY € X(M).

Proposizione XXIX.3.10. Un diffeomorfismo ® : M — M ¢é una trasformazio-
ne affine per la connessione V se V® = V.
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