Elementi di Teoria degli Insiemi — Prova scritta del 9 Settembre 2024

Tutte le risposte devono essere giustificate

Buon lavoro!

Esercizio 1 (11 punti). Per ogni cardinale «, sia k<% = sup{x” | v < k cardinale}.
1. Trovare il valore di k<" quando kK = Xy e quando xk = Nj.

2. Dimostrare che se k ¢ un cardinale singolare allora k<" > k.

3. Dimostrare che se per ogni cardinale infinito x regolare si ha k<% = k, allora vale 'ipotesi

generalizzata del continuo GCH.

4. Dimostrare che vale anche I'implicazione inversa nella (4), cioe che se vale 'ipotesi generalizzata
del continuo GCH allora per ogni cardinale infinito x regolare, si ha k<" = k.

Soluzione. (1). (Ro)<M0 = sup, .y, (Ro)" = sup,«x, No = Ro. Inoltre (X))} = sup,_y, (Rg)” =
(RN = (Hausdorff) = max{R;, (Rg)"°} = max{R;, 2%} = 2%,

(2). Se k & un cardinale singolare, allora cof(x) < & e quindi k<¥ > xf(%) > g,

(3). Mostriamo che se non vale l'ipotesi generalizzata del continuo allora esistono cardinali regolari
tali che k<" > k. Infatti, sia a tale che 2% > R, 1, e sia kK = R,4 1. Chiaramente s & regolare perché
successore, ed abbiamo che <% = (R4 1)% = (Hausdorff) = max{R, 1, (Ro)N} = max{Ry 1,28} =
e >

(4). Supponiamo prima che £ = v sia un successore. Allora k<% = (v*)” = (Hausdorff)
= max{v", v’} = max{vt,2"}= (GHC) = v+ = k.

Supponiamo ora che il cardinale regolare x sia limite. Fissiamo un qualunque cardinale v < k e
mostriamo che k¥ = k. Questo garantisce che k<% = k.

Visto che k e regolare, ogni funzione f : v — k ¢ limitata, e quindi esiste un ordinale a < k tale
che f: v — «. Allora si ha:

k" = |Fun(v, k)| = | U Fun(v, )| = Z |Fun(v, a)| = Z la|” = max{~x, sgp ||}
a<k

a<k a<k a<k

Notiamo che se p = max{|al,v}, allora |a]’ < p# = 2# = (poicheé vale GCH) = u*. Visto che
||, v < K, abbiamo che p = max{|a|,v} < k, e quindi anche u* < &, visto che £ & limite. Dunque
SUDP, <y || < K e possiamo concludere che k¥ = k.

Esercizio 2 (9 punti). Dimostrare le seguenti proprieta relative all’esponenziazione tra ordinali.
1. n¥ = k¥ per tutti gli ordinali finiti n, k < w maggiori di 1.
9. 9W?) — . 9W?)

3. Se w < B < w? allora 2° > 3.

Soluzione. (1). Osserviamo che n“ = w per ogni numero naturale n < w con n > 2. Infatti, per

definizione, n“ = J, ., n’, e chiaramente Ui<w nt = w.
(2). Per definizione, 2(*) = Uy<e22” = Upew 2(@n) " Notiamo che per ogni n < w si ha 2™ =
(29)" = w", per quanto visto al punto (1). Concludiamo allora che 2 = J coW" = w*, e quindi

w - 2(“)2) —w- -w¥Y = w1+w = w¥ = 2(“72)_



(3). Se B = w?, allora 28 = 2W?) = (per il punto (3)) = w¥ > w? = B. Se w < B < w?, con
la divisione euclidea possiamo scrivere § = w-n+pdove 1 < n < wep < w. Sen =1 allora
necessariamente p > 1, visto che 8 > w. In questo caso abbiamo che 28 = 2wtp) — 9w . 9P — . 20 >
w-2>w+p=fF. Seinvece n > 2, abbiamo che 2° > 2¢2 = (2“2 = w2 > w-n+p=B.

Esercizio 3 (12 punti). Consideriamo la gerarchia di von Neumann, definita per ricorsione transfinita
ponendo

Vo=10

Vo1 =P(Va)

Vi =U,<) V5 se A & limite.

1. Dimostrare che se X € V, allora JX ={y|Txr e X y ez} € V.
2. Dimostrare che se R € V,, ¢ una relazione binaria, allora dom(R),Imm(R) € V.
3. Dimostrare che non esistono ordinali o > 0 tali che V,, C V,, x V.

4. Esistono ordinali o > 0 tali che V, x V, CV, ?

[Se la risposta € negativa darne una dimostrazione; se & positiva fornire esempi.]

5. Determinare tutti gli ordinali « per i quali vale la seguente proprieta:

e Fun(w,a) CV,.

6. Determinare tutte le coppie di ordinali (a, 8) che soddisfano la seguente proprieta:

e Ogni funzione f con dom(f) C V,, e Imm(f) C /8 appartiene a V3.

Soluzione. (1). Supponiamo prima che o = § + 1 sia un ordinale successore. Se x € X € Vg1 =
P(Vp) allora z € V3 e quindi  C Vg, per la transitivita di V. Abbiamo allora che |JX = [J,cx 7 C
Vs = UX € Vz41. Seinvece a = A & un ordinale limite, allora X € V) = 5<x Vp implica che X € Vjp
per un opportuno f < A. Ma allora X € V3,1 e quindi |JX € Vs per il punto precedente. Visto
che 4+ 1 < A, concludiamo che |J X € V), come voluto.

(2). Per definizione, x € dom(R) se e solo se esiste y tale che la coppia ordinata (z,y) € R. Adesso,
x € {x} € {{z},{z,y}} = (z,y) € R, quindi z & un elemento di un elemento di un elemento di R, cioe
z € JUR. Ma per il punto (1), Re€ V, = JR €V, = JUR € V,, e visto che dom(R) C JUR,
possiamo concludere che dom(R) € V,,. La dimostrazione che R € V, = Imm(R) € V,, e del tutto
analoga

3). Basta notare che @) € V,, e che nessuna coppia ordinata & uguale all’insieme vuoto.
( ; PP g

(4). Si, tutti gli ordinali limite A hanno la proprieta che V) x V) C V). Infatti ogni coppia ordinata
(a,b) dove a,b € V) appartiene a V). Per vederlo, dati a,b € V), prendiamo « < A tale che a,b € V,.
Allora {a},{a,b} CV, = {a},{a,b} € Voi1 = (a,b) ={{a},{a,b}} C Vot1 = (a,b) € Vays C V).

(5). Gli ordinali @ che soddisfano la proprieta richiesta sono tutti e soli gli ordinali « tali che
cof(a) > Ny. Supponiamo prima che cof(a) > Ng. In questo caso, ogni funzione f : w — « ¢
necessariamente limitata, e quindi esiste § < « tale che f : w — . Se v = max{w, 8}, abbiamo
che f Cwx B Cyx~v. Adessoy € Vou1 = v x v € Vyuyy per un opportuno n finito!, e quindi
fCyxye Vi, = f € Vi, Infine osserviamo che cof(a) > Ry implica in particolare che o > w
e che « ¢ limite; dunque 7+ n < « e possiamo concludere che f € V,. Viceversa, se cof(a) < Vo,
allora esiste una funzione f : w — « illimitata. Notiamo che questo significa che |JImm(f) = a. Se

! In realta si ha che v x v € V443, ma qui non & necessario dimostrarlo.



per assurdo fosse f € V,, allora, usando i punti (1) e (2), avremmo che anche Imm(f) € V,, e quindi
a = JImm(f) € V,, il che & assurdo.

(6). Una coppia di ordinali (¢, 3) soddisfa la proprieta richiesta se e solo se cof(a) > |V,|. La
dimostrazione ¢ del tutto simile a quella del punto precedente.

Nel dettaglio, se = 0 allora ogni 8 > 0 va bene, percheé V, = (), quindi I'unica funzione con
dominio V,, ¢ la funzione vuota, e l'insieme vuoto appartiene ad ogni Vg con 8 > 0. Se invece
0 < a < w & finito, allora anche V,, & finito, e gli ordinali S che vanno bene sono quelli limite, visto
che in questo caso cof(3) > Ny > |V, |, mentre gli ordinali successori hanno cofinalita 1, quindi minore
o uguale di |V,|. Infine, se « = w + ~ ¢ infinito, allora le coppie che vanno bene sono quelle in cui
cof(8) > 3, visto che |V, = 3s.



