Istituzioni di Geometria Superiore

Note sul numero di Lefschetz

Notazioni e convenzioni: Sfrutteremo estensivamente le notazioni proprie
del libro “Differential forms in algebraic topology” di R. Bott e L. W. Tu. Per
esempio, confonderemo stabilmente una forma differenziale chiusa con la classe
di coomologia che essa definisce. Naturalmente, tutte le varieta e le mappe
considerate saranno lisce, ovvero di classe C*°. Se M e una n-varieta compatta
e orientata e o € A¥(M) con k # n, porremo per convenzione Jyy=0.

Forma “duale” di una sottovarieta. D’ora in poi, indicheremo con M una
n-varieta compatta e orientata.

Sia S C M una k-sottovarieta embedded di M chiusa (dunque compatta) e
orientata. Se w € AF(M), indicheremo semplicemente con |, gw il valore

/w:/i*w,
S S

dove 7: S — M e l'inclusione. Una semplice applicazione del Teorema di
Stokes mostra che la mappa

AR (M) = R, wr—>/w
s

induce un ben definito funzionale lineare
H*(M) — R.

Per il Teorema di dualita di Poincaré, tale funzionale e rappresentato da una
(n — k)-forma su M. In altre parole, esiste ng € H" *(M) tale che

/w:/w/\ns Vw € H*(M).
s M

La classe ng prende il nome di classe “duale di Poincaré” della sottovarieta S.

Lemma 1. Sia j: M\ S — M Uinclusione. Allora j*ns é esatta (su M\ S,
ovviamente).

Dim.: Per il Teorema di dualita di Poincaré, e sufficiente mostrare che ng
rappresenta il funzionale nullo su H¥(M \ S). Sia dunque o € A¥(M \ 9)
una forma chiusa a supporto compatto. Poiché S e chiusa in M, ¢ immediato
verificare che esiste un intorno aperto V di S in M tale che il supporto di «
sia contenuto in M \ V. E dunque ben definita (ovvero univocamente definita
e C™) la forma & € A¥(M) che coincide con o su M \ S e che ¢ costantemente
nulla su V. Si ha allora

/ 04/\]'*775:/&/\7)5:/&:0,
M\S M s

dove la prima e la seconda uguaglianza sono dovute rispettivamente al fatto che
a ¢ nulla su S e alla definizione di duale di Poincaré. Dunque ng rappresenta
il funzionale nullo su H*(M \ S), come voluto. O



Corollario 2. Siano S, S’ sottovarieta compatte orientate di M disgiunte tali
che dim S + dim S" = dim M. Allora [¢ns = 0.

Dim.: Per il lemma precedente, esiste una forma « definita su M \ S’ tale che

ns = da su M\ S". Poiché S C M\ S’, dal Teorema di Stokes si deduce allora
fsns/:fsda:O. 0

Il numero di Lefschetz. Sia ora f: M — M, e si indichi con f7: H' (M) —
HY (M), i=0,...,n, Papplicazione lineare indotta da f.

Definizione 3. Il numero di Lefschetz di f, che sara d’ora in poi denotato

con L(f), é definito da

n

L(f) =) (1)t f;.

i=0
Scopo di queste note e dimostrare il celebre

Teorema 4 (Lefschetz). Se f non ha punti fissi, allora L(f) = 0.

Cominciamo con il fissare alcune notazioni. Sia {w'};c; una base di H*(M),
e ne sia {7'};c; la base duale, ovvero sia {7;};c; la base di H*(M) tale che

/wimj:y‘i Vi,j el
M

(una tale base esiste, ed ¢ in effetti univocamente determinata da {w'}cs, in
virtt del Teorema di dualita di Poincaré).

Lemma 5. 57 ha

L(f) = 3 (1)’ / AT
16[
Dim.: Sia [;, C I I'insieme degli indici per cui {w'};cs, sia una base di H*(M).
Allora per ogni i € I* esistono coefficienti reali H} tali che ffw' = Zjelk H;wj,

e si ha chiaramente tr fj = >"._, H{. D’altronde per ogni i € I} si ha anche

i€ly,

/fw /\7'_ (Hj&ijTi):ZH;(SU:HZ,

JEI, JEI,
per cui (—1)Ftr fr =37, <(—1)deg‘“i Sog Frot A Ti>. Dunque

L) = Tl f; = g Xy, (F1% [, £ 1)
= (=1 [ frwt AT
come voluto. ]

Siano 7y, my: M X M — M le proiezioni definite da m(p, q) = p, m1(p, q) = q.
Siano inoltre iy,i9: M — M x M le inclusioni date da i1(p) = (p,p), i2(p) =
(p, f(p)). Poniamo infine A = i, (M), T’ = iy(M). E immediato verificare che
i1,12 sono embedding C'* (le cui inverse sono semplicemente date da ), per



cui A e I' sono n-sottovarieta embedded compatte e orientate di M x M. Per
ovvie ragioni, A viene detta diagonale di M x M, mentre I" prende il nome di

grafico di f.
Naturalmente, i punti fissi di f sono in naturale bigezione con i punti di
A NT. Dal Corollario 2 si deduce dunque la seguente

Proposizione 6. Se f non ha punti fissi, allora

/T]FIO
A

Premettiamo alla dimostrazione del Teorema di Lefschetz il seguente sem-
plice

Lemma 7. Siano w,w’ € A"(M). Allora

[ e[ (L)

Dim.: In coordinate locali, se
w=g(xy,...,x)de' A ANdx", O =g (g1, yn)dyt AL A dYT,
allora
Tiw AT =g, .. 20)d (Y1, yn)det A AdZ Adyt AL A dy",
per cui la tesi & una facile conseguenza del Teorema di Fubini-Tonelli. U
Cerchiamo ora di studiare la forma np. Per ogni i, 7 € I poniamo

.. l i ]’ e . . .
Elz] — (_1)degw (deg T*+degw?) PP 7N f*wj.
) ij
M

Lemma 8. Si ha
nr = Z Al-jﬂ‘wi A 7r§7'j.
igel
Dim.: Per il Teorema di Kiinneth si ha nr = 37, ., Ci;miw’ A7/ per qualche
Cy; € R (con Cji; = 0 ogni qual volta degw’ + deg 77 # n). Vogliamo mostrare
che Cj; = A;j. Per ogni ¢, j si ha innanzi tutto

(1) /7?1*7" A Tow? :/ I T A Tymow? :/ ' A ffw’.
r M M

D’altronde per definizione di forma duale di Poincaré si ha anche
fr mT AT = foM T A T A (Zlme[ Cimmiwt A 7T§Tm>
, = St @9Cim fypn T AT AT AT
(2) = D imel EhIJAClm (fM AT (fyyw AT™)
— Zl,mel EZUClm(SZZé]m
= Y0y,
dove la terza uguaglianza ¢ dovuta al Lemma 7. Confrontando le uguaglian-
ze (1) e (2) si ottiene infine €Cj; = [, 7 A f*w?, da cui Cj; = A;;, come
voluto. 0



Siamo ora pronti per concludere. Il Teorema di Lefschetz discende immedia-
tamente dalla Proposizione 6 e dalla seguente:

L(f) = /Anr-

Dim.: Per quanto visto nel Lemma 8 si ha

[ = [y i = YAy [y e AT
= Zi,jeIAz‘ijWZ/\T] = Zz‘,jeIAij(SZ = ier Ai

Notiamo ora che €/ + deg 7' + degw’ = (degw’)? ha la stessa parita di degw?,

Proposizione 9. Si ha

per cui
A”—Giii/ Ti/\f* 'i_ degw/fw'ATi
[om =S ve [ puia =,
el
dove I'ultima uguaglianza e dovuta al Lemma 5. U

Un’applicazione. Sfruttiamo ora il Teorema di Lefschetz per dimostrare il
seguente:

Teorema 10 (Poincaré - Hopf). Sia M wuna varieta connessa, compatta e
orientata. Se M ammette un campo vettoriale mai nullo, allora x(M) = 0.

Dim.: Si supponga x(M) # 0 e sia X un campo vettoriale su M. Vogliamo
mostrare che X ha necessariamente uno zero. Sia ©: R x M — M il flusso
associato a X (si noti che © ¢ definito su tutto R x M perché M & compat-
ta). Se 6;: M — M ¢ data da 0; = O(t,-), allora 6, ¢ ovviamente omotopa
all'identita di M. Ne segue che 6;: H*(M) — H*(M) ¢ l'identita, per cui
L(6;) = Y p_,dim H*(M) = x(M) # 0. Pertanto, per il Teorema di Lefsche-
tz l'insieme F; dei punti fissi di #; € non vuoto. Per ogni n € N si ponga
C,, = Fy-n. Poiché 05-» & continua, e immediato verificare che C,, & chiuso,
dunque compatto. Poiché 0y-n-1 0 03-n—1 = Oy-n si ha inoltre C,, 1 C C,, per
ogni n € N. L’insieme {C,},en € allora costituito da un insieme discenden-
te di compatti non vuoti, per cui un noto teorema di topologia implica che
Iintersezione Coe = [,y Cn © nON vuOLa.

Sia ora p € C4 e sia 07: R — M la curva integrale di X passante per p,
ovvero la curva (ovviamente differenziabile) definita da 6°(t) = ©(t,p). Per
costruzione si ha 6P(27") = p per ogni n € N, per cui

X(p) = (6") (0) =0,
come voluto. O

Il Teorema di Poincaré-Hopf afferma in realta che 'annullarsi della caratteri-
stica e condizione non solo necessaria, ma anche sufficiente per I'esistenza di un
campo vettoriale mai nullo su varieta compatte e connesse. Inoltre, I'ipotesi di



orientabilita e inessenziale. Cio puo essere visto considerando il rivestimento
doppio orientabile M di M: se M ammette un campo mai nullo, allora anche

M lo ammette, per cui X(]Tf ) = 0. D’altronde, sfruttando la descrizione “al-
la Cech” della caratteristica di Eulero-Poincaré non ¢ difficile dimostrare che
X(M) = 2x(M), per cui x(M) = 0.



