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1) E data la tabella

z |0 1 a 23
f:c)‘l -1 -1 a 7

, a€R.

Determinare i valori reali di « (v # 0,1,2,3) che rendono minimo il grado
del polinomio che interpola i punti assegnati. Calcolare i polinomi di inter-
polazione corrispondenti.

2) Una catena di Markov ha la seguente matrice di transizione

1/3 1/3 0 0 1/3
0 1/4 0 3/4 0
T=1|1/5 1/5 1/5 1/5 1/5
0 3/5 0 2/5 0
12 0 0 1/4 1/4

a) Classificare gli stati della catena di Markov.
b
¢

d

)

) Determinare le distribuzioni limite.

) Calcolare le probabilita di assorbimento.

) Calcolare i tempi medi di assorbimento.

3) Silancia un dado equilibrato a 4 facce con i numeri da 1 a 4. Subito dopo si
lancia una moneta equilibrata tante volte quanto ¢ il numero ottenuto con
il dado.
Si indichi con N la variabile che indica il punteggio ottenuto con il dado e
con T la variabile che indica il numero di teste ottenuto con i lanci della
moneta.

a) Determinare la densita congiunta f(n,t) delle due variabili N e T
b) Calcolare le densita marginali fy(n) e fr(t).

¢) Determinare la densita condizionata P(N|T).



SOLUZIONE

1) Si costruisce il quadro delle differenze divise

2| fz)| DD1 DD2 DD3

0| 1 - - -

1] -1 ) _— _—

3| 7 2 2 ——

2| a |(a=1)/2| (a+3)/2 (1-a)/2

al —1 -2/« 2/ 2(1 —a)/(a(a—3))

Il polinomio di interpolazione risulta di grado minimo se per i valori di «
che rendono costante la colonna relativa alle differenze divise DD3 per cui
se « e soluzione dell’equazione

1l -«

e quindi se risolve ’equazione a® — 4a? — o + 4 = 0.
I valori cercati sono

oqz—l, a2:4

(a3 = 1 non & accettabile).
Sea=—1siha Py(z) =2 — 222 — 2 + 1.
Se a =4 siha Py(z) = —323 4822 — Lz 4 1.

La catena risulta riducibile e presenta una classe chiusa C(Y) = {Es, E,}
mentre gli stati £, F'3, E5 sono transitori.
Si ha una unica distribuzione limite 7 che verifica 7 = 7T data da

1
™= 5(0,4,0,5,0).
Le probabilita di assorbimento sono (ovviamente)

M=1, M=1, M=1.

Per calcolare i tempi medi di assorbimento si risolve il sietma lineare

m = 1+3im+3ns
ns = 1+im+ins+ins
s = l43m+ 50
la cui soluzione &
_13 _4r _T
771_4) 773_167 775_2



T

0 1 2 3

11818 0 | 0

1/16 | 2/16 | 1/16 | 0

oS |O O -

1/32 | 3/32 | 3/32 | 1/32

e~ W [N

1/64 | 4/64 | 6/64 | 4/64 | 1/64

Table 1: f(n,t)

3) La densita congiunta f(n,t) risulta dalla Tabella 1. Le densitd marginali
sono

15/64  t=0

53 Zi; 26/64  t=1

Ivm =g Yy a5 o Jr=q16/64 =2
Ui m—1 6/64 t=3

- 1/64 t=4

La densita condizionata richiesta si calcola come da definizione e cioe
P(N=nT=t) f(n,t)
P(N =n|T =t) = = .
W=nl=0=""3 0 = 1

Si ottiene quindi la Tabella 2

0 1 2 3

118/15[8/26 | 0 0

4/15 | 8/26 | 4/16 | 0

[ e R

2/15 | 6/26 | 6/16 | 2/6
1/15 | 4/26 | 6/16 | 4/6 | 1

= W N

Table 2: P(N =n|T =1t)



