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SOLUZIONI

Esercizio 1. Si consideri la serie numerica

i arctan [(—1)” sin (%) ] .

Si studi la convergenza semplice e assoluta di tale serie.

Soluzione. Poiche 'arcotangente e una funzione dispari, la successione
sommanda a,, puo scriversi come segue a, = (—1)"b,, dove

b,, = arctan ( sin (%) >

tende a zero in modo decrescente. Infatti n~! decresce, mentre arctan v/sin x
e una composizione di funzioni crescenti quando sia ristretta all’intervallo
[0,7/2], il quale contiente tutti gli elementi n~! per n > 1. Segue che la
serie converge per il criterio di Leibniz. Dallo sviluppo della funzione seno
nell’origine, il valore assoluto di a,, si scrive come

lay| = by = arctan \/%(1 1 o(1)) = arctan (%(1 + 0(1))> |

Lo sviluppo nell’'origine dell’arcotangente da infine |a,| = n="/?(1 + o(1)).
—1/2

Poiche la serie armonica generalizzata >~ n e divergente, dal criterio
del confronto si deduce che la serie data non converge assolutamente. Piu
precisamente avremo ng intero positivo tale che |a,| > n~'/2/2 per n > ny,

quindi si ha
(0.9] 1 o0
D lanl =5 Y 0t =100,

n=nyo n=no

Esercizio 2. Si consideri il seguente integrale improprio
0 gin(z + 1)
1 VI + 1

e se ne studi la convergenza semplice e assoluta.

dx



2

Soluzione. Tale integrale risulta convergente se lo sono i due integrali

impropri 01 SH\I/(;*H dz e [, e Sn\l/“%l) dr. Con il cambiamento di variabile

x4+ 1 =1t e scegliendo A € (—1,0) consideriamo

Osin(z 4 1) g L sin(t)
—  dx =
» Vao+1 M1 Vi

Poiche (sint)/t'/? — 0 per t — 0, abbiamo che (sint)¢~'/? & continua in
(0, 1], limitata e non negativa, quindi integrabile in senso improprio, ovvero

1 .
/ sin(t) gt < C
M1 Vi
per ogni A € (—1,0), dove C' = sup{|sint|t~"/? : t € (0,1]} < +o00. Per
monotonia esiste ed € limitato il
lim /1 sin(t) dp — O sin(x + 1) ir.
A——1 A1 \/% -1 VvV + 1

Quindi sin(z + 1)/v/z + 1, che € non negativa in (—1, 0], ¢ ivi anche assolu-
tamente integrabile. Per pu € (0, +00), integrando per parti abbiamo

Fsin(z + 1) dp — HH sin(t) d:E:COSl—COS(1+M) _1/”“ C(?))s;fd
0o Vva+l 1 Vit 1+ p 2/, ¥

Poiche 1+oo S5 dt < ffroo t=3/2dt < +o0 segue che %7 ¢ integrabile in
senso improprio in (1,400), pertanto esiste il seguente limite

dt .

, sin(z +1) 1 [T cost
METOO i \/ﬁ dx—cosl—§/1 B2 dt .

Concludiamo quindi che I'integrale dato converge semplicemente. Tuttavia
tale integrale non converge assolutamente poiche

/”|sin(a:+1)\dx_/“+1]sin(t)]dt
o Vr+1 1 Vit

e abbiamo le disuguaglianze

oo \sm / \sm = 1 /”
dt > — sin(t) dt = +o0.
/1 Z kz:; VEkr Jo )

L’ultima disuguaglianza proviene dalla periodicita della funzione seno e dalle
formule di addizione per la stessa funzione. Infatti con una traslazione




t =y + (k — 1)m abbiamo
km T
/ | sin(t)] dt — / sin(y) dy — 2.
(k—1)m 0
Questo conlude quindi che I'integrale dato non converge assolutamente.

Esercizio 3. Sia # € R e si consideri f: (—1,1) — R definita come segue
% se 0 < |z| <1
| se x =0

fx) =

1) Stabilire se esiste e nel caso determinare (3 tale che f sia continua.
2) Stabilire se 1'orgine ¢ un punto di massimo o minimo locale per f.

Soluzione. Poiche |cosz™!| < 1 per ogni x # 0, abbiamo
zcos(z™') -0 per x—0,

quindi dal teorema di cambiamento di variabile nei limiti, poiche poniamo

y =xcosx ' — 0 per x — 0, si ha che
ZL’COS(%) Y
z—0 1 COoS (5) +1 y=0y+1
Pertanto definendo 8 = 1 la f risulta continua nell’origine. Poiche f e

continua in (—1,1) \ {0} in quanto composizione di funzione continue, la
scelta § = 1 implica la continuita di f in tutto l'intervallo (—1,1). Ponendo
y = xcosx ', che ¢ arbitrariamente piccolo per x piccolo, abbiamo

eY _ 1+y+y72(1+0(1)) _ 1+y_2(1+0(1)> per y — 0
1+y 1+y 2
quindi esiste 7 € (0,1) tale che
eY 1> )
T > 1+Z per ogni y € (—7,7).
Cio implica che f(z) > 1+ 4_1x2(cos(x_1))2 > 1 per 0 < |z| < 7 e inoltre
f(0) = 1. Cio prova che l'origine & un punto di minimo locale. Per la

precedente disuguaglianza possiamo anche aggiungere che si tratta di un
minimo locale stretto.



