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Esercizio 1 (9 punti). Consideriamo la seguente funzione fj, dipendente
da un parametro k£ € R:

fk: : ]R3 — Rg
(r,y,2) — (z+kz,x—y,x+k®>—k)
1. Dimostrare che f; € lineare se e solose k=00 k = 1.
Se f, ¢ lineare, allora f;(0,0,0) = (0,0, 0), quindi k?—k = 0, quindi k¥ =

0 oppure k = 1. Per questi due valori di k si verifica che effettivamente
fo ed fi sono lineari, con matrici associate rispettivamente

1 0 0 1 0 1
Ag=11 -1 0 Ai=11 -1 0
1 0 0 1 0 0

2. Dire se fy e fi sono suriettive.

La matrice Ay ha rango 2 e quindi fy non e suriettiva. La matrice A;
ha rango 3 e quindi f; € suriettiva.

3. Scrivere la matrice associata all’applicazione lineare
fiofo:R® — R,

La matrice associata e

Al'A():

— o N
O = O
o O O



Esercizio 2 (9 punti). Calcolare il determinante della matrice

4 -1 3 1 2
1 2 210
A=1| 4 /3 41 1
-1 1 010
1 -1 01 2

sommando la penultima riga all’'ultima otteniamo

4 -1 3 1 2
1 2 210
detA=det| 4 V3 4 1 1
-1 1 010
0 0 0 2 2

togliendo 'ultima colonna alla penultima otteniamo

-1 —1

4 3 2 4 -1 3 -1
1 2 2 1 0 1 9 9 1
detA=det| 4 /3 4 0 1| =2 det
4 3 4 0
-1 1 0 1 0 1 1 0 1
0 0O 0 0 2

sommando la seconda riga alla prima e sottraendo la seconda alla quarta
otteniamo

P (5 1 5]
2. det 4 V3 4 0 =9 det[_42\_/§_42J:250:0
-2 -1 -2 0

perché ha due colonne uguali.



Esercizio 3 (9 punti). Considerare al variare del parametro reale t la
seguente matrice:

1 2 1
At: 0 —1 —1
0 1 t+1

1. dire se esistono valori di ¢ € R per cui A; non ¢ invertibile.
Abbiamo det Ay = —t — 14+ 1 = —t, quindi A; & invertibile per ogni
t#0.

2. dire per quali ¢t € R la matrice A; e diagonalizzabile.

Il polinomio caratteristico di A;

T=X((-1=NE+1=X)+1)=(1—-XNN —tA—1)

Questo ha tre radici reali quando t* + 4t > 0, cioe per t < —4 e per
t > 0. In questo caso le tre radici sono

VAt t— V2 + 4t
-2 2

2

Abbiamo XAy = )3 se e solo se t2 +4t = 0, cioe per t = 0 e t = —4.
Abbiamo A; = Ay oppure A\; = A3 se e solo se 2 = t + /2 + 4¢, cioe se
(2 — t)? = t? 4 4t, quindi per t = 1/2.

Restano da valutare i casi t = 0, —4 e 1/2. Per ¢ = 0 gli autovalori sono

)\1 == 1, )\2 /\3 ==

1,0e0, e
1 2 1
Mgeo(0) =dim Ker | 0 —1 —1 | =1 % 2 = my,(0)
0 1 1
quindi non e diagonalizzabile. Per t = —4 gli autovalori sono 1, -2 e
-2, e
3 2 1
Mgeo(—2) =dim Ker [ 0 1 —1 | =1# 2 =my,(-2)
01 -1
quindi non & diagonalizzabile. Per ¢ = 1/2 gli autovalori sono 1,1 e
—1/2, e
0 2 1
Mgeo(1) =dim Ker | 0 —2 —1 | =2 = my,(1)
0 1 1/2



quindi e diagonalizzabile.

Conclusione: la matrice ¢ diagonalizzabile per ogni t < —4 e per ogni
t >0, macont#1/2.

Esercizio 4 (9 punti).

Siano
1 1
2 1
V = Span s || 1
0 1
x
W, = z ER' 22 4+y+t=0,r+2z+at=0

t

due sottospazi vettoriali di R*, con W, dipendente da un parametro a € R.

1. Trovare la dimensione di V' N W, al variare del parametro a € R.

Risolvendo il sistema si trova che

-1 —a
2 20 — 1
W, = Span 1 , 0
0 1
quindi
1 1 -1 —a
2 1 2 2a — 1
V + Wa - Span 3 b 1 Y 1 Y O
0 1 0 1
Valutiamo ora il determinante
1 1 -1 —a 1 a—+1 -1 —a
21 2 2a-11] 2 -2a+2 2 2a-11|
det ) 5 1 1 g =det | oy 10 -
01 O 1 0 0 0 1
1 a+1 —1 1 a+1 —1
det | 2 —2a+2 2 =det | O —4a 4 =
3 1 1 0 —3a—2 4



—a 1
—3a—2 4

Quindi dimV + W, = 4 per ogni a # 2. Per a = 2 si verifica che il
rango della matrice & 3, quindi dim V' + W, = 3 in questo caso. Usando
Grassmann, deduciamo che

4-det[ ]z4-(—4a+3a+2)=—16-(2—a)

dimVNnW, =dimV +dim W, —dim(V +W,) =242 — dim(V + W,)
e zero per ogni a # 1, ed uno per a = 1.

. Dire per quali a € R abbiamo R* =V @ W,.
Poiché dim R* = 4, abbiamo R* = V @ W, per ogni a # 1.



