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Esercizio 1 (10 punti)
Si considerino, nello spazio affine A% = {(z,y, 2,t) | 7,9, 2,t € R}, il piano

z+t=1
m =
z+2y=0
z+y+z2z+t=0

r=<qz+2t=0
r—y=1

e la retta

Si determinino equazioni cartesiane di una retta s che interseca sia 7w che r, e tale
che il vettore v = (1,—1,0,1) genera la giacitura di s.

Soluzione. Possiamo evidentemente assumere che la retta cercata sia della forma
s =P+ (v), con P € r. E immediato ricavare che ogni punto di r ha coordinate
del tipo (—2\, —2A — 1,3X + 1, ), per qualche A € R. Quindi ogni punto @ € s &
del tipo (—2A + p,—2X —1 — p,3X + 1, A + p), per qualche A, u € R. Imponendo
Q € sNr siottiene A = —1, p =4, quindi P = (2,1,—-2,1), e si verifica facilmente
che s ¢ individuata dalle equazioni:

r+y=3
y+t=2
z= =2

Esercizio 2 (10 punti)
Si consideri, al variare del parametro A € C, la matrice a coefficienti complessi

A+1 1 1
Ay=| -1 rx—1 -3
0 0 A+1

Si determini:

(1) la forma canonica di Jordan di Ay per ogni A € C;
(2) la forma canonica di Jordan di (A))™ per ogni A € C e per ogni intero
n>2.
Soluzione. Il polinomio caratteristico di A(X) risulta pacy) () = (t—(A+1)) (= ).
A 00
Quindi la forma canonica di Jordan di A()A) & del tipo (a(o)\) 3/\01> , con a(A) €
_|_
{0,1}. Poiché la matrice \I — A(\) = (%1 Il)l :31) ha rango due, si ha a(\) =1

per ogni A € C. E facile dimostrare per induzione che per ogni n > 1 'operatore

A0
A(A)™ ha, in una base opportuna, matrice (nAg—l )\on o 4?1)") . Da questo segue

subito, ragionando per blocchi, che per n > 2 la forma canonica di A% ¢ uguale a

A0 0 000
((1) X (,\f1)"> per A#0 e (88(1)) per A =0.



Esercizio 3 (10 punti)
Si consideri R?® come spazio vettoriale su R, dotato del prodotto scalare standard.
Sia {e1,e2,e3} C R® la base canonica e siano

[={ei+te |[t€R}, m={(0,~v2,-v2)+5(1,2,1) [ s €R} CR’.

Costruire una trasformazione ortogonale f: R® — R? tale che f(I) = m e determi-
nare la matrice associata ad f tramite la base canonica.

Soluzione. Abbiamo e; =e; +0-e2 €1 e ||e1]| = 1. Analogamente,
2
w=0.~v2 3+ 2021 - (L0-D)em,
e |lw|| = 1. Sia U una trasformazione ortogonale tale che U(e;) = w. Poiché
evidentemente

V2
m={w+ (s — 7)(1,2,1) | s € R},
¢ sufficiente che U(ey) = ﬁ(l,z 1) per avere U(l) = m. Infatti in tal caso, per
linearita di U,
t
= (1,2,1) | t€R} =m
.21 [1eR)

Quindi come f possiamo scegliere I'applicazione lineare determinata dalla matrice

ortogonale
i 1/v/2 1/vV6 1/V/3
0 2/vV6 —1//3
—1/v/2 1/v/6 1/V/3

U@l) = {U(er) +tU(es) | t € R} = {w +



