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Capitolo 1

Calcolo di Malliavin su spazi
Gaussianl a dimensione finita.

1.1 Integrazione per parti e regolarita delle
leggi di probabilita.

Introduciamo qualche notazione: indichiamo con a un multi-indice o =
(o, ..., ) (o interi non negativi), siano |af = a3 + -+ +ap e+ B =
(Oél—i_ﬂla"'?am—i_ﬂm)-
olel

Indichiamo con 0, l'operatore di derivazione 0, = P gen

1 - - . ZE::

Consideriamo, su un generico spazio di probabilita (Q,]: , P) una v.a.
m-~dimensionale F = (Fl, e ,Fm) ed una v.a. reale integrabile G .

Definizione 1.1.1. Si dice che vale una formula di integrazione per parti
di grado ¢ se esiste una v.a. integrabile H,(F,G) tale che, qualunque sia
@ € C°(IR™) valga l'eguaglianza

E[(0a¢)(F) G] = E[(F) Ha(F, G)]

Se G = 1, indichiamo H,(F) = H,(F,1); diremo poi piu semplicemente
“esiste H,(F,G)” invece di dire “vale la formula di integrazione per parti di
grado o per F e G7.

Osservazione 1.1.2. Se esiste H,(F,G), esiste Hys5(F,G) se e solo se
esiste Hg(F, H,(F,G)) ed in tal caso si ha H,5(F,G) = Hg(F, H,(F,G)) .

La dimostrazione ¢ una semplice conseguenza del fatto che si ha 03(0,¢) =
aoz+,3 ¥©-
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L’importanza della formula di integrazione per parti € dovuta al fatto che
permette di dimostrare risultati di regolarita per la legge di probabilita di
una v.a. F; cominciamo col caso unidimensionale (cioe F' a valori reali).

Teorema 1.1.3. Supponiamo che esista Hi(F') : allora la legge di probabilita
ha densita data da

f(@) = E[I(pom) Hy(F)]
Supponiamo che esistano H;(F) peri =1,...,k: allora la densita di F
e deriwabile k—1 volte e si ha

FEN @) = (1) B Lz Hi(F)]

Dimostrazione. Cominciamo col caso k = 1, scegliamo a < b e consideriamo
la funzione

0 r<a
plr) = x—a a<z<b
b—a x>b

che ¢ derivabile eccetto che nei punti a e b e la cui derivata coincide quasi
ovunque con la funzione indicatrice dellintervallo [a,b]. Si pud approssi-
mare ¢ con una successione (¢,) di funzioni C* tale che ¢, converga uni-
formemente a ¢ e (¢,) converga (eccetto che nei punti a e b) a ¢’ restando
uniformemente limitata. Se P{F'=a} = P{F=b} =0, si ottiene

P{a < F <b} =E[¢(F)] = lim E[g,(F)] = lim B, (F)H(F)] =

dPHl(F)/ dz = /abd:v Hy(F)dP =

(@, {z<F} {z<F}

b
[ Bltegrnir o

e poi questa eguaglianza si estende evidentemente ad a e b qualsiasi. Notiamo
che la densita di F' e una funzione continua e limitata.

— E[p(F)H\(F)] = /

Q

Vediamo ora il secondo enunciato, limitandoci al caso £ = 2: consideria-
mo la funzione ¥ (t) = (t — z)™, la cui derivata (eccetto che nel punto t=u1)
coincide con Ij, 1oo((t). La densita di F' ¢ eguale a

f($) = E[W(F)Hl(F)] = EW(F)Hz(F)] = E[(F - 95)+H2(F)]

Questa funzione si puo derivare rispetto ad x sotto il segno di integrale
ottenendo

f'(z) = ~B[lp2n Ha(F)]
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Consideriamo ora il caso di un vettore aleatorio m-dimensionale F =
(Fy,...,F,): con piccole modifiche il teorema 1.1.3 si estende al seguente
risultato (ci limitiamo al caso dell’esistenza della densita):

Teorema 1.1.4. Supponiamo che valga la formula d’integrazione per parti
"

(F)| = E[p(F)Hg,...) (F)]
Allora la legge di F ha una densita (continua e limitata) data da
[, ... x) = E[H I{Fizmi}H(l,...,I)(F)]
i=1

Malliavin usa invece un criterio leggermente diverso, di dimostrazione piu
complessa, che ora enunciamo:

Teorema 1.1.5. Supponiamo che per ogni i = 1,...,m esista una costante
C; tale che, qualunque sia ¢ € C°(IR™) si abbia
Iy
E[22(F)]| < Cillell
EE®)| <l

allora la legge di ¥ ha una densita che appartiene a LwT,
Supponiamo che per ogni multiindice o e per ogni ¢ € C°(IR™) wvalga
una disequaglianza della forma

‘E[@ago(F)]‘ < Callell

(con una costante C, che non dipende da ¢ ): allora la densita di F é C* .

Osserviamo che per m = 1 i teoremi 1.1.3 e 1.1.5 sono essenzialmente
lo stesso risultato, mentre a dimensione maggiore i due risultati sono non
confrontabili: I'ipotesi del teorema 1.1.5 e infatti molto piu debole, tuttavia
si ottiene un risultato meno forte di regolarita della densita.

La dimostrazione del teorema 1.1.5 ¢ decisamente piu complessa: ci limi-
tiamo al caso m = 2 ed al primo enunciato (cioe la legge di F ha una densita
che appartiene a L?).

Dimostrazione. Prendiamo ¢ € C}(IR?) e siano v(z1) = sup,,cp |¢(z1, 22)| e
w(w2) = sup,,er [@(21, 22)] - 3
Vale la diseguaglianza v(z;) < / |8—S0(x1,x2)|d:r2, e la diseguaglianza
R 012

analoga per w(zs) .
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Si ha pertanto

// ©? dzyday < / (a:l)dxl/ (29)dzy <
//‘8:1:1 d$1dx2 //‘axz

Questa diseguaglianza si puo riscrivere nella forma

dxldxg

Dy
Il 2 ey < H e 115 e
che, nel caso m qualsiasi, e sostituita dalla disequaglianza di Gagliardo-Ni-
renberg:
/m
||90HL%(IRW HH 1L1 R™)

Chiamiamo m la legge di probablhta di F = (F1, F,) e notiamo che la
condizione del teorema si puo riscrivere nella forma

/o

Scegliamo p € C(IR?) a valori positivi, con [p.p(y)dy = 1 e p(y) =

< C. sup |p(x)]

x€IR?

ZEl,l’Q (d[[‘l,dl’g)

. 1 x
0 per |y| > 1 e sia, per5>0 pe(x )z;p(—).

Chiamiamo poi ¢.(x) = [g2 p-(x —y)m(dy): & facile vedere che ogni
Y. € una densita di probablhta Inoltre le probabilita ¢, (x).dx convergono
debolmente a m: infatti, presa g € C,(IR?) si ha

1 x—y

| etgtax= [ miay) [ o) o) dx -

= /132 m(dy) /}Rz p(z) g(y +cz) dz

ed e immediato constatare che questi integrali convergono, quando € — 0+,

a f]RQ g (dY)
Inoltre le funzioni ¢, sono equilimitate in L?(IR?): infatti presa 1) €

C!(IR?) si ha

[ S mvmi =] [ oo
| [t [ a2y

dx‘ =

< ngPW(X)!
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0
e da questo segue che si ha / ‘ Pe

N (x)‘dx < C': questo perche, presa
R i
fe L, (IR"), si ha

[isiax=suw{ [ rgax|gecimn ool <1}

Sfruttando la diseguaglianza precedentemente stabilita, si ottiene
H(pe H 2 < C'. Prendiamo allora una successione ¢,, — 0 tale che ¢, converga
a 0 debolmente in L?: poiche la successione di probabilita ¢., (x).dx converge
debolmente a m, ne segue 'eguaglianza m(dx) = 0(x).dx (e si ha inoltre
19]2 < ).
O

1.2 Derivata, divergenza e operatore di Mal-
liavin in spazi Gaussiani a dimensione fini-
ta.

2
Sia 7, la misura gaussiana standard su IR" (avente densitd (27)"2 e
rispetto alla misura di Lebesgue su IR"), e indichiamo brevemente L?(,,) =
L? (]R" , B(R™), %) . Osserviamo che i polinomi appartengono a LP(~,,) per
ogni 1 <p< +o00.

Proposizione 1.2.1. I polinomi sono densi in L*(v,) .

k _ kn

Dimostrazione. Preso x € R" e k € IN" | indichiamo x* = 2* ... 2k ¢
consideriamo ¢ € L*(7,) ortogonale ad ogni polinomio. Definiamo poi
PO = em 7t [ pbget i

La funzione F'(t) ¢ analitica intera e si ha, per ogni k,

_ i)k <II2

FX(0) = %/Xk o(x) e dx = 0
)t
x 2

Di conseguenza F' = 0, cioe la trasformata di Fourier della funzione ¢(x)e™ by
e identicamente 0 e quindi ¢ = 0. []

Sia P lo spazio delle funzioni f € C* tali che ogni derivata di f sia
a crescita al pitt polinomiale e definiamo l'operatore di derivata o gra-
diente D : P C L? (]R",%) — P C LQ(IR",]R",%) definito da Df =
().

oxr1’ """ Oxn
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L’operatore aggiunto D* : P* —s L?(v,) (chiamato divergenza) ¢

D* (g1, ,9n) = Zagl—i-ZxZgZ:—dlv (g) +x.8

ox;
i<n i<n

Si ha infatti

af Hxn2 B dg; _lIx)i?
/axig’ / /f( aﬂnl&rasz.gz)e dx

L’operatore L. = D*D e chiamato operatore di Malliavin: e facile
constatare che si ha

_Zgi 0+ a L _Af(x) + %V f(x)

i<n i<n

Preso a € IR", definiamo Daf =}, a;D;f: si ha

Proposizione 1.2.2 (Formula di integrazione per parti). Vale la for-
mula

/R(Daf)gd% = /n | = fDag + fgx.a]dy,

La dimostrazione ¢ immediata; notiamo che la variable aleatoria x — x.a
ha legge gaussiana N (0, [|a[|?) .

Si verificano facilmente le identita seguenti:
D*(ng) =—(Df,Dg) + fLg e DD*=D"D+1
La seconda ¢ da intendersi nel senso seguente: considerata g = (g1,...,9n),

si ha D;(D*g) = g + D*(D; g) -
Si definisce ancora l'operatore quadrato del campo

U(f.9) = L(fg9) — fLg—gLf = —2(Df, Dg)

Naturalmente gli operatori D e D* possono essere estesi da P o P" a
uno spazio piu ampio di funzioni: ad esempio lo spazio naturale sul quale e
definito D in modo che Df € L*(v,) ¢

2 {f e wEm)

Fe Ly, aif € L2 (), vz}

con la norma evidente. Gli spazi naturali sui quali sono definiti gli operatori
sopra indicati possono pero essere meglio rappresentati con i polinomi di
Hermite che verranno introdotti nel prossimo paragrafo.
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1.3 Polinomi di Hermite e applicazioni.

I polinomi di Hermite su IR sono definiti ricorsivamente dalle eguaglianze
d
Ho(z) =1, H,() = D*H,_4(.) = (D*)"1. Poiché D*f = —d—f +a.f, s
x
constata immediatamente che H,(x) = ™ 4 ... e di conseguenza l'insieme
(Hn(.))n>0 ¢ un insieme totale in L%(y;) .
Si ha ad esempio Hy(z) = z, Hy(x) = 2> —1, Hs(z) =23z ...
Inoltre
n! n=m
0 n#m

Supponendo infatti m < n, (Hp|Hp)r2¢) = (1D"Hy) 2, € la conclu-
sione e immediata.
Si arriva cosi al seguente risultato:

(HnlHm)r2(0) = {

. . . . . . 1 N .
Proposizione 1.3.1. La successione di funzioni (\/_HH"<'))@0 ¢ un sistema

ortonormale completo in L?(7;) .
Quindi ogni f € L*(IR,~) si pud scrivere nella forma

=D _ e Ha(w) =3/l

n>0 n>0

dove i coefficienti ¢, sono tali che > -, c2.n! < +oo, e la serie converge in

L?(y1). Siha
/f ) dm(z)

dn
e, se esiste /() € L*(y1), si ha
dax
d"f(x)
n=— d
! dan Y1 ()
Proposizione 1.3.2. Vale l’identita
2, =t
exp (tz — 5) = ; ] H,(x)

Dimostrazione. Infatti exp (tz — %) = nso Cnlt) Hu(x) , dove

1 d” t" t"
cn(t) = — / -— m_* 2dy(z) = /e_é(gg_t)2 de = —

n!
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Notiamo che il fatto che I'eguaglianza sopra scritta valga per ogni ¢ de-
termina i polinomi di Hermite e ne fornisce una definizione alternativa. Di
conseguenza si ha

n t2

H,(z)= T P (to — 5)

. 2 dn 1'2
t=0 = (=" exp <5) dxn oXp ( B 3)

Abbiamo visto che, per definizione, D*H,,(.) = H,41(.), vediamo ora che
DH,(.) =nH,_1(.). Si ha infatti

0 m#n—1
DH,|H,, = (H,|H,, =
(DHn|Hm) (1) = (Hn| Hing1) 220) {n.(n—l)! I
Inoltre LH,(.) = D*DH,(.) = nH,(.): ne segue che gli autovalori dell’o-
peratore L sullo spazio L?(v;) sono 0,1,2,... e gli autospazi corrispondenti
sono i sottospazi generati rispettivamente da Hy, Hy,. ..
Si ottiene di conseguenza il seguente risultato:

Proposizione 1.3.3. Sia f € L?(,) scritta nello sviluppo f = > ns0 Cntn
con Y, o can! < +00:

o [ appartiene al dominio di D se anlci.n.n! < +o00 e in tal caso
Df = Zn21 nc, Hy,—1 5

e f appartiene al dominio di D* se Y ~qci.(n+1)! < 400 e in tal caso

D*f = ZnZO Can+1 5y

e f appartiene al dominio di L se Y, -, c;.n’nl < +oo e in tal caso
Lf = anlnann.

Guardiamo l'operatore (I 4+ L) che ammette la rappresentazione spettrale
I+L =3 ,(1+n)P, dove P, ¢ la proiezione ortogonale sul sottospazio
generato da H, : poiché gli autovalori sono tutti positivi si puo definire, per
s > 0 non necessariamente intero, (/+L)* = - (1+n)°F,.

Cioe f appartiene al dominio di (I4-L)* se 3, -(1+n)* ¢, n! < +00 ¢ in
tal caso (I+L)°f =3 So(1+n)°c, H, .

E facile vedere che coincidono i domini degli operatori D, D*, (I4L)/2
(questo risultato naturalmente non ¢ vero in L?(v,) ). Inoltre la rappresen-
tazione come sviluppo in polinomi di Hermite permette di dare una definizione
pill esplicita dello spazio ID'? definito nel paragrafo precedente: infatti D2
¢ il completamento di P (cioe delle funzioni infinitamente derivabili a crescita
polinomiale) rispetto alla norma || f|12 = ||(I+L)Y2f].
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Se si considera lo spazio delle funzioni derivabili k£ volte, tali che tutte le
derivate fino all’ordine k stiano il L? (p > 2), si considera lo spazio ID*? che
¢ la chiusura di P rispetto alla norma || f||x, = ||(I+L)*2f]|, .

. . koo k.p . . . N .
Si pone poi ID™> = ﬂp22 ID®P (notiamo infatti che non é naturale imporre
che le derivate stiano in L™ perche gli stessi polinomi non verificano questa
condizione, ma solo che abbiano ogni potenza sommabile), infine ID* =

mkzl mp22 Dk,

I polinomi di Hermite su IR" sono definiti a partire dai polinomi di
Hermite su IR mediante la formula He (x) = [[,—, ., Ha;(7:) : tenendo conto
del fatto che la misura gaussiana standard n—dimensionale ¢ il prodotto della
misura gaussiana su IR con se stessa (cioe 7, (dx) = 71 (dz;) ® - - ® y1(dzy,))
si ottengono facilmente i seguenti risultati:

e si ha
0 a#f

a! a=03

raiiighoc - |
dove a! = aq! -+ - !,

e la famiglia di funzioni (\/%Ha( .)) & un sistema ortonormale completo

in L2 (’Yn) 9
e si ha LHo = |a|Hq e di conseguenza l'operatore di Malliavin L
su L*(v,) ha come autovalori 0,1,2,... e Pautospazio corrispondente

all’autovalore k ¢ generato dai polinomi He con |a| =k,

e vale la formula exp(t.x — ”t2H2) o5 Ha( ).

Vediamo ad esempio la dimostrazione dell’ultima affermazione:

) Fexp (i) = TT (2 S, (#) = 3 G Hat

i=1 =1 n>0

exp (t.x—

1.4 Un esempio di applicazione della regola
di integrazione per parti.
Scopo di questa sezione ¢ fornire un esempio nel quale si mostra come i

risultati del primo paragrafo, uniti alle regole della derivata e divergenza
sullo spazio L%(7,), possono provare 'esistenza della densita per la legge di
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probabilita di un vettore aleatorio: i conti presentati possono sembrare strani,
ma sono una traduzione nel caso dello spazio Gaussiano finito—dimensionale
di alcuni passaggi che hanno consentito a Malliavin di provare il teorema di
Hormander di caratterizzazione degli operatori ipoellittici.

Sia dunque F = (F},. .., F,,) un vettore aleatorio m—dimensionale defini-
to su IR™ e supponiamo che ogni F; € ID*? con un opportuno p da deter-
minare: si chiama matrice di Malliavin la matrice m x m

Ay 5(x) = (DF;, DFy)( ZDk Fj(x)

La matrice A(.) = [A;;](.) & evidentemente simmetrica semidefinita—positiva:
noi supponiamo che A(.) sia ovunque definita positiva, ossia che si abbia
det A(x) > 0 ovunque.

Prendiamo ¢ € C*(IR™), si ha: Dp(F) = g g(’p (F)DF; e di con-
x
i=1

seguenza, preso 1 <[ <m

3

(Do(F), DFy) =

)(DF,, DF) = [A(Vi)(F)]

Occorre fare distinzione tra D ¢(F) (derivata, nel senso di Malliavin, della
va. x = ¢(F(x)), che & un vettore di R") e (Vy)(F) (gradiente della
funzione ¢ calcolato in F(x), che € viceversa un vettore di R™).

L’equazione sopra scritta si puo riscrivere in termini vettoriali A (Vy)(F) =
(D ¢(F), DF) , e, poiche la matrice A ¢ invertibile, si ha

(V) (F) = A7HD ¢(F), DF) = (D ¢(F), A" DF)
cioe, per ogni 1 <7 <n

Op B =
83@ N

e quindi

B[ 22)] = S B[pm 0 (47 0F)

J=1

Ricordando la formula D*(F DG) = —(DF, DG) 4+ F LG, si ottiene

[gim E[o(F (iDA;J,DF +2A1LF)}
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Si puo dunque applicare il Teorema 1.1.5 a patto di poter garantire che
le va. (— ZTﬂ(DA_l DFy) + 3775, A;!LFy) siano integrabili. I calcolo

4,3 7 »J
precedenti possono essere riassunti nel seguente risultato:

Teorema 1.4.1. Supponiamo che, oltre alle ipotesi precedentemente scritte,
ogni F; € ID**, che ogni Ai_,]-l € L? e che D(A;;) € L?: allora la v.a.

1,J
vettoriale F ha una densita che appartiene a Lm=1(7y,) .

1.5 L’operatore di Malliavin ed il processo di
Ornstein-Uhlenbeck.

Per semplicita ci limitiamo a definire processi di Markov limitatamente a
processi stocastici a valori reali (o a valori in IR™.).

Definizione 1.5.1. Un processo stocastico (X;)o<i<r si chiama processo di
Markov in senso stretto, omogeneo nel tempo se per ogni s < t esiste un
nucleo (o probabilita di transizione) P;_g tale che, qualunque sia f boreliana
limitata, si abbia E[f(X;)|F] = (P—sf)(X,) .

In molti esempi esiste un opportuno spazio di Banach di funzioni B tale
che la famiglia di operatori sia un semigruppo di classe Cy su B (usualmente
chiamato semigruppo di transizione).

Definizione 1.5.2. Si chiama semigruppo di classe Cy di operatori su B
una famiglia di operatori (P;);>¢ tale che valga l'eguaglianza P,y = P,Ps
(proprieta di semigruppo) e che, per ogni x € B, si abbia lim, o, Px = z.

E evidente che si deve avere Py = I (dove I & Poperatore identita).

Definizione 1.5.3 (Generatore infinitesimale). Assegnato un semigrup-

po di classe Cy su B, si chiama generatore infinitesimale 1'operatore A cosi
Px—=x

-
definito: x € Dom(A) se esiste lim , ein tal caso Az = lim
t—0+ t t—0+ t

Esempio 1.5.4 (Il semigruppo del processo di Wiener). Prendiamo
s, t positivi, ed f boreliana limitata:

E[f(Wis)|F] = E[f (W + Wips — W)|F] = (Bf) (W)

dove (P,f)(z) = E[f(z + (Wis — Wy))] . Notiamo che, poiche (Wyy, — W)
ha legge N (0, 1), & eguale in legge a v/t Y dove Y & gaussiana standard N (0, 1)
e quindi si puo scrivere

(Pf) = E[f(z +VIY)] = /]R o+ i)

e v’/
\/ﬂdy :/]Rf(m—k\/gy)%(dy)-
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P, & un semigruppo di operatori di classe C sullo spazio Cy(IR) delle fun-
zioni continue infinitesime all’infinito (che & di Banach con la norma ||.||« ):
presa una tale f (e osservando che dato £ > 0 esiste 6 > 0 tale che si abbia
|f(z) — f(y)| <ese|r—y| <) siha infatti

[Ruf(@) = f(a)| = [B = f(@) + f(o + VY]] < e+ 20l P{IY] > 22)

dove Y € una v.a. con densita N(0,1). E un facile esercizio provare che la
quantita sopra scritta e arbitrariamente piccola per t sufficientemente piccolo.

Se si considera un processo di Wiener n—dimensionale, i conti sono esat-
tamente gli stessi con la probabilita v, sostituita da -, .

Esempio 1.5.5 (Il semigruppo di Ornstein-Uhlenbeck). Il processo
di Ornstein-Uhlenbeck entra in modo strumentale nel calcolo di Malliavin
poiché, come vedremo, il generatore infinitesimale del suo semigruppo di
transizione coincide con I'operatore di Malliavin (a meno del segno).

Si chiama processo di Ornstein-Uhlenbeck un processo che sia soluzione
dell’equazione differenziale stocastica

(1.5.1)

dX, = =X, dt + V24w,
X():I

Non e difficile, utilizzando la formula di Ito, provare che tale soluzione e data
da X7 =2 et ++/2e7! fot e®*dW, (con questa scrittura si mette in evidenza
il dato iniziale x).

Pit in generale, se si considera la stessa equazione pero con dato iniziale
V (dove V & una v.a. Fy-misurabile), si ottiene X; = Ve '4+/2e7! f(f esdWs .
In particolare, presi s,t positivi

t
Xs+t - Xs eit + \/éeit / eu d..[/‘/;lk dOVe W,: — Wu+s — WS
0

Quindi, con passaggi simili a quelli appena svolti, si ottiene E [ f(Xsie) ’]:S} =
(th)(XS) , dove

(1)) = B[f et +VEe )]

. R et
Notando che W;* & ancora un processo di Wiener e che lav.a. v/2e™" o e dw
¢ gaussiana con media 0 e varianza (1 —e )| si ha

(th)(x) = E[f(xe_t+v1 —e*QtYﬂ :/ f(xe_t~|—\/1 —e*Qty) 71 (dy)

R
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(dove Y ¢ una v.a. con densita N(0,1)).
Piu in generale, in IR", si ha

(Tif) (%) = / flxe™ +V1-e?y)7.(dy)

n

Con conti simili a quelli svolti precedentemente si prova che (7;) € un semi-
gruppo di operatori di classe Cy sullo spazio di Banach Cy(IR) (o Co(IR")).

Esaminiamo ora le proprieta dei due semigruppi di transizione del pro-
cesso di Wiener e di Ornstein-Uhlenbeck in IR".

Proposizione 1.5.6. Il semigruppo di transizione del processo di Wiener
n—dimensionale (P;)i>o gode delle sequenti proprieta:
a) (Py)i>o € un semigruppo di contrazioni su LP(IR™) per 1 < p < 400,
b) ogni P, é un operatore simmetrico in L*(IR"™),
c) il generatore infinitesimale del semigruppo é %A.

Proposizione 1.5.7. Il semigruppo di Ornstein-Uhlenbeck n-dimensionale
(T3)1>0 gode delle sequenti proprieta:

a) (Ty)eo0 € un semigruppo di contrazioni su LP(7,) per 1 < p < 400,

b) ogni Ty ¢ un operatore simmetrico in L*(7,) ,

c) il generatore infinitesimale del semigruppo ¢ —(Lf)(x) = Af(x) —
x.Vf(x).

Dimostreremo una dopo l'altra le tre proprieta, considerando insieme il
semigruppo di Wiener e quello di O.U.; per semplicita di notazioni ci limitia-
mo al caso n = 1 ma e facile verificare che con le stesse idee e senza difficolta
si tratta il caso a dimensione n .

Proprieta a): con contrazione intendiamo dire che si ha || P.fl|, < || fll,-
Il caso p = +o00 ¢ evidente in entrambe le situazioni, e non lo riportiamo.

Per quanto riguarda il semigruppo di Wiener, cominciamo a osservare
che si puo scrivere P, f come una convoluzione, piu precisamente (Ptf) () =

_y
e 2t

V2.t .

Poiche p;(.) € una densita di probabilita, si ha per 1 < p < 400

(f*p)(x) = [ fl@—y)pe(y)dy , essendo pi(y) =

10l = [ ol [ 1@ wotias] < [a [ 156 -nPat -

_ / o(y)dy / |f(x—y)"da = | ]2



18 CAPITOLO 1. CALCOLO DI MALLIAVIN A DIMENSIONE FINITA

Nel caso di O.U. i conti sono simili (con X e Y indichiamo due v.a.
gaussiane N (0, 1) indipendenti):

/

< / y1(dz) / e VT = e )| (dy) = B[ | (Xe VT = e2Y)|] =

p
<

134(w)| (de) = [ (do)] [ flaet + VT=eT y)n(dy)

p
—E[|re0f] = [ 1@
Per quanto riguarda la penultima eguaglianza, osserviamo che le v.a. X e
(Xe™'+v1 — e~2'Y) sono equidistribuite (entrambe sono gaussiane N (0, 1) ).

Proprieta b): col termine simmetrico intendiamo dire che si ha, per

Ognl f?g E Lz(]Rn) ? (Ptf‘g)L2(IRn) = (flPtg)LZ(IRn) .
Il caso del semigruppo di Wiener ¢ quasi ovvio, poiche P, ¢ 'operatore di
convoluzione con un nucleo che & una funzione pari. Si ha pertanto

(P119) e = [ d29te) [ ety = [ dogle) [ @pla—2)dz =

— [4:1) [ nte=og@is = [ a1 [ o-wptuidn = (7179) e

Per quanto riguarda il semigruppo di O.U., si ha

(T519) oy = [ (B0 9(0) 20(dke) =

= //g(a:)f(et:c—i—\/l _ e 2t y) v (dx)y (dy) = E[Q(X)f(e*tX—i—mY)]

In modo analogo, (f’Ttg)B(m =E [f(X)g(e’tX +1—e 2 Y)]

L’eguaglianza tra i due termini e dovuta al fatto che le le v.a. doppie
(X, e'™X +V1-e2Y)e (e'X +V1—e Y, X) sono equidistribuite
(poiché si tratta di v.a. gaussiane centrate, e sufficiente provare che la matrice
delle covarianze ¢ identica).

Proprieta c): vediamo prima il caso del semigruppo di Wiener, ricordan-
do che (Pf)(z) = E[f(z+ W;)]. Se f & derivabile due volte, con derivate
prima e seconda limitate, si ha f(z + W,) = f(z) + fg f(x+ W) dW, +
LIS f"+ W) ds.
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Pertanto, poiche il valore atteso dell’integrale stocastico ¢ 0, si ha

Pf- I
( tf fxm)I—/E[f”(Q?—i—Ws)]dS
t 2t J,
Pf— 1
A questo punto e un facile esercizio provare che lim M = —f"
t—0+ t 2

rispetto alla convergenza puntuale, inoltre la convergenza e uniforme ad
esempio se f” € uniformemente continua.

Per quanto riguarda il semigruppo di O.U., ricordiamo che si puo scri-
vere (T,f)(z) = E[f(X})], dove X7 & la soluzione dell’equazione 1.5.1.
Applicando la formula di Ito, se f e derivabile due volte, si ha

t t
FOE) = Fa)+ [ ro (- xras e vaam) + [ (s
0 0
e, in modo simile a quanto fatto precedentemente, si trova

w _ %/O E[ - X7 f/(X7) + f"(X5)] ds

(T.f = =)
t—0+ t

condizioni di regolarita: si puo provare per esercizio ad esempio che la con-
vergenza ¢ uniforme se f’ e f” sono limitate e uniformemente continue, e
xf'(x) & limitata.

Si ha pertanto lim = —xf'(z) + f"(z) sotto opportune

Esercizio 1.5.8. Se f € LP(IR"), 1 < p < o0, limy o4 ||Pf — f]l, = 0.
Analoga proprieta vale per il semigruppo di O.U. se f € LP(y,).

Suggerimento: se f € Co(IR™), P,f converge ad f uniformemente. Si
sfrutta poi il fatto che Cy(IR") & denso in LP(IR") e che (P,) € un semigruppo
di contrazioni.

Esaminiamo ora piu in dettaglio il legame tra semigruppo di Ornstein-
Uhlenbeck e polinomi di Hermite: per essere piu precisi chiamiamo (Tt(")) >0
il semigruppo di O.U. su IR". Ricordiamo che I'operatore di Malliavin
su L%(7,) (indicato anche qui L™ per mettere in evidenza la dimensione)
ammette la rappresentazione spettrale

+o0
L™ ="k p"
k=1

dove P,En) e la proiezione ortogonale sull’autospazio relativo all’autovalore k
(che ¢ generato dai polinomi di Hermite H(.) con |a = k).
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Teorema 1.5.9. Vale la rappresentazione

+oo

YWt(”) — Ze—ktplin)
k=0

Dimostrazione. Anche qui, per semplicita di notazioni, ci limitiamo al caso
n = 1, ma la dimostrazione vale esattamente con le stesse idee per n intero
qualsiasi.
. . . 52 .
Osserviamo che, qualunque sia s € IR, si ha fIR e2xp (sx — 3) y(dr)=1.
u

Consideriamo allora la funzione f(z) = exp (ux — 7) e calcoliamo

TN = [ e+ VT y)udy) -

U2(1 _ eth)
2

= exp (e uz — 4 62 ) /]Rexp (uv1l—e 2y — )71 (dy) =

2,2t
= exp (e’tux U 62 )

2 ook
Ricordando l'identita (vedi 1.3.2) exp (uz — %) = Z % Hi(x), si ha
k=0

da una parte

) uk efktuk
T (35 Hel)) = S0 S Hil)
k>0 k>0
e dall’altra
Wy v N Y
& <k < k! H“f(')> " al ()

Poiché le due serie coincidono per ogni u € IR, si ha per ogni intero k
TV (Hi())) = e Hy(.) . 0O

Vediamo ora una caratterizzazione delle funzioni a wvariazione limitata,
dovuta a De Giorgi, ottenuta attraverso il semigruppo di transizione del
processo di Wiener.

Cominciamo a ricordare che, presa una funzione u : IR — IR a variazione
limitata e continua a destra, esiste una misura con segno Du di Radon (cioe
finita su ogni compatto) tale si abbia, per ogni a < b, (Du)(]a,b]) = u(b) —
u(a). Presa ¢ € C}(IR) (C! a supporto compatto) si ha

[ ¢ @s = = [ pta) (Du)(a

r
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ed inoltre la variazione di u coincide con
sup { [ (o) ¢'(o)de | 0 € €U, ol < 1)
R

Una definizione delle funzioni a variazione limitata definite su IR" diventa
piuttosto pesante, ed ¢ piu agevole definire le funzioni B.V. definite su IR"
nel modo seguente

Definizione 1.5.10. La funzione u € L'(IR") ¢ detta a variazione limitata
se, per ogni %, esiste una misura con segno di Radon D;u tale che si abbia,
per ogni ¢ € C(IR™)

u) 22y dx = — [ () (Diu) () dx
IRCE /.

(cioe D;u ¢ la derivata parziale di u nel senso delle distribuzioni). Inoltre la
variazione di u € per definizione la variazione della misura vettoriale Du =
(Dlu, ..., Dyu) e si ha

fulley = sup{ [ u(dive)dx| o = (g 0) € CHRNRY. ol < 1}
Rn

Prendiamo f € L'(IR) e notiamo che P,f & derivabile, inoltre se f ¢
derivabile e f' € L' si ha L(P,f) = Pi(f'): queste due proprietd sono una
facile conseguenza del fatto che si puo scrivere

(Pf)(x) = /IR F(x — y)puly)dy = /R pule — ) f(y)dy

Se f € LYR") si ha V(Pf) = P(Vf) e V(Pysf) = V(PPf) =
P,(VPf).

Poiché P, & una contrazione su L'(IR"), la funzione ¢t — [, [VP.f|dx &
decrescente: definiamo allora, per f € L'(IR™)

I(f) = lim |VPtf\dx:sup/ |V P, fldx
R" R™

t—0+ t>0
Il risultato che segue € dovuto a De Giorgi

Teorema 1.5.11. Presa f € L'(IR"), questa é a variazione limita se e solo
se I(f) < +oo: in tal caso vale lequaglianza || f|lpv = I(f) .

Prima di dare la dimostrazione di questo risultato, giustifichiamolo intui-
tivamente: se f & di classe C* e Vf € LY(IR"), si ha ||f|sv = [ |V f]dx, e
tenendo conto dell’esercizio 1.5.8 si ha || f|| gy = limy_o4 [ ‘Pt(Vf)’dx.
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Dimostrazione. Supponiamo che f sia a variazione limitata: per ogni ¢ si ha

(GP0)0) = [ hntx=yrdy == [ Sontx—y)fw)dy =

- /pt(x —y)(Dif)(dy)

e, passando alla notazione vettoriale e indicando con | D f| la variazione della
misura vettoriale (Df), si ha V(P f)(x) = [ pi(x — y)(Df)(dy) . Quindi

[IvRs9ax < [ ax [ ntx=y)priy) =

-/ \Dmdy)/,}t(x—y) dx = / Df|(dy) = | fllev

Supponiamo viceversa che si abbia I(f) < +oo: prendiamo una suc-
cessione t, | 0 e consideriamo la successione di misure vettoriali m, =
V(P f).dx (cioe aventi densita V(P f) rispetto alla misura di Lebesgue
n-dimensionale). Queste misure sono equilimitate in variazione (quindi re-
lativamente compatte per la topologia della convergenza debole) e pertan-
to (modulo passaggio ad una sottosuccessione) esiste una misura vettoriale

Df = (Dyf,...,D,f) tale che la successione m,, converga debolmente a
Df: si tratta ora di provare che Df ¢ il gradiente di f (nel senso delle
distribuzioni).

Presa ¢ € C}(IR") si ha

dp . . dp .
/fax,- dx—nh_{go/(Rgnf) oz, dx =

= lim —/gpaii (P, f)dx = —/gp(x)(Dif)(dx)

n—oo

Inoltre, presa ¢ = (¢1,. .., pn) € CHIR",IR™) con |¢|le < 1, si ha
/f(div go) dx = lim /(Ptnf)divgo dx =
n—oo

= lim [ —=V(Bf).edx < I(f)

n—o0



Capitolo 2

Calcolo di Malliavin sullo
spazio di Wiener.

2.1 Lo spazio di Wiener.

Cominciamo con la costruzione dello spazio canonico di Wiener: supponiamo
assegnato, su un generico (Q ]-" P) , un processo di Wiener (W,)o<i<r con
traiettorie continue.

Sia ora Q = Cy(0,7T) lo spazio di Banach delle funzioni continue a valori
reali, definite sull’intervallo [0,7] e nulle in 0 (con la norma della conver-
genza uniforme): su €2 coincidono la o-algebre di Borel (cioe quella generata
dagli aperti, o equivalentemente dai chiusi) e quella generata dalle proiezion:
canoniche Wi(w) = w(t). Infatti da una parte le proiezioni canoniche sono
funzioni continue su 2 (e quindi la o-algebra di Borel contiene quella gene-
rata dalle proiezioni canoniche), dall’altra si puo scrivere ad esempio la sfera
chiusa di centro w e raggio § (indicata S(w,d) ) nel modo seguente

S(w,d) = ﬂ {w' € Q| [Wi(w) — Wy(w')| < 6}

teQ, o0<t<T

Indicata con F questa o-algebra, consideriamo 'applicazione W:Q-—0Q
che manda il punto @ € €2 nella traiettoria t — Wi(@) . Questa applicazione
¢ misurabile poiché ¢ misurabile la composizione con ognuna delle priezioni
canoniche: si ha infatti Wy o W( ) = Wi(@). L’'immagine della probabilita
P mediante I applicazione W ¢ la legge di probabilita del processo di Wiener
ed e chiamata la misura di Wiener: indichiamo con P questa probabilita.

E facile verificare che sullo spazio (2, F,P) il processo stocastico forma-
to dalle proiezioni canoniche ¢ un processo di Wiener: chiamiamo questo
processo di Wiener canonico.

23



24CAPITOLO 2. CALCOLO DI MALLIAVIN SULLO SPAZIO DI WIENER.

Come si ¢ visto, costruire un processo di Wiener (con traiettorie continue)
equivale a costruire la misura di Wiener sullo spazio Cy(0, 7).

In questo capitolo la notazione L?(€2) indica L?(2, F, P) dove Q = Cy(0,T)
e P & la misura di Wiener.

Con (Fi)o<t<r si indica poi la filtrazione generata da (W;)o<i<r (cioe
Fr = a{W, }s < t}) (modificata in modo da soddisfare le cosiddette ipotesi
abituali).

Definizione 2.1.1. Si chiama spazio di Cameron-Martin il sottospazio
di Cy(0,7T) formato dalle funzioni h* della forma h*(t) = fot h(s)ds con h €
L*(0,T) : munito della norma ||A||z2(0,r) , questo ¢ uno spazio di Banach.

Con L?(0,T) indichiamo sinteticamente lo spazio L? sull’intervallo [0, T]]
munito della misura di Lebesgue. Lo spazio di Cameron-Martin (indicato
CM) non & altro che lo spazio H;(0,T) delle funzioni derivabili (in senso
debole) con derivata in L? e nulle in 0: ¢ immediato constatare che CM ¢ un
sottospazio denso di Cy(0,T") e trascurabile per la misura di Wiener (infatti
le traiettorie del processo di Wiener non sono a variazione finita).

Il risultato seguente ¢ una conseguenza del teorema di Girsanov:
Teorema 2.1.2. [l supporto della misura di Wiener é tutto Cy(0,T) .

Dimostrazione. Osserviamo preliminarmente che un punto w appartiene al
supporto di P se ogni suo intorno ¢ non trascurabile: prendiamo dunque
un punto w che appartiene a questo supporto (almeno uno ne esiste), e
consideriamo un altro punto w in €.

Dato a > 0, esiste h* € C'M tale che si abbia ||h* — (w — w)|le < a/2 e
di conseguenza, passando agli intorni sferici, si ha

S(w,g) + h* C S(w,a)

S(w,a/2) non ¢ trascurabile e di conseguenza (per il teorema di Girsanov)
S(w,a/2)4+h* non e trascurabile: ne segue che S(w, a) € non trascurabile. [

La definizione formale di derivata secondo Malliavin verra data nel para-
grafo successivo: diamo qui una presentazione intuitiva. Ricordiamo che, se
X, Y sono due spazi di Banach e f: X — Y, f si dice derivabile secondo
Gateauz nel punto z se esiste A € L£(X,Y) tale che si abbia, per ogni h € X

lim f(x+th) — f(z) —t Ah _

t—0 t

0
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Invece f si dice derivabile secondo Fréchet (sempre nel punto x) se esiste

A € L(X,Y) tale che si abbia

o @+ H) = (@) = AR

-0
1h]—0 2|

La derivata div Malliavin € in un certo senso una derivata nel senso di Gateaux
pero non secondo tutte le direzioni, ma solo lungo le direzioni dello spazio di
Cameron-Martin.

Cominciamo con una definizione provvisoria: chiamiamo funzionale
un elemento F' € L?(f2), e diciamo che F' & derivabile secondo Malliavin se
esiste un elemento Z,(w) € L?(Q, L*(0,T)) = L*(Q2x[0,T)) tale che si abbia,
per ogni h € L*(0,T)

lim Z@ ) = Flw) / " 2w his) ds

e—0 £

Prendiamo k € L?*(0,T) e consideriamo 'integrale di Wiener W (k)(w) =
([} k(s)dW,)(w): poiché W (k)(w + eh*) = W(k)(w) + ¢ [, h(s)k(s)ds, si
verifica facilmente che la derivata secondo la definizione provvisoria sopra

scritta ¢ Zy(w) = W(k)(w).k(t) .

2.2 La derivata di Malliavin e le sue proprie-
ta.
Cominciamo con una definizione:

Definizione 2.2.1 (Funzioni lisce). Si chiamano funzioni lisce i funzionali
F: € — IR della forma

F = go(W(fM)a . .,W(hn))

dove hy, ..., h, sono elementi di L*(0,T) e p € C>*(IR") ¢ tale che tutte le
sue derivate sono a crescita al piu esponenziale.

Pitu precisamente, per ogni multiindice a esistono due costanti positive
C, e ¢, tali che si abbia ‘8ag0(x)‘ < C,exp (ca|x\) . Notiamo che, poiche la
legge di W (hy),...,W(h,) ¢ gaussiana n—dimensionale, le funzioni lisce ap-
partengono a L?(Q) (anzi appartengono a | LP(Q2)), inoltre le funzioni
lisce sono dense in L?(1).

p<+00

Infatti ad esempio gli esponenziali di Wiener e(h) = exp (W (h) — @) (e
le loro combinazioni lineari, chiamate i polinomi esponenziali) sono funzioni
lisce, ed e noto che gli esponenziali di Wiener formano un insieme totale in
L*(2) . Indichiamo con £ lo spazio delle funzioni lisce.
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Definizione 2.2.2 (Derivata di Malliavin). Definiamo 1'operatore
D: L C L*(Q) — L*(Q x [0,T]) nel modo seguente: se
F =p(W(h),...,W(hy,)) si pone

DF(w) = Z gz (W(ha), ..., W (hn)) (w).hi(t)

e,se h € L*(0,T), DyF = fOT D,F h(s)ds.

Proposizione 2.2.3 (Formula di integrazione per parti di Gaveaux—
Trauber). Siano F,G € L ed h € L*(0,T) : vale la formula

E|DyF .G] = B[ = FD,G + FG.W (k)]

Dimostrazione. Possiamo supporre che F' e G si scrivano a partire dalle
stesse funzioni hy,...,h,, che queste siano ortonormali in L*(0,T) e che
h = ¢ ah;. Poiché la legge di (W(hy),...,W(h,)) ¢ la legge v, , la
dimostrazione si riconduce a quanto si e gia visto in 1.2.2.

Infatti se F' = (W (hy),...,W(h,)) e G =(W(hi),...,W(hy)), si ha
E|DyF.G) = E[(Dag) (W (1), ... W) (W (ha), ..., W (ha)] =

= f]Rn<DaQO) Y dy,
Questo integrale ¢ eguale a [, [ — ¢(Da?) + @ ¥ x.a]dy,, ed ¢ facile

riconoscere che questo ¢ eguale a E[—F D,G+FG.W (h)] (notare che W (h) =
i W (hi)). O

Osservazione 2.2.4. La formula 2.2.3 € una conseguenza di queste due
formule:

Dy(FG) = (D F)G + FD,G , E[D,F| =E[F.W(h)]
Ricordiamo che un operatore lineare A : D(A) C X — Y & detto chiuso
se il suo grafico e chiuso, cioe se vale questa proprieta:
se x, € D(A), z, > x ey, =Ax, —y ,allorax € D(A) e Ax =y

Un operatore ¢ detto chiudibile se ammette un prolungamento chiuso,
e si puo verificare che un operatore e chiudibile se verifica questa proprieta:

se x, € D(A), z, > 0ey, =Ax, — y ,alloray =0

Quando A e chiudibile, chiameremo chiusura di A la minima estensione
chiusa, cioe 'operatore il cui grafico coincide con la chiusura del grafico di

A.
Una conseguenza della formula di integrazione per parti e il seguente
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Corollario 2.2.5. L’operatore D : L C L*(2) — L*(Q x [0,T]) ¢é chiudibile

Dimostrazione. Supponiamo che F, — 0 in L*(Q) e che DF, — Z in
L*(Q x [0,T]): dobbiamo provare che si ha, per ogni Y € L*(Q x [0,T])
JJoxpon Z(w,8)Y (w,s) dP(w) ds = 0, ed & sufficiente verificarlo se Y (w, 5) =
G(w)h(s) con G € L e h e L*0,T).

n—oo

/ /Q X[QT]Z(M,S)G(W)h(s) dsdP(w) = lim / / D,F,(w)h(s)G(w) ds dP(w) =

— lim B[(DyF,)G] = lim (—B[F, DyG] + B[R, GW(h)]) =0

n—oo n—oo

]

D’ora innanzi consideriamo la chiusura dell’operatore D (e continuiamo
a indicarla D) e ID"? il suo dominio: ID"? & la chiusura di £ rispetto alla

norma 1/2
</F2 dP+/dP/ (DSF)2ds>
Q Q [0,T]

Di conseguenza I € ID™? se esiste una successione (F,),> di elementi di £
tale che F,, — F in L?(Q) e (DF},),>1 ¢ di Cauchy in L*(2 x [0,T]): si ha
DF =lim,_,o DF, .

In modo analogo, D' ¢ la chiusura di £ rispetto alla norma

(\/Q|F|de+L(/[;)7T]<D3F)2d3)p/2dp)l/p

Si noti che questa € la norma in LP(Q2) di F e di DF visto, in funzione di
w, come elemento di L?(0,T).

Proposizione 2.2.6 (Regola della catena). Siano Fy,..., F, elementi di
ID'? ¢ sia ¢ € CY(IR™) con derivate prime limitate: o(F, ..., F,) € D" ¢
st ha

"9
Dyp(Fi,....F) =Y “2(F,...,F,).D,F,

Questa proprieta ¢ immediata se F7, ..., F), sono lisce e ¢ € C*°, e poi si
estende per continuita.

Proposizione 2.2.7. Sia (F,,)n,>1 una successione di elementi di D2 e sup-
poniamo che F, — F in L*(Q2) e che la successione (DF,),>1 sia limitata in
L2(Q x [0,T)) : allora F € D",
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Dimostrazione. Poiché ID"? ¢ uno spazio di Hilbert, una successione limitata
e debolmente relativamente compatta: esiste dunque una sottosuccessionee
(Fnk)k>1 convergente debolmente a G € ID'?: quindi (F, )k>1 converge a G
debolmente in L?(Q) e di conseguenza G' = F'. Si noti che (DF,,,) converge
a DF solo debolmente in L%(Q2 x [0,T]). O

Osservazione 2.2.8. Poiché L7 (Q,LQ(O,T )) si identifica con il duale di
L1(Q, L*(0,T)) se 1<p<+ooe1l/p+1/q =1, 'enunciato della Proposizione
2.2.7 rimane vero nello spazio D' per 1 < p < +00.

Teorema 2.2.9. Sia F' € IDY? | ¢ lipschitziana con costante di Lipschitz C :
allora go F € IDY? ed esiste Z con |Z(w)| < C q.c. tale che si abbia

Di(go F)(w) = Z(w).DF(w)

Dimostrazione. La tesi ¢ vera se g € C{(IR) con Z(w) = ¢'(F(w)): consi-
deriamo (mediante regolarizzazione) una successione (g,),>1 di funzioni di
classe C; convergente uniformemente a g e tali che |¢'(.)| < C'.

Innanzi tutto g, o I converge a g o I in L?(QQ) ; inoltre la successione
Di(gn o F) = (g, o F)D,F ¢ limitata in L?*(Q x [0,7]) e quindi per la
Proposizione 2.2.7 (g o F) € D2,

Inoltre, poiche la successione (g/, o F') ¢ uniformemente limitata dalla
costante C', ¢ relativamente compatta per la topologia o(L>, L!) e quindi
(modulo passaggio ad una sottosuccessione) esiste Z € L*> con |Z(w)| < C
q.c. tale che g/, o F' converga a Z per la topologia o(L>, L').

Di conseguenza ¢/, (F)D;F — ZD;F debolmente in L?*(2 x [0,7]) ma
siccome (sempre passando a una sottosuccessione) ¢, (F)DF — Dy(g o F)
debolmente, segue I'eguaglianza D;(g o F') = Z.D,F". O

Esercizio 2.2.10. Provare che il precedente Teorema 2.2.9 ¢ vero anche se
F € D" con 1<p< +oo (tenere conto dell’osservazione 2.2.8).

Esercizio 2.2.11. Sia F € ID"? e poniamo F,, = (F An) V (—n): provare
che F,, € D'? e che F,, — F in D'2.

Esercizio 2.2.12. [Una caratterizzazione della derivata di Malliavin)]
Provare che FF € ID'? e DF = Z se e solo se F € L*(Q) ed esiste Z €
L*(©2 x [0,T]) tali che, presa comunque G € L ed h € L*(0,T), valga la
formula

E|( /T Z,h(s)ds)G| =B| = FD,.G + FGW(h)|
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Suggerimento: definiamo, sui funzionali I’ che soddisfano 1'equazione sopra
scritta, l'operatore D : ' — Z. Questo operatore e chiudibile e coincide con
la derivata di Malliavin sulle funzioni lisce.

Prima di passare agli enunciati successivi, insistiamo sugli esponenziali
di Wiener €(h): come si ¢ ricordato, questi formano un insieme totale in
L?(€2), inoltre le loro combinazioni lineari formano un’algebra poiché si ha
e(h + k) = e(h)e(h).exp ((h|k)) (dove (h|k) indica il prodotto scalare in
L*(0,7)).

Le combinazioni lineari di esponenziali di Wiener sono chiamate polinom:
esponenziali: questi sono densi non solo in L?(2) ma anche in ID*? (e pit in
generale in ID'* qualunque sia 1 <p< +00).

Proposizione 2.2.13. Supponiamo che F € ID'? e che sia F,—misurabile:
allora D,F ¢ Fi-misurabile e DgF =0 per s > t.

Dimostrazione. Consideriamo h € L*(0,T): ¢ immediato constatare che (h)
¢ Fi—misurabile se h ¢ nulla fuori dell’intervallo [0,¢] ed ¢ indipendente da
Fi se h & nulla sull’intervallo [0,¢] (infatti queste proprieta sono evidenti se
h ¢ costante a tratti e poi si estendono a tutto L?(0,7') ). Come conseguenza
e(h) & Fi-misurabile se e solo se h(s) = h(s).Ijgy(s) (cioe h e nulla fuori
dell'intervallo [0, t]).

Presa h € L*(0,7), poniamo h = hy + hy dove hi(s) = h(s).Ijpy(s) e
hy = h—hy: si ha E[e(h)|F] = E[e(hi)e(hs)|F;] = e(h1)Ele(hs)] = e(hy) .

Di conseguenza

Dse(hy) = €(hy1).hi(s) = {OE[Dse(h)’}_t} S i: <t

Piu in generale, se F' & un polinomio esponenziale, F* = E[F|F;] lo & ancora
e si ha
D.F* — E[D,F|F] 0<s<t
0 s>

Consideriamo ora F' € ID*? che sia F;-misurabile, e sia (F,)n>1 una succes-
sione di polinomi esponenziali tale che F,, — F in L?(Q) e DF,, — DF in
L*(Q2 x [0,T]): poniamo F = E[F,|F].

La successione (F*),>; converge ad F' in L?(2) (poiche la speranza con-
dizionale & una contrazione in L?(€2)), inoltre

< s <
DF = E[D,F,|F 0<s<t
0 s>t

¢ di Cauchy in L?(Q x [0,T]) e pertanto converge a DF' . O
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2.3 La divergenza o integrale di Skorohod.

Nel paragrafo precedente ¢ stato definito I'operatore D : ID"? C L?(Q) —
L*(©2x[0,T]): poiche il dominio di D & denso, ¢ definito 'operatore aggiunto
D*:D(D*) C L*(Q x [0,T]) — L*(9).

Quindi Z € L*(Q2 x [0,T]) appartiene al dominio di D* se I'applicazione
F — E[fOTD F Z,ds] (definita su ID"?) & tale che si abbia

‘]E[fo D,F Z,ds]| < C. ||F||L2 , € in tal caso D*Z & 'unico elemento di
L*(Q) tale che, VF € ID'?

(DF, Z)r20x01)) / D,F Z,ds| = E[F D*(Z)] =(F, D*(2)) 120

Analoga e la definizione di D* su LP (Q, L?(0, T)) ; € immediato verificare
che D* & un operatore chiuso. L’operatore D* e chiamato divergenza e
indicato anche ¢ .

Usiamo la notazione M? per indicare lo spazio di Hilbert dei processi pro-
gressivamente misurabili Hg tali che E[ fOT H? ds] < 400 piu precisamente
M2 = L*(Qx[0,T],P,P®dt), dove P & la o-algebra progressiva (cio
quella generata dai processi progressivamente misurabili), e di conseguenza
M? & un sottospazio chiuso di L*(Q x [0,T]).

Teorema 2.3.1 (Divergenza e integrale di Ito). Supponiamo che H €
M2 allora H appartiene al dominio di D* e si ha D*(H) = fOT H,dW,.

Dimostrazione. Bisogna provare che, data F' € ID"? | vale 'eguaglianza

T T
E[/ D,F H,ds] :E[F./ H,dW,]
0 0

ed ¢ sufficiente verificare questa formula se F' = e(h) ¢ un esponenziale di
Wiener (perché le loro combinazioni lineari sono dense in ID'?).
L’eguaglianza

E[e(h)/o h(s)H,ds] :E[s(h)/o H, dW;]
equivale a .
E[e(h) /0 HL (AW, — h(s)ds)] =0

Per il teorema di Glrsanov sotto la probabilita P* che ha densita e(h)
rispetto a P, W} = fo s)ds ¢ un processo di Wiener e quindi 1'ul-
tima eguaglianza ¢ Verlﬁcata se fox[O 1 H?dsdP* < 400, e poi si estende

ovviamente ai processi H € M?. ]
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Per la divergenza di Z (se e definita) vengono usate indifferentemente le
notazioni D*(Z), §(Z) ed anche fOT Zs oW

Inoltre la divergenza e anche chiamata integrale di Skorohod: in verita
Skorohod ha definito il suo integrale come estensione dell’integrale di Ito ai
processi non adattati e piu tardi ci si € accorti che questo coincideva con
I'operatore aggiunto della derivata di Malliavin.

E bene pero ribadire che I'integrale di Skorohod non é un vero integrale
(cioé non e “limite delle somme di Riemann”) come appare evidente dal
risultato seguente.

Teorema 2.3.2. Siano dati F € DY, Z appartenente al dominio di § e
supponiamo che si abbia

E[F2</OTZS<5WS>2+ (/OTDSFZSdsﬂ < 4oo

allora (FZs) appartiene al dominio di 6 e si ha

T T T
/ (FZ)6W, = F / Zy 6W, — / D,F Z,ds
0 0 0

In particolare, se H & progressivamente misurabile, la formula sopra
scritta diventa

T T T
/ (FH,)6W, = F / H, dW, — / D,F Hyds
0 0 0

Dimostrazione. Ci limitiamo a provare la formula supponendo che F' sia li-
scia, ed e poi evidente 'estensione al caso in cui F' verifica le condizioni sopra
scritte. Presa G liscia, si ha

(DG, FZy)r20xp01)) = (F DG, Zs) 12(0xj0,1]) =

- <D(FG)—G DF, ZS>L2(Q><[O,T]) - <FG, 5(Z>>L2(Q)—<DF, GZ>L2(Q><[O,T]) =

T T
:E[G(F/O ZS(SWS—/O DSFZSds>]

e questo completa la dimostrazione. [

Ricordiamo che un operatore U ¢ detto locale se gode di questa proprieta:
se F' =0 q.o. sull’'insieme misurabile A, allora U(F') =0 q.0. su A.

Proposizione 2.3.3. L’operatore D : D' — LP ¢ locale.
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Dimostrazione. Ci si puo ricondurre al caso p = 2. Prendiamo una funzione
continua pari ¢ a valori positivi, con ¢(0) = 1 e ¢(x) = 0 per |z| > 1;
poniamo poi per € > 0, () = p(£) e sia infine ®.(z) = [*__p(t)dt.

Presa F' € D, D,®.(F) = ¢.(F) D,F e dunque, se Z appartiene al
dominio di ¢, si ha

E[p.(F) /0 D.F Z,ds] = EJ /O D.(.(F))Z, ds] = E[8.(F)§(2)]

e quindi

[Efe.(F) /OT D,F Z,ds]

<cCE[|5(2)]]

e, al limite per ¢ — 0, E[[{F:O} fOT D,F Z, ds] =0.

Considerando ora Z della forma Z(w,t) = G(w)h(t) con G € L ed h €
L?(0,T), non ¢ difficile concludere che, sull’insieme {F =0}, DF (w) (visto
come elemento di L*(0,7)) ¢ nullo q.c. O

Il risultato 2.3.3 consente di dare senza ambiguita la seguente

Definizione 2.3.4 (Funzionali localmente derivabili). Si dice che F' €
]Dz£ se esiste una successione crescente di insiemi misurabili €2; C € ...

(con U, 2, = Q) e, per ogni n, un elemento F, € D'? tale che si abbia
F = F, q.c. sull'insieme €2,: DF e definita secondo la regola DF = DF,
q.c. sull’insieme €2, .

2.4 La formula di Clark—Ocone—Karatzas.

Sappiamo che un elemento F € L?*(Q) si pud rappresentare come integrale
di Ito F' = E[F] + fOT H,dW, con un opportuno H € M?. La formula che
segue permette di dare una rappresentazione esplicita del processo H, nel
caso in cui F' sia derivabile (secondo Malliavin).

Teorema 2.4.1 (Formula di Clark—Ocone-Karatzas). Sia F' € ID'?:

allora si ha F = E[F]|+ fOT H,dWy dove H ¢ la proiezione ortogonale di DI
sul sottospazio chiuso L? (Q x [0, T],P,P® dt) . In particolare, per quasi
ogni s, si ha Hy = E[D,F|Fy] q.c.

Ricordiamo che per L? (Q x[0,T],P,P® dt) abbiamo anche usato piu
brevemente la notazione M?2 .



24. LA FORMULA DI CLARK-OCONE-KARATZAS. 33

Dimostrazione. La prima parte e facile: innanzi tutto possiamo supporre
E[F] =0, e consideriamo poi K, € M?.
Da una parte, poiché F' = fOT H,dW,, si ha
T T

E[F.( | K,dW,)]=E[ | HK,ds]

dall’altra, poiche (fOT K,dW,) = §(K), si ha

E[F.(/OTstWS)} :E[/OTDSFKSdS}

L’eguaglianza E[fOT H,K, ds} = E[fOT D,F K, ds] permette di concludere
che H & appunto la proiezione ortogonale di DF su M?2.

Consideriamo ora Z € L2(2 x [0,T]), sia Z la sua proiezione ortogonale
su M? e proviamo che, per quasi ogni ¢, si ha Z; = E[Z;|F] q.c.

Cominciamo a supporre che Z sia della forma Z(w,t) = M(w) fu(t),
sia M, la martingala M, = E[M|F,] e proviamo che Z(w,t) = My(w) Ly (t)
coincide con la proiezione ortogonale su M?: infatti, preso K, € M?, si ha

E[/OTZSKSds} :/UUE[MKS]ds:/UUE[MSKS}ds:E[/OTZsKSds]

La stessa proprieta vale per una combinazione lineare finita di funzioni di
quella forma, e queste combinazioni lineari sono dense in L*(Q2 x [0,77).

Prendiamo ora Z € L2(€2x[0,T]) ed una successione (Z"),>; di v.a. della
forma sopra specificata convergente a Z in L*(Q x [0,T]) e siano Z" e Z le
relative proiezioni ortogonali su M? : anche Z" converge a Z in L*(2x[0,T7) .

Dalla relazione lim,,_, ., fOT E[(Zt" — Zt)z} dt = 0 segue che, passando ad
una sottosuccessione e per tutti i ¢ eccetto quelli di un insieme trascurabile,
(Zr — Z;) — 0 in L*(Q) ; allo stesso modo (Z" — Z;) — 0 in L3(2).

Per ogni n e t si ha Z" = E[Z"'|F] e questa eguaglianza passa al limite
(ricordare che la speranza condizionale rispetto a JF; € la proiezione ortogonale
su L*(Q, F, P) ). O

Osservazione 2.4.2. Come si e visto, la formula di Clark-Ocone-Karatzas &
una facile conse§uenza del f@tto che, se H e progressivamente misurabile, si ha
fOT H, oW, = fo H,dW, . E facile vedere che le due proprieta sono di fatto
equivalenti, piu precisamente dalla formula 2.4.1 segue che la divergenza,
ristretta ad M? | coincide con l'integrale di Ito.
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Presi infatti F € D" e H € M? si ha
T T T

E[F.(/ HydW,)] :E[/ E[D,F|F,|H,ds] :E[/ D,F H,ds]
0 0

e da questo segue che d(H fo H,dWs.

Osservazione 2.4.3. Il risultato del Teorema 2.4.1 puo essere esteso a F' €
D (anzi per essere precisi € proprio questo il contributo di Karatzas alla for-
mula): l'idea ¢ sostanzialmente la stessa ma la dimostrazione ¢ tecnicamente
molto piu complicata.

Esempio 2.4.4. Proviamo a scrivere |Wr| con l'ausilio della formula 2.4.1.

Sappiamo che Wy & eguale in legge a /7. X (dove X ~ N(0,1)), e quindi

E[|[Wr|] = \/\/2? Sia ora g, una successione di funzioni di classe C', con
lg..(z)| < 1etali che g,(x) = |z| se |x| > 1/n, e consideriamo F,, = gn(WT) :
~1 Wi(w) < =1
Siha DF,(w) = se Wilw) o

1 se Wy(w) > =

Quindi, al limite (poiché I'insieme {WT = O} ¢ trascurabile), D|Wr| =

Hwr>oy — Liwr<o) -
Ricordiamo che, se X e E-misurabile ed Y indipendente da £, e g bore-
liana, si ha E[g(X,Y)|&] = G(X) essendo G(z) = E[g(z,Y)] .

Si ottiene E[Iw,=01| F] = E[Lwiswr—wi) >0}|ft} = g1(W,), dove

W —W, - —x
=1-9(———

VTt VT } ( T—t)

e /24t . Allo stesso modo si ottiene E [I{WT<0} |ft] =

gi(x) = P{at+(Wp—W,) > 0} = P{

essendo (z

m/

g2(Wy) essendo go(x P{:z: + (Wr —=Wy) < 0} @(\/%) )

\/ 2T
In conclusione si ottiene |Wp| = — + / H,dW, dove
W
H=1-20 .

Una conseguenza importante della formula 2.4.1 ¢ il risultato seguente

Teorema 2.4.5 (Diseguaglianze tipo “Sobolev-logaritmiche”). Sia
F € D' : sono soddisfatte le sequenti disequaglianze

E[F?] <E[F]” + E[/T(DSF)Q ds]
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E[F?log(F?)| < E[F?]log (E[F?]) + 2E][ /0 (DsF)*ds]

Dimostrazione. Partendo dalla formula F' = E[F] + fo [DF|Fs|dWs, s
ottiene

B[P = BIFP4B| | (BID.FIA) s = BIFP+ [ B[(BID.FIF))as <

< E[F? + /TE[(DSF)Q]ds = E[F)? + E[/T(DSF)Z ds]

Consideriamo ora G € D con G > £ > 0; sia M, = E[G|F] e ricordiamo
che si ha dM; = E[D,G | F;] dW, . Applichiamo la formula di Ito con f(z) =
zlogz ,(f'(x) =logz+ 1, f"(x) =1/x): si ottiene

E[G log G| = E[G] log(E[G])—i—%E[/o [ !

2
A |

Questa formula si estende a G > 0: applichiamola allora a F?. Ricordando
che si ha D;(F?) = 2F D,F , si ha di conseguenza

2
E[D(F)|F)* = 4(E[F D,F|F]) < 4E[F?|F] B[(DF)?|F]
Alla fine si ottiene

E[F?log(F?)] < E[F?]log (E[F?]) + 2E[ /O E[(D,F)*|F,] ds| =

= E[F?]log (E[F?]) + 2E] /0 (DsF)* ds]

O

2.5 L’operatore di Malliavin ed il semigruppo
di Ornstein-Uhlenbeck.

Esattamente come nel caso degli spazi Gaussiani finito-dimensionali, si chia-
ma operatore di Malliavin 'operatore L = §D (il suo dominio ¢ D(L) =
{F e D" | DF € D(6)} ). Proviamo ora una versione infinito-dimensionale
della formula “DD* = D*D + I” provata in L?(v,).

Lemma 2.5.1. Siano h, k € L?(0,T) e sia Z(w,t) = e(h)(w).k(t): ¢
soddisfatta la formula Dyd(Z) = Zy + 6(DiZ) .
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Dimostrazione. Ricordando il risultato 2.3.2, si ha 0(Z) = e(h) W(k) —
e(h).(h|k) (dove (h|k) & il prodotto scalare in L?(0,T)) e di conseguenza
D6(Z) = e(h) h(t) W (k) + e(h) k(t) — e(h) h(t)(hlk) .

D’altra parte si ha D;Z; = e(h) h(t) k(s) , e quindi
6(DiZ) = e(h)h(t)W (k) — e(h) h(t) (hlk)
e questo completa la dimostrazione. O

Naturalmente la formula 2.5.1 € vera se Z; € una combinazione lineare
finita di funzioni di quella forma.

Lemma 2.5.2 (Identita dell’energia di Nualart-Pardoux-Shigekawa).
Siano Z ed R combinazioni lineart finite di v.a. della forma considerata nel
Lemma 2.5.1: ¢ soddisfatta la formula

E[(/OT285WS)</OTR55WS>} -

T
:E[/ ZSdeer// D, 7. Dthdsdt]
0 [O,T}X[O,T}

Dimostrazione.
(6(Z), 0(R))r2(2) = (Z, D6(R)) 22 jo,1)) =

=(Z, R)r2qaxjo) + (Z., 0(D.R))r20x[0,1)) =
=(Z, R)r2qaxjo.r)) + (DZ., D.R)20x(0,1))

Si ha in particolare
T T T 9 T
E[5(2)" gE[/ 22 ds] +E[/ ds/ (D.2,)’ di] :/ 12,1202 ds
0 0 0 0

Poiche le v.a. considerate nel Lemmi 2.5.1 e 2.5.2 sono dense in L?(2 x
[0,T7), si arriva pertanto al seguente risultato

Teorema 2.5.3. Supponiamo che, per ognit, Z, € IDY? | che esista una ver-
sione di Dy Zy(w) misurabile su Qx[0, T]x[0,T] e che si abbia [ || Z,]|%:2 ds <
400 : allora 6(Z) € D"? ¢ si ha

Dt</0TZS(5WS> :Zt+/OTDt255WS
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In particolare, se H; oltre a soddisfare le ipotesi del Teorema 2.5.3 &
progressivamente misurabile, si ha

T T
Dt(/ H,dW, ) = Ht+/ D, H, dW,
0 t
Il risultato seguente mostra che l'operatore di Malliavin L si comporta

come un operatore differenziale.

Proposizione 2.5.4. Siano (Fy,...,F,) appartenenti al dominio di L e a
DY | sia ¢ di classe C* con derivate limitate: allora si ha

"2 0 NP
L(¢() = 3 5 VL) + 37 57 (F) (DRIDE) )
i=1 ig=1 "

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ una conseguenza della regola della catena
per 'operatore D e del Teorema 2.3.2: si ha infatti

= %2 BV L(F) — O¢ (F) ' D.F, D.F, ds

sty sl
8% i 8@895] 0

Introduciamo ora il semigruppo di Ornstein-Uhlenbeck sullo spazio
di Wiener. Ricordiamo che il semigruppo di O.U. su L2(7,) (indicato T,™)

¢ definito dalla formula (Tt(n)f) (%) = [ fleTx+ VI —e2y)y,(dy).

Il semigruppo di O.U. su L?(Q) ¢ definito in maniera analoga: ¢ possibile
introdurre un processo di Ornstein-Uhlenbeck a valori in uno spazio infinito-
dimensionale, del quale il semigruppo di O.U. & appunto il semigruppo di
transizione. Ci limitiamo a definire il solo semigruppo: ribadiamo che in
questo capitolo 2 = Cy(0,7") e che P ¢ la misura di Wiener su Q.

Definizione 2.5.5. Data F' € L'(2), definiamo
(T1F) (w) = / FeT'w+ vV1—e2uw) P(dw)
Q

Il legame tra i semigruppi di O.U. sugli spazi gaussiani a dimensione finita
e sullo spazio di Wiener e chiarito dal risultato seguente:
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Proposizione 2.5.6. Sia F' una funzione liscia della forma
F = o(W(h),...,W(hy)), dove hi,..., h, sono ortonormali in L*(0,T):
vale la formula

(TF) (W) = (T"¢) o (W(h)(w), ..., W(hy)(w))

La dimostrazione di questa affermazione ¢ un semplice esercizio, se si
tiene conto del fatto che la legge di (W (h1),..., W (hy,)) & 7, e che, per ogni
h € L*(0,T), vale q.c. 'eguaglianza

W(h)(e 'w+ V1—e2uW) =e"W(h)(w) + V1 —e 22 W(h)(w)

Valgono per il semigruppo di O.U. sullo spazio di Wiener proprieta analoghe
a quelle provate in 1.5.7 per il semigruppo di O.U su L?(7,):

Proposizione 2.5.7. Sono soddisfatte le sequenti proprieta:
a) (Ty)i>0 € un semigruppo di contrazioni su LP(2) per 1 < p < 400,
b) Tye simmetrico su L*(7,),
c)se FeLP(Q), 1<p<+o0, sihalim_,T;F =F inLP.

Ne segue in particolare che (7});>0 € un semigruppo fortemente continuo in
ogni LP(§2) per 1 < p <+o0. Osserviamo subito che non é naturale conside-
rare il semigruppo (7}):>o su uno spazio di funzioni continue su Q = Cy(0,7)
perche le stesse v.a. W(h)(w) = (fOT h(s)dW,)(w) non sono funzioni con-
tinue nella variabile w (a meno che la funzione h non sia a variazione finita):
la prova di questa affermazione non e affatto elementare.

Per quanto riguarda la dimostrazione della Proposizione 2.5.7 (che a
questo punto ¢ facile) si puod procedere in due modi: si puo utilizzare la
Proposizione 2.5.6 e le analoghe proprieta nel caso finito-dimensionale (vedi
1.5.7) tenendo conto del fatto che le variabili considerate in 2.5.6 sono dense
in LP(Q) per 1 < p <+c0.

Altrimenti si puo ripetere passo passo proprio la Proposizione 1.5.7, tenen-
do conto del fatto che se W e W’ sono due processi di Wiener indipendenti,
anche e "W + /1 — e=22 W' (cioe, per ogni s, (e7'Ws + V1 —e2W!) ) &
un processo di Wiener.

Il risultato che segue prova che, anche nel caso dello spazio di Wiener,
il generatore infinitesimale A del semigruppo di O.U. coincide (a meno del
segno) con 'operatore di Malliavin L .

Teorema 2.5.8. Sia F' = gp(W(hl), . W(hn)) , con hy, ..., h, ortonormali
in L*(0,T) e ¢ di classe C* con derivate prime e seconde limitate: allora F
appartiene al dominio di A e si ha AF = —LF.
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Dimostrazione. Partiamo dall’eguaglianza

T,F—F (Tt(")w—w
t a t

(n), ,
Abbiamo visto (vedi 1.5.7) che (#) converge uniformemente a

) o (W), W(hy))

0? 0
( a—f — Z x; L ) : tenendo conto della Proposizione 2.5.4, del fatto che

afﬂi
si ha L(W(h)) = W(h) e (DW(hi)’DW(hj))LQ(O ™= dij, la conclusione ¢
immediata. O
La possibilita di estendere 'eguaglianza AFF = —LF a una classe piu

ampia di funzionali sara chiara nel paragrafo successivo: il particolare lo
sviluppo in caos di Wiener consente una caratterizzazione precisa del dominio
dell’operatore L.

2.6 Il punto di vista “sviluppo in caos di Wie-
ner”.

Il punto di vista “sviluppo in caos di Wiener” rappresenta la controparte,
nel caso dello spazio di Wiener, di quello che era stato lo sviluppo secondo i
polinomi di Hermite nel caso dello spazio Gaussiano finito-dimensionale: non
e essenziale per provare alcun risultato, tuttavia e utile per chiarire alcuni
punti.

Se indichiamo con S,, = {(tl, coytn) ‘ O<ti<ty...t, < T} il simplesso
n-dimensionale, presa f € L*(S,) definiamo

T tn t2
Jn(f) - /0 thn /0 thn—l e \/0\ f(tl, N ,tn) thl

(notare che Jy(h) = W(h)). E facile verificare che si ha E[J.(f)?] =
”fH%2(sn) , € pill in generale

E[J,(f) Jnlg)] = {éf e

Se indichiamo C,, = J, (LQ(SR)) , € chiaro che Cy, Cy, ... € una successione di
sottospazi chiusi di L?(2) ortogonali tra loro (Cy sono le costanti), che sono
chiamati rispettivamente il primo, il secondo ... caos di Wiener.
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Teorema 2.6.1 (Sviluppo in caos di Wiener). Si ha la decomposizione
come somma diretta

L) =CdCiDC D ---

o, equivalentemente, ogni F' € L*() si puo scrivere nella forma

+oo Foo
F = Z In(fn) con HFH2L2(Q) - Z Hf”HZLZ(Sn)
n=0 n=0

Dimostrazione. Poiche i diversi caos di Wiener sono sottospazi ortogonali, si
ha
L) =CaCd--aV

(dove V & il sottospazio ortogonale a tuttiiC,, ) e si tratta di provare che V' =
{0} . Per fare questo proveremo che gli esponenziali di Wiener appartengono
aCo®Cy® - e poiche le loro combinazioni lineari sono dense in L*(),
questo permette di concludere.

Dato e(h), proviamo preliminarmente che la sua proiezione ortogonale su
Cn & h®™ (cioe h®™(ty,. .., t,) = h(t1) - - h(t,)).

Infatti, se Y; = E[e(h)|F], si ha dY; = h(t)Y: dW; e quindi, ad esempio

B[ o)aw) ([ nev.aw)] = [ o ds = (i),

che prova che la proiezione ortogonale su C; € Ji(h); le proiezioni sugli altri
caos di Wiener si provano allo stesso modo. Vale questa eguaglianza di norme

5 h 2n +oo 1
Ele(h)?] = e/l Z IR ” Zm/-- W2(ty) - h2(t,) dty .. dt, =
n=0

[0, 77"

+0o0
—Z//*a Dty = 5 1

e questo mostra 'affermazione voluta. O
Se f & una funzione simmetrica definita su [0, T']" (cioe e tale che f(ty,...,t,) =
f(ts), - tom)) dove o & una permutazione sull’insieme {1,...,n} ) si ha

[0, 7)™ Sn

Sia allora L2([O,T]”) il sottospazio di L*([0,T]") formato dalle funzioni
simmetriche. L’eguaglianza sopra scritta suggerisce la seguente
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Definizione 2.6.2. Presa g € EQ([O, T]") , definiamo

:// g(tl,..., )thl th =nl / / tl,..., thl thn
[0,T]™ n

Si ha

E[I.(9)*] = (n!) // ) dt .. dt—n‘// D dty ... dt,
[0, 7]

Quindi ogni F € L*() si puo scrivere nella forma
—+00 N +00 )
= Z]n(fn) con HFHL2(Q) = Z”! Hg””Z?([O,T}")
n=0 n=0

Osserviamo che si ha J,(f,) = [n(f—:z) (dove f, & prolungata per simme-
n!
tria da S, a [0,7]™): ad esempio €(h) = ZI”(
Consideriamo ora L*(Q x [0,T]) = L*([0,7]; L*(2)): una immediata
conseguenza del Teorema 2.6.1 e il seguente risultato.

Proposizione 2.6.3. Ogni Z € L*(2 x [0,T]) si puo scrivere nella forma

Zy =Y L(ful....1))

con f, : [0, T)"" — R simmetrica nelle prime n variabili e tale che

“+o0o
HZH;(QX[O,T}) - Zn! Hf””i?([o,ﬂ"“) < oo
n=0

Osservazione 2.6.4. E facile verificare che Z, ¢ adattato se e solo se, per
ogni n, fu(ty,...,tn,t) =0set <max(ty,..., t,).

La definizione originale di integrale di Skorohod ¢ stata formulata nel
modo seguente:

Definizione 2.6.5. Presa Z € L?(Q) x [0, T]) rappresentata nella forma della
Proposizione 2.6.3, Z appartiene al dominio dell’operatore ¢ se si ha

—+00

Z(” +1)! ||f”Hi,2([O,T}”+1) < Foo
n=0
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(dove f, ¢ la simmetrizzata di f, su [0, T]"*), e si definisce

52) =3 Lu(f)

Proveremo piu avanti che 'operatore cosi definito e effettivamente 1'inte-
grale di Skorohod. Notiamo che, poiche f,(...) & simmetrica nelle prime n
variabili, si ha

fn(t,tg,...,tl)—|—fn(t1,t,t3,...,t2)—|—...
n+1

Falti, . ta,t) =

e quindi ||anL2([0,T}”+1) < anHLZ‘([o,T]nH)'
Proposizione 2.6.6. Se Z; ¢ adattato, ['operatore § coincide con ["integrale
di Wiener: si ha piu precisamente

. T
3(Z) = / Z, dW,
0

Dimostrazione. Basta limitarsi a Z; = I, (fn(,t)) con fp(ty,... ty,t) =0
se t < max(ty,...,t,).
fn(tl, eyt t)

Sull’insieme S,, ;1 si ha ﬁ(tl, . 1
n

e di conseguenza

Lia(fo) = (n 4 1)! / /an Full ) AW, .. AW, =

_p) / - fn(..)thl...thnth:/OTth[In(fn(..,t))} :/OTthWt
O

Definiamo ora un operatore D : L2(Q) — L2(Q2x [0, T]) che agisce sul caos
n-mo C,, secondo la regola D; [In (fn(tl, s bn_1, t))} =nl,_; (fn(tl, costnt, t))

Definizione 2.6.7. Data ' = ::i% I,(f.), F appartiene al dominio di D
se vale la diseguaglianza

Znn!”f”Hi?([O,T}”) < F00
n>0

e in tal caso si pone (DF); = S n Ly (fulnt)) -
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Proposizione 2.6.8. L operatore Sel ‘operatore aggiunto di D.
Dimostrazione. Basta provare che se f € 22([0, T)"1), g € L2([0, T]™™) ed

e simmetrica nelle prime n variabili, si ha

<b-]n+1(f) ) In(g(-wt)»L?(QX[O,T]) = (Ins1(f), gln(g»LQ(Q)

Il primo termine ¢

(n—i—l)([n(f(.,t)) I, (9( t))>L2(Qx[0T]) = (n+1) n'/ /[OT]n+1 ) dty..de, dt

ed il secondo termine ¢

(n+1 // ) dty..dt, dt
0T]”+1

e l'eguaglianza tra questi due termini ¢ dovuta al fatto che f e simmetrica
nelle (n + 1) variabili. O

Proviamo ora che D coincide con la derivata di Malliavin, e di conseguen-
za § coincide con la divergenza o integrale di Skorohod.

Teorema 2.6.9. L’operatore D coincide con la derivata di Malliavin.
Dimostrazione. Basta provare che, presa h € L*(0,T), si ha
Die(h)(w) = e(h)(w).h(t).

Partendo dalla rappresentazione e(h) = Z In(—'), si ottiene
n!

. h®(n 1)
Die(h Z I,_ 1 1) ) h(t), e questo ¢ proprio il risultato voluto. [

Osservazmne 2.6.10. Si puo notare come le condizioni per 'esistenza di
0 e di D espresse nelle definizioni 2.6.5 e 2.6.7 siano quasi la trasposizione
nello spazio di Wiener delle condizioni espresse nello spazio gaussiano finito-
dimensionale dalla Proposizione 1.3.3. Questo parallelo ¢ ancora piu evidente
se si considera 'operatore di Malliavin L .

Teorema 2.6.11 (Caratterizzazione dell’operatore di Malliavin se-
condo lo sviluppo in caos di Wiener). Data F = > = I,(f,), F
appartiene al dominio di L se vale la disequaglianza

Z n’ n!Hf"H;([O,T]") < +oo

n>0

e in tal caso si ha LF =Y "2 n.1,(f,) .
Di consequenza gli autovalori dell’operatore L sono tutti gli interi positivi
0,1, ... ed i corrispondenti autospazi sono Cy, Cq, Co . ..
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Dimostrazione. La dimostrazione ¢ immediata: ¢ infatti sufficiente provare
che, se f € L*([0,T]") si ha L(I,(f)) = d DI,(f) = n.L,(f) e questo & un

semplice esercizio. O
Cosi come e stata definita la derivata Dy, si possono definire le derivate
iterate Dy Dy F (e si ha Dy Dy F'= D, Dy F).

Proposizione 2.6.12 (Formula di Stroock-Taylor). Sia F' € ID*?: si
ha F =Y "21,(f.) dove

fulty, ... ty) :E[+

Lasciamo per esercizio la dimostrazione, che puo essere fatta in due modi:

e una verifica diretta sugli esponenziali di Wiener

e un calcolo diretto su I,(f,) (con f, € ZZ([O,T]").

Finora abbiamo visto delle analogie tra sviluppo in polinomi di Hermite
e sviluppo in caos di Wiener: vediamo adesso che in realta il legame e molto
piu stretto. Ricordiamo che Hy, Hs, ... sono i polinomi di Hermite su IR che
sono stati definiti nel Capitolo 1.

Proposizione 2.6.13. Presa h € L*(0,T), vale l’equaglianza

h
L, (k&™) = |n))" Hy (W (-
(h®") ( (“h“))
(dove con ||h|| si intende la norma di ||h|| in L*(0,T) ).

Dimostrazione. Partiamo dall’eguaglianza, stabilita in 1.3.2,

2, =t
exp (tz — 5) = Z ] H,(z): consideriamo ora h € L*(0,T) con ||h|| =1e
n=0

applichiamo 'eguaglianza sopra scritta a Ah, A € IR. Si ottiene

e(A\h) = exp (AW (h) — %) =y % H,(W(h))

n=0

Viceversa, partendo dallo sviluppo di (A h) in caos di Wiener, si ha

ZI</\h®n>—+§;\ﬂI(h®n)

n=0

Poiche queste due serie di potenze (in A) coincidono, si ha quasi ovunque
H, (W(h)) =1, (h®”) Applicando il risultato precedente a si ottiene il

TRl hll
risultato voluto.
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Osservazione 2.6.14. Poiche le combinazioni lineari della forma >/ | ¢;.hZ™

sono dense in Zz([O, T|™), leguaglianza sopra scritta permette di definire
gli integrali stocastici iterati I,,(.) senza utilizzare l'integrale di Ito.

Non e difficile provare che, dato uno spazio di Hilbert separabile H , si
puo costruire una isometria h — W (h) da H su un sottospazio di un op-
portuno L?*(Q2, F,P) in modo tale che W (h) sia una v.a. gaussiana di legge
N(0,]|2||*). In base all’eguaglianza stabilita nella Proposizione 2.6.13 & pos-
sibile pertanto introdurre in un quadro generale gli integrali iterati I,(.) , gli
operatori di deriwazione e divergenza e sostanzialmente ricostruire tutta la
teoria svolta in questo capitolo in un quadro astratto. Personalmente sono
piuttosto scettico sul valore di queste generalizzazioni, a meno che non ci sia
un valido motivo per farle.

Concludiamo con un risultato di rappresentazione spettrale del semigrup-
po di O.U. sullo spazio di Wiener. Ricordiamo che (vedi 1.5.9) se T}™ & il
semigruppo di O.U. sullo spazio L?*(7,), si ha la rappresentazione Tt(n) =
ZZ:S e*kth(n), dove P,gn) e la proiezione ortogonale sull’autospazio rela-
tivo all’autovalore k (cioe lo spazio generato dai polinomi di Hermite n-
dimensionali H(.) con || = k).

Teorema 2.6.15. Sia (T})i>0 il semigruppo di Ornstein-Uhlenbeck sullo
spazio di Wiener, e siano Py, Py,... le proiezioni ortogonali sui caos di
Wiener Cy, Cq,.. : si ha la rappresentazione

“+oo
T = E e M P,
k=0

Dimostrazione. B sufficiente provare l'eguaglianza sopra scritta sulle v.a.
della forma e(Ah) con ||h|| = 1: abbiamo visto (vedi 2.6.13) che si ha
+oo
o\ ) AF
e(Ah) = o Hy,(W(h)), e di conseguenza Py(e(Ah)) = HHk (W(h)) .
k=0

Sia f la funzione f(z) = exp ()\m — ’\72) , in modo che vale I'eguaglianza

e(Ah) = f(W(h)) : ricordiamo inoltre che si ha (vedi Proposizione 2.5.6)

T(f(W (W) = (T F) o (W(h)
Abbiamo visto in 1.5.9 che vale I'eguaglianza

)\26_2t

5)

(Tt(l)f)(a:) =exp (e Az —
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e di conseguenza si ottiene finalmente

+o00o )\k

T(em) =T 3 T H (W () ) =

k=0

=Y e H (W) = Y e P (e(A)

e questo completa la dimostrazione. O



Capitolo 3

Derivabilita nel senso di
Malliavin di soluzioni di
equazioni differenziali
stocastiche.

3.1 Equazioni differenziali stocastiche.

Ci limitiamo per semplicita al caso a una dimensione, ma tutti i risultati
esposti si estendono senza grosse difficolta al caso vettoriale. Sia dato dunque

un processo di Wiener (W;)o<i<r rispetto ad una filtrazione (Ft) 0<r<T (non
necessariamente la filtrazione generata da processo di Wiener).
Consideriamo una equazione differenziale stocastica della forma
dXt = CL(t, Xt) dt + b(t, Xt) th (3 1 1)
X() - V o

la cui soluzione e un processo di Ito X tale che si abbia
X =V + [T a(s, Xs)ds + [ b(s, X,) AW .

Il primo risultato di esistenza ed unicita che viene ora € una estensione
abbastanza semplice del teorema di Cauchy di esistenza ed unicita di una
equazione differenziale ordinaria.

Teorema 3.1.1. Supponiamo che le due funzioni a(.,.) e b(.,.) siano con-
tinue e che esistano due costanti K e C tali che si abbia

la(t,z) — a(t,y)| < K|z —y| la(t,z)| < C(1+ |z|)
|b(t, ) — b(t,y)| < K |z —y| b(t, z)| < C(1+ |2])

47
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e supponiamo inoltre che V' sia Fo-misurabile e di quadrato integrabile: allora
l’equazione 3.1.1 ammette una ed una sola soluzione.

Dimostrazione. La dimostrazione puo essere fatta sia utilizzando il metodo
delle approssimazioni successive che il teorema delle contrazioni: utilizziamo
il secondo metodo ed allo scopo introduciamo questo spazio vettoriale di
processi stocastici

S = {(Xt>0§t§T adattati a traiettorie continue | sup |X,| € LQ}
0<s<T

E facile verificare che S & uno spazio di Banach munito della norma
2
[ X" = B[ suppccr [ X[7] -

Consideriamo allora ’applicazione ® : X — Y dove
V,=V+ fg a(s, X)ds + f(f b(s, Xs)dW;: dobbiamo provare che & : § — S
e che & una contrazione in S, cioé che esiste una costante k£ < 1 tale che si
abbia [|®(X) — ®(Y)|| < k|| X - Y.

Useremo ripetutamente questa diseguaglianza (che risulta dall’isometria
di Tto e dalla diseguaglianza di Doob): se M; = fg H,dW; si ha

T
E[ sup |Mi[?] < 4E[M2] :4E[/ H2 ds]
0

0<t<T

Vediamo dunque che ® : § —+ S. Se
t t
O(X), = V+/ a(s, Xs) d3+/ b(s, Xs) dW;
0 0
si ha

sup ‘@(X)t‘2§3v2+3T2( sup |a(s, X,)[?) +3 sup ’/ s, X dVV‘2

0<t<T 0<s<T 0<t<T

e, integrando, si ottiene

E| sup |0(X),["| 3BV +372C*(1+E[ sup [X,[])+

0<t<T 0<t<T
+1277 02(1 +E[ sup th|2}) < +00
0<t<T

Vediamo ora che ® ¢ una contrazione: poiche

P(X); — d(Y), :/0 (a(s, X,) — a(s, Ys)) d5+/0 (b(s, X,) — b(s,Yy)) dW,
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si ottiene

sup ‘@(X)t —(V)|* <272 K2 sup | X, — Yi[*+

0<t<T 0<e<T

2

+2 sup ‘/Ot (b(s, X.) — b(s, Y2)) dIW)

0<t<T

e, con passaggi analoghi a quelli precedentemente fatti, si ottiene

E| sup [0(X), - @(v),[*] <

0<t<T

T
<2K*T°E[ sup |X; — Y]] +8K2E[/ | X, — Yi|?ds] <
0<t<T 0

< K*(2T° + 8T)E[ sup |X; —Y;|?]
0<t<T
Quindi @ ¢ una contrazione a patto che si abbia K?(2T?+8T') < 1: si ottiene
cost il risultato di esistenza ed unicita su un intervallo temporale [0, T1], poi
si riparte da 7) prendendo come valore iniziale X7, e con un numero finito
di passaggi si ottiene l'esistenza ed unicita su tutto U'intervallo [0, 7] . [

D’ora innanzi supponiamo in questo capitolo che le funzioni a(.,.) e b(.,.),
oltre a verificare le ipotesi del Teorema 3.1.1, siano C! rispetto alla varia-
bile x e con derivata parziale a,(.,.) e b,(.,.) uniformemente limitata.
Queste ipotesi possono essere notevolmente indebolite a prezzo di maggiori
complicazioni tecniche nelle dimostrazioni.

Indichiamo con X} la soluzione dell’equazione 3.1.1 con dato iniziale
Xo = z: deriviamo formalmente rispetto ad z la soluzione X} ottenendo, se
ye _ 0K
ox '

{de = a,(t, XP) Y, dt + by (¢, X7)Y," AW, (3.12)

vy =1

Definizione 3.1.2 (Prima variazione). Chiamiamo prima variazione del-
I’equazione 3.1.1 il processo Y, soluzione dell’equazione 3.1.2, che si puo
scrivere esplicitamente nella forma

t x\2 t
Ytz:exp</ (ax(S,Xf)—l%(&TXS))dS+/ by (5, X7) dWS>
0 0
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Proveremo nel paragrafo successivo che X} si puo effettivamente derivare
rispetto alla variabile x ottenendo il processo di prima variazione. Sempre nel
paragrafo successivo proveremo che la v.a. X e derivabile secondo Malliavin
e che vale la formula, per s <t

t t
D X[ =b(s, X7) —|—/ az(u, X3) D X7 du + / by(u, X3) D X5 AW,
Notiamo in particolare che si ha

D.X" = b(s, X7) exp (/t (as(c) — w)dw[ be(...) dW,) =

1

e x2) (v2) Y

3.2 Dimostrazione dei risultati di derivabilita.

Il primo risultato permette di derivare secondo Malliavin sotto il segno di
integrale, ed e il seguente:

Teorema 3.2.1. Sia (X;)o<t<r un processo stocastico (non necessariamente
adattato): supponiamo che, per ognit, X, € D, che esista una versione
di DX, misurabile su 2 x [0,T] x [0,T] e che si abbia

T
/0 152 10 d < 4o

Allora ( [ X;dt) € D*? ¢ si ha Dy( [ X, dt) = [} (D,X;)dt

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ una semplice conseguenza dell’Esercizio
2.2.12: prendiamo G € L ed h € L*(0,T) . Per ogni ¢ fissato si ha

E[(/T D, X, h(s)ds) G] =E[ - X, DG+ X, GW(h)]

e, integrando rispetto a ¢t e scambiando 'ordine di integrazione col teorema
di Fubini—Tonelli, si ottiene

E[(/OT( /OTDSXt t) h(s) ds) G| = E[(—/OTXt dt) D,G + (/OTXt at)GW (h)|

e questo e il risultato cercato.
]
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Prima di dimostrare la derivabilita rispetto a Malliavin della soluzione di
un’equazione differenziale stocastica, ricordiamo come si dimostra il teorema
di esistenza dell’equazione

dXt = a(t, Xt) dt + b(t, Xt) th
XQ - V

col metodo delle approssimazioni successive (I'unicita si puo dimostrare
con una variante del Lemma di Gronwall).
Definiamo dunque, per induzione, X} =V , e

t t
X = V+/ a(s, X ds+/ b(s, X dW,
0 0
Si ottiene in particolare
t t
Xp“—X,?:/ [a(s, X)) —a(s, XI71)] ds+/ [b(s, X7)—b(s, XI71)] AW
0 0

Possiamo utilizzare le maggiorazioni del Teorema 3.1.1, pero leggermente
modificate.
Si parte dalla maggiorazione

t 2
sup ’Xf“ _th’2 < 2K2</ sup | X7 —X;‘_1|ds> +
0

0<t<T 0<s<t

2

+2 sup ‘ /Ot (b(s, X7) = b(s, X271)) dWj)

0<t<T

e, integrando su € rispetto a P, si ottiene

E[ sup | X7+ —X;ﬂ <

0<t<T

T T
< 2K2T/ E[ sup [X!—X!""?] dt+8K2/ E[ sup [X—X!'?] dt <
0 0

0<s<t 0<s<t

T
< K*(2T + 8)/ E[ sup | X' — X! '?] dt
0

0<s<t

Chiamando, per n > 1, g,(t) = E[supogsgt | X — X;L_lﬂ , (con la

convenzione che Xy = 0), si ottiene ricorsivamente

T T t
gn(T) < K?(2T + 8) / Gn_1(t)dt < K*(2T + 8)? / de / Gn—2(s)ds <
0 0 0
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_ (K2@T +8)" TC

n!
dove C' & una opportuna costante (che si puo calcolare esplicitamente, ma
non ¢ rilevante). Ne segue che la serie ), (X! — X™) converge in S, cioe
X" converge in S ed e facile verificare che il limite e la soluzione.

Questo metodo delle approssimazioni successive permette di dimostrare
agevolmente il seguente risultato:

Teorema 3.2.2. La soluzione X, dell’equazione 3.1.1 appartiene a D e si
ha, per s <t:

¢ ¢
DX, = b(s, X,) + / a,(u, Xy) Ds X, du +/ be(u, X)) Ds X, AW,

Dimostrazione. Ricordiamo che abbiamo supposto che a,(.,.) e by(.,.) esi-
stano e siano uniformemente limitate: tenendo conto dei risultati 3.2.1 e
2.5.3 e della regola della catena, se X[ € la successione delle approssimazions
successive sopra definite, si ottiene per induzione che ogni X € ID'? e che
si ha, per s <t

¢ ¢
Dth"H =b(s, X!) + / az(u, X)) Ds X' du + / by(u, X)) Ds X0 AW,

Grazie alla Proposizione 2.2.7, e sufficiente provare che esiste una costante
C tale che si abbia, qualunque sia n

E[/OTds/sT (D.x7) at] < ¢

In realta risulta pit comodo provare una diseguaglianza leggermente piu
forte: infatti se si definisce

Y (t) = sup E[ sup |D5X3|2}

0<s<t s<u<t

con passaggi simili a quelli precedentemente svolti, si prova che esistono due
costanti positive ¢; e ¢y tali che si abbia

t
Gnia(t) < ¢1+ e / n(s) ds
0

Il classico Lemma di Gronwall afferma che, se ¥ (t) & una funzione a valori

t
positivi che verifica la diseguaglianza (t) < ¢; + ¢ / Y (s)ds, allora si ha
0
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Y(t) < e e . Questo risultato pud essere agevolmente modificato nel modo
seguente (lasciamo la verifica per esercizio): se ¢4 (t) < ¢ e

t
Unia(t) < e+ 62/ V() ds, allora per ogni n si ha 1, (t) < c;e®".
0

Si ottiene cosi la derivabilita (nel senso di Malliavin) del limite X; e
I’equazione

t t
Dth:b(s,Xs)—i—/ a,(u, Xy) DSXudu—l—/ by (u, Xy) Ds X, dW,,

[]

Vediamo ora la derivabilita della soluzione X} rispetto al dato iniziale
x: osserviamo che e possibile, con risultati su flussi di equazioni differenziali
stocastiche, provare che esiste una versione della soluzione X?(w,t) che sia
derivabile rispetto ad = per (quasi) ogni (w, t) fissati. Sitratta pero di risultati
di dimostrazione molto impegnativa.

Tuttavia per gli sviluppi del paragrafo successivo a noi basta un risultato
piu debole: poiche avremo bisogno di derivare sotto il segno d’integrale, €
cio¢ sufficiente provare che I'applicazione z — X7 (pensata a valori in L?) ¢
derivabile.

Avremo in realta un risultato un poco piu forte (come si vedra nel suc-
cessivo Teorema 3.2.4) e a tale scopo ci serviremo di una forma un poco
modificata di un Lemma dovuto a Da Prato.

Lemma 3.2.3. Sia B uno spazio di Banach e sia F': IR X B — B tale che:
a) esiste una costante K < 1 tale che, presi comunquex € R e X, Y € B
si abbia |F(z,X) — F(z,Y)||, <KX =Y|;
b) esistono F, € B e Fx € L(B,B) tali che, presi comunque z,y €
R, X, Y € B, si abbia

I F(x+ hy, X +hY) — F(z, X)
B h

c) le funzioni F,(.,.) : R x B — B e Fx(.,.) : R x B — L(B,B) sono
continue.

Allora la funzione x — X%, dove X* ¢ l'unica soluzione dell’equazione
F(z,X") = X", ¢é differenziabile e si ha

0X*® 0X”®
=F X* F X*
Oz :(:(-Ta )"’ X(:Ea ) or
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Dimostrazione. Poiche, rispetto alla seconda variabile, F(.,.) & una con-
trazione, per ogni x € IR esiste un punto fisso X? tale che F(z, X*) = X*:
cominciamo a vedere che 'applicazione x — X* e continua. Si ha infatti

X" =XV =F(x, X") = F(y,X") + F(y, X") — F(y, X")
e da qui si ottiene
= 0 < B[ X [ X~ (X

e poiché K < 1 si ricava immediatamente la continuita.
Notiamo che dalla proprieta b) segue che, per x fissato, F'(.,.) & derivabile
secondo Gateaux rispetto alla seconda componente; inoltre (per la proprieta

a) ) [[Fx(, ')Hc(B,B) < K.
Dalle proprieta b) e c) segue che la funzione

t— F((1—t)z+ty, (1 —t)X +tY) & derivabile, e si ha

%F((l —tz+ty, (1—)X +tY) =

= F,((1-t)a+ty, (1-t)X+tY) (y—a)+Fx ((1-t)z+ty, (1-t) X +tY) (Y -X)

Di conseguenza

F(y,Y)— F(x,X) = /0 Fo(,)(y—=)dt+ /0 Fx(, )Y —=X)dt
e in particolare

X —X* = F(z+y, X)) - F(z,X") =

= /01 Fx(.,.)ydt+/01 Fx (o, )(X™ — X7)dt

Definiamo l'operatore G, = fol Fx(z+ty, (1—t)X*+tX*™)dt: sicon-
stata facilmente che G, € L(B, B), che ”Gsz:(B B) < K, che 'applicazione

y — G, ¢ continua e che, per ogni Z € B, lim, ,0G, Z = Fx (a:,Xx) Z .
Inoltre, poiche HGyH < K , & definito ([ — Gy)fl = Z:ﬁ% G
L’eguaglianza sopra scritta si puo riscrivere

1
X" — X7 = Gy (X" — X7) + y/ Fy(z+ty, (1—t) X" +tX"HY) dt
0

Questa eguaglianza diventa
Xat+y _ Xac

; — ([—Gy)1(/01Fx(x+ty,(1—t)Xx+tXx+y) dt>
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Da questo punto e facile verificare che esiste

oxs . XV X oy —1 .
e :}IEI%)T: (I = Fx(z,X%)) " Fy(z,X")

e questa equazione equivale alla tesi.
O

Come facile conseguenza di questo lemma (ricordando che assumiamo
sempre che esistano a,(.,.) e b.(.,) e che siano uniformemente limitate) si
ottiene il seguente risultato che caratterizza il processo variazione prima:

Teorema 3.2.4. Denotata X% la soluzione dell’equazione 3.1.1 con dato
iniziale X§ = x, Uapplicazione x — X* (vista come applicazione da IR in
) G

S ) e derwabile e, indicando Y* = 5o questa e la soluzione dell’equazione

AV = ay(t, X2) Y2 dt + by(t, X2)Y;® dW,
Yy =1

Dimostrazione. Con le notazioni del Lemma 3.2.3, lo spazio di Banach B ¢
S e lapplicazione F(x, X) & I'elemento di S

t ¢
Flz,X),=z+ / a(s, Xs)ds + / b(s, Xs)dW;
0 0

E facile constatare che F.(z,Y) =1, che
Fx(z,X)Y = fOT az(s, Xs) Yyds+ fOT b, (s, X,) Y, dW, e che sono soddisfatte
le ipotesi di 3.2.4.

Per essere precisi, 'applicazione F'(z, X) € una contrazione su un oppor-
tuno intervallo [0,7}]; poi si riparte da T} considerando I’applicazione

t t

a(s,Xs)ds—l—/ b(s, Xs) dW;

T

X.—>X§i1+/

T

e con un numero finito di passi si ottiene il risultato su tutto l'intervallo
temporale [0,77] .
O

3.3 Formula di Bismut-Ly-Elworthy e appli-
cazioni

Torniamo alla soluzione X} dell’equazione 3.1.1 e indichiamo Y¥,* il processo
di prima variazione: quando non c’e pericolo di ambiguita eliminiamo, per
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abbreviare le formule, il termine soprascritto x nella soluzione dell’equazione
e ricordiamo che si ha Dy X7 = b(s, X,) Y, ! Y7: supponiamo che si abbia

b(s,z) > b > 0 e notiamo che, qualunque sia 0 < s < T', si ha
YD Xr

Yr = 5. X.) e quindi, presa a(s) boreliana con fOT a(s)ds =1, si ottine
87 S

T Y, D, Xr
Y = by |
T /0 a(s) b5, X.) s

Teorema 3.3.1 (Formula di Bismut-Ly-Elworthy). Sia G € ID'? ¢

supponiamo che a(s) appartenga al dominio di 6 ; sia inoltre ® di

b(s, Xs)
classe C* con |®(x)| + |®'(x)| < C(1 + |z|) . Allora vale la formula

9 . oy [Fals) GYY
5Bl 6] = Blo(x) ([ G5 W] -

0

= E[QD(X%) <G /OT b(s},/;;(g) a(s) dW, — OT éz;ig,g a(s) ds)}

Dimostrazione. La proprieta di derivabilita rispetto ad x della v.a. X7
permette di derivare dentro I'integrale e si ottiene

8 x / x x / x g S % Sw
8—$E[<1>(XT) G] = E[®'(X}) Y} G] = E[G ' (X}) i %a(s) ds| =
E[/OT D, ®(X2) b(%ig)a(s)Gds} - E[@(X;)(/OT b(g{g) a(s)GéWS)}

O

In base al Teorema 2.3.2, una condizione sufficiente per la validita della
formula 3.3.1 ¢ che si abbia

E[G%/fﬁa(s)dﬂfsy—l— (/OTDSGﬁa(S)ds)Q] < 400

Utilizzando il linguaggio del Capitolo 1, abbiamo ottenuto una formula
di integrazione per parti

0
—B[0(X}) G = E[(0,2)(X}) YFG) = B[B(XF) Hy(XF, 7))
Consideriamo in particolare 1’equazione
0
—E[(I)(X%) G] = E[(I)(Xé‘i) H (X7, Y[ Q)] (3.3.1)

ox



3.3. FORMULA DI BISMUT-LY-ELWORTHY E APPLICAZIONI 57

e notiamo che il peso Hy (X7, YFG) che interviene nella formula 3.3.1 non
dipende dalla funzione ®: in particolare la formula rimane vera se ® ¢ solo
lipschitziana (anche se non ha senso in questo caso (0,P)(X7)) e piu in
generale ¢ facile provare (con opportune approssimazioni con funzioni C')
che & soddisfatta ad esempio anche per la funzione ®(x) = I >y -

Esempio 3.3.2. Consideriamo un’equazione della forma
dX7 = o(t) XJdW,
Xj=x
dove o(t) & una funzione deterministica.
In questo caso I'equazione del processo prima variazione € data da
dY; = o(t) Y, dW,
Yo=1

ed ¢ facile verificare che si ha X = zY;. Prendendo come a(t) la funzione
costante 1/T si ottiene (se 1/0(s) € L*(0,T) )

s, 1 [T aw,

Sl —Efecen(y [ S i)

)] - Bl )

Si pud ripetere la derivazione (¢ sufficiente che ® sia di classe C! , non occorre
che sia C?) e si ottiene

L Bloxp)] = SB[ T -
B E[Q(X%)<_WZEZ/2U)+W;1£U)'%/0 a:dav([/;)_%/o Txla(s)'xi?s)ﬂ B

- E[@(X%)(_V;(;/a) + ng)Q - T21:U2 /T 03&))]

Consideriamo ora ¢ costante e deriviamo rispetto a o: in tal caso il
2
xr Tr __ g 3
processo X[ e dato da X[ =z exp (O’ Wy — % T) e si ha

OXE OXE

95 — 7 exp(...)(Wr—0T) = — 3 (Wr —oT)
Si ottiene pertanto
0 v 0 v
. E[2(X7)] = - E[®(X7)o (Wr — o T)]

e ci si riporta ai conti precedenti.



