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Sulla radice di due

Dimostriamo che, se

I =sup{x € R: x?< 2}, aIIora

Prima di tutto / & finito. Infatti se A = {x € R : x?> < 2} allora:

A # (), dato che per esempio 1 € A;
tutti gli elementi di A sono minori o eguali a 2
(se x > 2 allora x2 > 4 e quindi x ¢ A) e quindi
A e limitato suepriormente e 2 & un maggiorante di A.

quindi / = sup A € [1,2]. Dimostriamo che /2 = 2.

Ragioniamo PER ASSURDO. Se /? # 2 deve essere /2 < 2 oppure
I> > 2. Esaminiamo separatamente i due casi



Sulla radice di due

Supponiamo .

Dico che allora esiste un numero x con x > [ e x2 < 2.

Cerchiamo x del tipox =/+4+€econ 0 < e < 1.
Se ne calcoliamo il quadrato:

(I+e2=P42c+e <P +2ete=/P+e(2/+1) < /?+5¢

10

/2

Se scegliamo € = min {1, } troviamo 0 < € < 1, da cui:

2 2 2 2_/2 2 2_/2 2 2
x“=(l+€° < +5170:/ +T</ +2—1-=2.

Allora tale x (verificando x? < 2) deve appartenere ad A.
Ne segue che x </ =supA ASSURDO.



Sulla radice di due

Supponiamo .

Dico che allora esiste un numero x con x < [ e x2 > 2.

Cerchiamo x del tipox =/—€e¢con 0 <e < 1.
Calcoliamo il quadrato:

(I =€) =1 —2lc+e > —4le>I* 2

2

Se scegliamo € = min {1, } troviamo 0 < € < 1, da cui:

?—2 ?—2
X*=(-e?>P7-2 =% - 5 >P-Py2=2
Allora 0 < x < | = sup A e quindi esiste x’ € A tale che x < x’ < |.

Ne segue x? < (x')? < 2 ASSURDO.



Potenze a esponente intero

Bisogna arrivarci per gradi.

Sia . Allora per ogni n intero definiamo la potenza n-sima
A"
A"=1-A-A---A
——
n volte

Volendo essere veramente rigorosi dovremmo dare una definizione

ricorsiva:
An 1 sen=0
AAY) sen>1

NOTA: La potenza a esponente intero n si puo definire per
qualunque base A e allora si ha:

(—A)" = A" sene par, (—A)" = —A" se n & dispari.

Torniamo ad A > 0. Valgono un po’ di proprieta:



Proprieta delle potenze

1. ’A”*’” = A"A" ‘ per ogni n, m interi.

2. per ogni n intero.

3.S5en>0 \A — A" & strettamente crescente |.
4. - Se0< A< 1alloraperognin0< A" <1
Se A > 1 allora per ogni n implica A" > 1
17 =1 per ogni n
5. Se 0 < A< 1allora n< mimplica A" < A"
Se A > 1 allora n < m implica A" < A™




Radici n-sime

Sian>0 Per quanto visto la funzione pj : [0, +o00[— [0, +o0]
definita da pp(x) = x" ( con p(0) = 0 ) & strettamente crescente,
dunque iniettiva.
Da risultati che dimostreremo in seguito si deduce anche che:

Vy >0 (3x>0:x"=y) (x=inf{t:t" > y})

cioé p, € surgettiva.

Dunque esiste la funzione p,* : [0, +oo[— [0, +-oc[. Tale funzione

viene detta radice n-esima e si scrive | p,1(x) = /x|

NOTA: se n & dispari allora la radice n-esima si puo definire su
tutto R (dato che x — x" & iniettiva e surgettiva da R in R)



Potenze frazionarie

Sia A > 0. Valgono le proprieta:
1. VA= (VA"
2. Se nymy = namy allora WAM = /A
Possiamo allora definire la potenza di un numero razionale positivo
q= n mediante
m

AT — Am = AN = (W)

Le proprieta dette sopra garantiscono che la potenza & una
funzione di g e NON della sua rappresentazione.
Infatti n o n n

— == &S nnm=rnm & A2 = Am

m my

- Se A < 0 questo non & vero: /— ——1 Y(-1)2=y1=1

- Se n & dispari /x & definita per ogni x, x7 solo per x > 0



Proprieta delle potenze a esponente frazionario

1. ’Aq1+q2 = AL A% ‘ per ogni g1, go > razionali.

2. Se g > 0 e razionale ’ A — A9 & strettamente crescente |.

3. Se0 < A< 1allora g1 < g2 in Q implica A2 < A%t
Se A > 1allora g1 < g2 in Q implica A < A%

1
Se g € Q, g < 0 possiamo definire | A9 := ye

facilmente che le proprieta (1) e(3) scritte sopra valgono anche per
le g negative (mentre la monotonia della potenza si inverte).

. Si vede

Vogliamo ora definire AX per x reale. L'idea, nel caso A > 1, &:
A* =sup{A7:q€Q,q<x}

o anche
A*=inf{A9:q € Q,q > x}



Un Lemma

Dato un qualunque numero reale positivo € > 0 esiste un intero
m > 0 tale che
l—e< VA<1l+e

CONSEGUENZA: Dato un qualunque x reale si ha:

sup{A9:qeQ,g<x}=inflA%:qeQ,g>x} € R (¥

Possiamo ora definire A come uno dei due estremi sopra.



Proprieta delle potenze a esponente reale

_ ’Axl—i-xz — AXLAX ‘ per ogni xi, x» reali.

[

2. Sex>0 \A — AX & strettamente crescente \

Sex <0 \A — AX e strettamente decrescente \

3. Se0 < A< 1allora xy < xp in R implica A2 < AM
Se A > 1 allora x; < x» in R implica A* < A*®

4. Dati A e B maggiori di zero, allora \ (AB)* = A*BX \ per ogni
x €eR

5. Dati A>1ex,y €R, allora | ((A)) = A |




Esponenziali e logaritmi

Se A > 0 la funzione esponenziale di base A ¢ la funzione
x — A*. Se la indichiamo con expy,, si ha exp, : R —]0, +00(;
inoltre:

e strettamente crescente se A>1
expy | € strettamente decrescente se 0 < A< 1

vale costantemente 1 se A=1
e quindi, se A #£ 1 & iniettiva. Si puo inoltre vedere che, per A > 1
Vy > 0 posto x := inf{x : AX >y} risulta AX =y

e quindi, se A > 1 exp, € surgettiva

(lo stesso vale per 0 < A < 1 usando il sup invece dell'inf).
Dunque esiste la funzione inversa (exp,*) :]0, +0o[— R, che viene
detta logaritmo in base A, e indicata con log,.



Proprieta dei logaritmi

1. log, € strettamente crescente, se A > 1;
log, € strettamente decrescente, se A < 1;

2. loga(xy) = loga(x) + loga(y) per ogni x,y > 0;
3. loga(x¥) = yloga(x) per ogni x > 0eogniy € R

4. loga(1l) =0, loga(A) = 1.
Notiamo che

loga(1) =0 loga(A) =1

Si usa quasi sempre come base per gli esponenziali e i logaritmi il
numero e (costante di Neper).
Allora togliamo A dalla notazione:

e* = exp(x), log.(x) = In(x).



Differenza di due potenze
Vale la seguente importante formula

n—1
A"—B" = (A—B)(A" 14 A" 2B+...4+B" 1) = (A-B) ZAn—l—kBk
k=0
Per esempio
> A2~ B2=(A-B)(A+B)
> A* — B3 = (A~ B)(A’ + AB + B)
> A*— B* = (A~ B)(A’ + A’B + AB> + B?)
Nel caso B =1 si trova
AT —1=(A-1)(A" T+ A2+ 4 A1) = (A1) ZA"

da cui si ricava la somma della progressione geometrica:

ATl 1

A1+ A+ A2 .. A" =
> +A+A+ gy

k=0



Un esempio: la rata di un mutuo

Supponiamo di avere un debito D di pagare in N anni (o mesi o
altra unita di tempo) a un interesse i.
Il pagamento avviene mediante il versamento di una rata annuale
fissa R.
Possiamo schematizzare il problema in questo modo: per ogni
anno n compreso tra n = 0 (istante iniziale) ed n = N chiamiamo
D,, il debito residuo. Allora

| Do =D

» Dpy1=(14+1i)D,—R

—
Interesse

Per esempio:

=(1+i)Dy—R

=(1+)N[Q+)Do—R—R=(1+i)%Dy—(1+i)R—R
D3=(1+/)[(1+/) Do—(1+i)R-—R]—R=

(1+1)°Do—(1+i)*R-(1+/)R-R

Dopo n passi allora (si dimostra per induzione . . .)



n—1

1+)"—-1
D,=1+1i)"Dy — Z(l + ) R=(1+1)"Dy — R%
k=0 !
Se vogliamo che il debito sia estinto appunto dopo N rate:
. 1+)N -1 i(1+ )N Dy
Dy = 14 iVpp = RUEDNT 21 13HDTD0
w=0e @400 i a+Iv-1
In questo caso la somma pagata alla fine sara
i(L+i)N
NR=N—->-—
(1T+)N-1"7°

Per esempio se i = 0,05 (il 5 per cento) e N = 10 alla fine si paga
0,05(1.05)1°
(1,05)10 —1
Nel 1989 chi scrive contrasse un mutuo decennale con interesse

semestrale del 6,75 per cento (13.5 annuale). In quel caso N = 20

i =0,0675 e la cifra complessiva pagata fu
200,0675(1.0675)20

(1,0675)20 — 1

10 =~ 1.3 volte il debito iniziale

—~ 1.8bvolte il debito iniziale




Grafici delle potenze intere e delle relative radici
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Dimostrazione di (1)

An+m = APAM

Dimostrazione.
Fissiamo m e dimostriamo la proprieta per induzione su n:

n=0
Se n =0 allora A" = Am = A™ .1 = AmA0
dunque la proprieta & vera.

’ Passo induttivo
Supponiamo che A™T" = AmA" Allora:

Aln+l)+m _ antm+l  _ pAantm  _ Apanpm _ aAntlam
N—— —— SN——
def. di potenza ip. induttiva def. di potenza

Per il principio di induzione la proprieta & vera per ogni n > 1.
O]



Dimostrazione di (2)

A" >0

Dimostrazione.
Per induzione:

n=20
Se n =0 allora A° =1 > 0 dunque la proprieta & vera.

’ Passo induttivo
Supponiamo che A" > 0. Allora:

AL = AAT S A0 =0
—— <
def. di potenza ip. induttiva

Per il principio di induzione la proprieta & vera per ogni n > 1.
O]



Dimostrazione di (3)
A +— A" e strettamente crescente

Dimostrazione.
Per induzione su n a partire da n = 1:

n=1
Se n =1 allora A! = A e quindi & ovvio che
A < A implica Al < (A)L.

’ Passo induttivo‘
Supponiamo che A — A" sia strettamente crescente.
Siano A < A’. Allora:

An+1 :AAn <A <A(A/)n <A/(A/)n :(A/)n+1
— —

def. di potenza i induttiva

|

def. di potenza

Per il principio di induzione la proprieta € vera per ogni n > 1.
(notiamo che nella dimostrazione si & usato A" > 0). O



Dimostrazione di (4)
se0<A<1allora0<A” <1 perognin>1

Dimostrazione.
Per induzione su n a partire da n = 1:

Se n=1allora Al = A€]0, 1]

’ Passo induttivo‘
Supponiamo che 0 < A" < 1. Allora:

Al —AAT S AL0< A"l <A1 = 0< AL <

def. di potenza ip. induttiva

Per il principio di induzione la proprieta & vera per ogni n > 1.
Nello stesso modo si vede che

se A> 1 allora A" > 1 per ognin>1



Dimostrazione di (5)

se 0 <A< 1allora (n<m)— (A" < A")

Dimostrazione.
Si ha:
n<me&(m—-—n)>0=0<A""<1=

=0-AT<A"ATTT < AT 1S 0< AT < A"

Analogamente se A > 1
n<m& (m—n)>0=A"">1=ATATT"> ANl < AT > A"

O



Dimostrazione di (6)

/AN — (W)n
Dimostrazione.
Dato che la potenza x — x™ & strettamente crescente si ha:

m

VAT = (VA & (VA)" = ((VA")" =
A= ((’/Z)nm S A" = ((T/Z)m)n &A= A

e quindi I'affermazione & vera.



Dimostrazione di (7)

se n1my = nomy allora "WAMm = {/ A
Dimostrazione.

ato che la potenza x — x & strettamente crescente si ha:
Dat he | pot mym trett t t h

WAL = A"2<:>("’W>

mymy mymy

- ()
(Anl)m2 — (An2)m1 RN An1m2 — An2m1

che & vera essendo nymy = nym; e quindi I'affermazione &
dimostrata.



Dimostrazione di (8)
Adita — AGL AG2

Dimostra%ione.

1 nz
Seqi=—eq=—":
m my

ﬂ+£ nimy + namy
ANtTR — Amp my — A myimy

Elevando alla myms:

q1t+q2\MM2 _ Animptnmpmy _ AnIM2 AN2M1
A =A =A A =

N1\ Mmimz np \ mim2
()" (45)" s
Dato che la potenza x — x™™ & strettamente crescente:

ANtaR — A9 A%



Dimostrazione di (9)

A +— A9 & strettamente crescente

Dimostranzione.
Sia g = —. Allora:
m

A<A = A< (A)' = VA < Y/(A) & AT < (A')9



Dimostrazione di (10)
g — A9 crescente/decrescente a seconda di A > 1/A< 1

Dimostrazione.

Caso .Per la crescenza di A — A9 si ha:

0<A9<1 VgeQ,g>0
Siano allora g1, g in Q con g1 < go. Si ha
AT — A2 = AT (1 — Aqrql) e quindi:

n<@Re(@-—q)>0=>0<A? M <1= (1-A” %) >0
= AT (1 - A®%) > 0 & AT > A%,

In maniera analoga si verifica che, se A > 1 :

g1 < g2 < AN < A%



Dimostrazione del Lemma
Ve>0ImeQ.m>0, l—e< VA<1l+e

Consideriamo il caso A > 1. Allora ci serve trovare m intero
positivo tale che

A-1

€

VA<l+eoA<(l+e"<=A<1l+me < m>
~—_——

dis. di Bernoulli

Quindi tale m si riesce a trovare qualunque sia € > 0.
E ovvio a questo punto che vale anche la disuguaglianza di sinistra:

l-e< VA<1l+e

NOTA: In realta abbiamo trovato piu di un intero che verifica la
proprieta richiesta : tutti gli interi da un certo punto in poi
vanno bene.



Dimostrazione della conseguenza

Consideriamo il caso A > 1. Allora g — A9 & crescente.
Quindi g1,92 € Q, g1 < x < g2 = AT < A% da cui

h:=sup{A9:qeQ,qg<x} <inflA%:qeQ,g>x}=:h

Viceversa prendiamo ¢ > 0 e prendiamo k intero con x < k.
Usando il Lemma possiamo trovare un m > 0 intero tale che
Am < 1+ ¢/AK.
/
Prendiamo poi n := min {n’ : % > X} e poniamo
n—1

n
q1 = ; G2 = — =q1 <x<q
m m

D’altra parte
AT = AT = AT (A0 1) < A (AT~ 1) < AK(e/A¥) =

Allora
0§/2—/1§Aq2—/4q1§6 Ve >0

da cui pu0 essere solo f; = b.



AXitxe — Ax Axe

Dimostrazione.
Siano x1,x0 € R. Se x; < g1 e xo < g» con g1,q» € Q:

At <« At — AdL AR
Prendendo I'inf al variare di g1 > x:
A2 < AIAR Vg € Qg2 > x
poi I'inf al variare di g» > xo ATX < AXL A%
Viceversa se x1 > g1 € xo > go con Q1,2 € Q:

AT > ABTR — ATAR Vg g e Qg1 <x1,q2 < X2 =

(passando ai sup) AT > AMAR g c Qg0 < X0 =
AX1+X2 > AXLAX



se x > 0 A— AX & strettamente crescente

Dimostrazione.
In effetti, supponendo A < A’/

AX AN\
A* A 1 — 1
<( )<:>(A,)X< <:><A,><

. . . A
e l'ultima disuguaglianza vale poiché Y <1



se A > 1 x — AX & strettamente crescente

Dimostrazione.

Siano x < x’ in R.Per la densita dei razionali nei reali esistono q, ¢’
in Q tali che

x<q<q/<x’

Me segue
A< AT < AT < A



(AB)* = A*B~

Dimostrazione.
Siano ¢’,q” in Q tali che x < ¢’, x < ¢”. Sia ¢ = min(q’, q").

A9 BY" > AIBI = (AB)9 > (AB)~

inf rispetto a ¢’ = ABI > (AB) Vq">x,9"€Q
inf rispetto a ¢ = A*B* > (AB)*.

Viceversase ¢',q" € Qe x> ¢', x > q", e se ¢ = max(¢', q")
A9 BY" < AIBI = (AB)9 < (AB)~

sup rispetto a ¢’ = A*BY < (AB)*. Vq"'<x,q'€Q=
sup rispetto a ¢" = A*XB* < (AB)~.




Differenza di due potenze

Dimostriamo per induzione la formula:
n—1

A" _ B" — (A— B)ZAH—I—kBk
k=0

n=1| In questo caso la sommatoria contiene solo il termine con
k = 0 e quindi la formula diventa Al — B! = (A — B)A°~°B0, cioe
0 = 0 che & vera.



Differenza di due potenze
’Passo induttivo\ Supponiamo vera la formula per n.
Moltiplichiamola per A

n—1
A(A" — B") = A" — AB" = A(A— B) ) _A"1kBX

k=0

n—1

=(A-B)Y A"*Bk
k=0
Aggiungiamo AB" — B"*1 a entrambi i lati:
n—1
An+1 _ Bn+1 — (A - B)ZAn—kBk —|—AB” _ Bn+1
k=0

n—1 n
=(A-B)Y A" *BX+(A-B)B"=(A-B)Y A"kB*
k=0 k=0
L'ultimo passaggio & giustificato dal fatto che I'elemento n-esimo
della sommatoria fa B".



