dimostrazione di (3.6). Supponiamo per esempio che f sia crescente e che
o < b Poniamo
It := inf x
J:EI,xo<xf( )
Consideriamo il caso [T € R.

Per la caratterizzazione dell’estremo inferiore (finito) si ha

"< f(zx) Veel,v>a
Ve >0 dx.elconz >m: f(a')<It +e

Facciamo vedere che [T ¢ il limite destro. Sia ¢ > 0 e sia x. come sopra.
Allora se o < x < x, si ha

It —e<It < f(z) < fla) <t +e

Per I’arbitrarieta di e abbiamo mostrato(con la definizione) che il limite destro
di fin zg ¢ eguale a ™.
Consideriamo il caso [T = —oo - allora f non ¢ inferiormente limitata a destra
di xg, cioe

VO e R Jaxc €1 conzg >z : f(ze) <C

Ma allora se 9 < x < z¢ si ha f(z) < f(z) < C che vuol dire che f tende a
—oo per  — z¢ .Nello stesso modo si tratta il limite sinistro.
Supponiamo infine che a < z < b; allora

lim f()= sup fla) < f(eo) < inf f(a) = lim f(a)

T—x)) zel,xz<xg zel,z>xo T—Tg

che dice 1l resto della tesi. O

7 Il Teorema di Bolzano - Weierstrass

Teorema 7.1 (Bolzano - Weierstrass). Se (x,) ¢ una successione limi-
tata in RY, allora (x,) ammette una sottosuccessione convergente. Questo
significa che esistono una successione strettamente crescente di interi (o) e
un punto 1 in RM tali che x,, — 1 (per n — +00).

Dimostrazione. Dimostriamo solo il caso unidimensionale (N=1). In questo
caso abbiamo una successione (z,) di numeri reali che sono tutti compresi
un un fissato intervallo [—M, M]. Cercheremo di individuare un punto limite
per (x,) mediante un procedimento di bisezione: si ragiona come segue.
passo 0 Si pone ag := —M e By := M.

passo 1 Si pone vy := (g + [o)/2 (il punto medio tra oy e Gy che, nel
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primo passo, viene ad essere 0). Dato che z,, € [ap, fy] Vn almeno uno tra
i due sottointervalli [ag, o] € [Y0, Fo] contiene x,, per infiniti valori di n. Se
tale proprieta é verificata da [ag, Y] poniamo a; := g e (1 1= 9. Se [ag, Vo]
non verifica tale proprieta ( e quindi la verifica [yo/]) poniamo o := 7y e
B1 := [o. In questo modo abbiamo costruito un intervallo [y, £;] contenuto
in [, Bo] tale che B —ay = (By — ) /2 (Pampiezza si & dimezzata) e

Ty € [ag, (] per infiniti n

passo 2 Si pone v, := (ag + 1)/2. Dato che xz, € [ay, £1] per infiniti n
almeno uno tra i due sottointervalli [, 1] e [y1, B1] contiene z,, per infiniti
valori di n. Se tale proprieta é verificata da [aj,7;] poniamo ay == oy e
[y := 7, altrimenti poniamo as := 71 e (5 := ;. In questo modo abbiamo
costruito un intervallo [ag, Fs] contenuto in [aq, 31] tale che By — ay = () —

a1)/2=(fo —ag)/4 e

Ty € [ag, (o) per infiniti n

passo k Si pone Yx_1 = (ag_1 + Bk_1)/2. Dato che x,, € [ag_1, k1]
per infiniti n almeno uno tra i due sottointervalli [ag_1,Vk-1] € [Vk—1, Br-1]
contiene z,, per infiniti valori di n. Se tale proprieta é verificata da [ag_1, V1]

poniamo «y = ai_1 € [ := Y_1 altrimenti poniamo ap = V-1 € O =
Br_1. In questo modo abbiamo costruito un intervallo [y, G contenuto in
[ae—1, Be—1] tale che B — ay = (Br—1 — —1)/2 == (B0 — ap) /2" ¢

Ty € [ag, Okl per infiniti n

A questo punto abbiamo costruito due successioni (ay)x e (Bx)x che verificano
a < <o << P11 <P VE=>1

Quindi (ax) e crescente, (by) ¢ decrescente ed entrambe sono limitate. Ne
segue che esistono « e ( tali che a, — a e B, — 3 per k — +00. Dato che

=0

. . Bo—ao
—a= lim —qap = lim
ﬁ k——+oco ﬁk k k——4o00 2k

si deduce 8 = a. Per non fare preferenze chiamiamo [ il valore comune di «
e 3. Vogliamo ora trovare una estratta da (z,) che converge a . Per questo
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T T T T T 1
1]
(X,O PR
poniamo:
O'QIO
op =min{n >0:z, € [y, (]}
oy =min{n >1: 1z, € [ag, Ba]}

O

=min{n >k—1:2, € [, Ok}

e chiaro che per ogni k ¢ possibile definire o, come sopra, dato che abbiamo
infiniti n a disposizione. Allora (o}) € strattamente crescente e

o < 2y, < By vk

da cui (per i due carabinieri) x,, — [. Questo conclude la dimostrazione. [

Osservazione 7.2. Non é troppo difficle far vedere che il Teorema di Bolzano
- Weierstrass ¢ equivalente al sequente enunciato (che é la versione originale
del teorema):

Ogni insieme limitato e infinito ammette almeno un punto di accumulazione.
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8 Funzioni continue

Definizione 8.1. Siano A C RN, f: A - RM exy, € A. Diciamo che f ¢
continua in Xg Se

Ve >0 3Jr>0: perognix in I(xg,7) N A si ha f(x) € I(f(x0),€)

Diciamo che £ ¢é continua in un sottoinsieme A’ di A (che potrebbe essere
tutto A) se f & continua in tutti 1 punti x di A’

Osservazione 8.2. La definizione di continuita somiglia molto a quella di
limite, ma non e equale. Infatti non si chiede che xq sia di accumulazione
per A. Si vede abbastanza facilmente che:

e se Xy non & di accumulazione per A, qualunque funzione £ : A — RN ¢
continua in Xg;

e se Xo ¢ di accumulazione per A, allora una funzione f : A — RY ¢
continua in Xg se e solo se

lim f(x) = f(xo)

X—X0

Si puo anche caratterizzare la continuita tramite le successioni: se f : A —
RY e xy € A sono equivalenti i due fatti sequenti:

1. £ ¢é continua in xq

2. per ogni successione (X,) di punti di A tale che x,, — Xq, si ha che
f(x,) — L

Rispetto all’analogo enunciato sui limiti qui si suppone 1 = f(xq) e non si
escluse che la successione (x,) assuma il valore xo (per esempio che sia
identicamente equale a Xq.

I seguenti enunciati sono conseguenze quasi immediate delle corrispon-
denti proprieta dei limiti.

Proposizione 8.3 (algebra delle funzioni continue). Siano A C RY e
Xo un punto di A.

o Sef.g: A— RM sono continue in xq, allora f + g & continua in X.
o Sef: A—RMeg:A— R sono continue in Xg, allora gf & continua

m Xg.
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e Seg:A— R ¢ continua in xg e g(xo) # 0, allora 1/g é continua in
X0-

Proposizione 8.4 (composizione di funzioni continue). Siano A C RY,
B C RM™, x4 un punto di A e yo un punto di B. Siano f : A — B una
funzione continua in xo tale che f(xq) = yo e sia g : B — RY una funzione
continua inyy. Allora la funzione gof : A — REY ¢ continua in xq.

Proposizione 8.5. Siano A C RY, xy un punto di A ed f : A — RM una

funzione. Indichiamo con f1,..., far: A — R le componenti di f, cioée

f(x) = (i), fu(x) = (Sl on) o fu(an, o aw)
Allora £ € continua in xq se e solo se tutte le f;, 1 =1,..., M, sono continue
m X0-

Esempio 8.6. Da quanto fatto nella parte sui limiti si deduce che:

. P
e i polinomi P(x) =Y " ja;x" e le funzioni razionali f(z) = Pla) (dove

Q(x)

P e Q sono polinomi):

le funzioni radici f(x) = /x;

le funzioni esponenziali f(x) = A*;

le funzioni logaritmiche f(x) =log,(x);

le funzioni trigonometriche f(x) = sin(x) /cos(z) /tan(z)

sono tutte continue in ogni x in cui sono definite. Inoltre tutte le funzioni
ottenibili da queste mediante somme prodotti, quozienti e composizioni risul-
tano continue in ogni x in cui sono definite.

Sono per esempio continue le funzioni:

o f(z) = In(cos(x)) in tutte le x per le quali cos(x) > 0, cioé le x in
| = 7/2 4 2kn, w/2 4 2kn[, al variare di k in Z.

o f(xq1,x9) =sin(xy + x2) In(x12q) per le (x1,22) con x1x9 > 0 (cioé con
(x1,22) interno al primo o al terzo quadrante.

o f(z1,m5) = (2V711%2,3V21=22) (g walori nel piano) per le (v1,x2) tali
che 1 + x5 > 0 e (contemporaneamente) v1 — xo > 0 (e cioé per le
(21, 2) tali che xo > |x1|).
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I prossimi teoremi riguardano le proprieta delle funzioni continue su un
intervallo.

Teorema 8.7 (teorema degli zeri). Sia f : [a,b] — R una funzione con-
tinua tale che f(a) < 0 e f(b) > 0 (oppure il contrario). Allora esiste un
punto x in |a, b[ tale che f(z) =0

Dimostrazione. Usiamo di nuovo il metodo di bisezione.
passo 0 Poniamo «g := a, 3y := 0.
passo 1 Poniamo 7y := (ag + (o)/2. Si possono verificare tre casi:

e f(7) = 0; in questo caso il teorema ¢ dimostrato con x = .

e f(70) < 0; in questo caso poniamo «a; := g € 1 := Y.

e f(70) > 0; in questo caso poniamo «a; := vy e 31 := [o.
passo 2 Poniamo 7 := (a3 + 41)/2. Si possono verificare tre casi:

e f(71) = 0; in questo caso il teorema ¢ dimostrato con = = 7.

e f(71) <0; in questo caso poniamo oy := a; € B9 := 7.

e f(71) > 0; in questo caso poniamo g 1=y € [y := (3.

Iterando si arriva al
passo k Poniamo 1 := (ag_1 + Br—1)/2. Si possono verificare tre casi:

e f(7_1) = 0; in questo caso il teorema & dimostrato con z = y_1.
e f(vx—1) < 0; in questo caso poniamo oy, 1= ag_1 € fr = Yr_1.
e f(7r_1) > 0; in questo caso poniamo oy := Yx_1 € Fy = Fr_1.

E si continua cosi. In questo modo o in un numero finito di passi si trova un
punto in cui f vale zero oppure si costruiscono due successioni (ay) e ()
tali che, per ogni intero k:

flog) <0, f(Bk) >0, a<apq<oap<pBr<0B1<b [r—oap=

Allora, essendo le due successioni monotone e limitate, a, — «, 5, — [ per
a, 3 in [a,b]. Dato che

L o B
P i e i B o
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@)

@)= 16, =f6 )
@) =f@,)

@)
) =f@3)

)

@) =)

B s

si deduce f = «. Chiamiamo x il valore comune di a e 5. Allora, per la
continuita di f

0 perché f(ax) <0
(Bk) >0 perché f(5) >0

da cui si ottiene f(x) = 0. O

Conseguenza 8.8 (teorema dei valori intermedi). Sia f : [a,b] — R
una funzione continua. Allora f assume tutti i valori compresi tra f(a) ed

f(b). Cio significa che:
Yy compreso tra f(a) ed f(b) Iz in [a,b] : f(z) =1y

Dimostrazione. Dato y come sopra possiamo considerare la funzione (trans-
lata) g : [a,b] — R definita da g(z) := f(z) —y. Per 'ipotesi fatta g(a) e g(b)
hanno segno discorde. Dunque per il teorema degli zeri esiste un punto in cui
g(x) = 0. Cio significa che f(z) =y che ¢ cio che si voleva dimostrare. [

Conseguenza 8.9. Se ACR e f: A— R ¢éuna funzione continua su A
allora f manda intervalli in intervalli, cioé per ogni intervallo I C A si ha
che f(I) é un intervallo.

Dimostrazione. 1l fatto che sta alla base di questo enunciato il seguente:

I CReunintervallose esolose: 2/,2" €l 2’ <z <2’ = x€l
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Quindi per dimostrare che J := f(I) & un intervallo, bisogna mostrare che se
v y" € f(l)esey <y <y”alloray e f(I). Ma dire 3y’ € f([) significa che
y' = f(2') per un opportuno 2z’ in I e analogamente y” = f(2”) per 2" in I.
Per il teorema dei valori intermedi esiste x in I per cui y = f(x) e questo &
come dire y € f(I). Quindi f(I) ¢ un intervallo. O

Teorema 8.10 (continuita dell’inversa 1). Sia I C R un intervallo e sia
f I — R una funzione continua e iniettiva su I. Allora:

1. f é strettamente monotona;
2. J = f(I) é un intervallo;

3. la funzione inversa f=', che risulta definita da J in I ¢é strettamente
monotona e continua su J.

Dimostrazione. Dimostiamo la monotonia. Se f non fosse né crescente né
decrescente si troverebbero tre punti in fila 1 < x5 < x3 in [ tali che

flzo) < f(x1), f22) < flas)  oppure  f(xa) < f(z1), f(22) < f(xs)

supponiamo che valga la prima delle due. Possiamo ora prendere y con
flzo) < y < min{f(z1), f(x3)}. Per il teorema dei valori intermedi esi-
ste 2/ in [xq, 29[ tale che f(2') = y e un altro punto z” in |xq, 23] tale che
f(2") = y. Questo contraddice il fatto che f sia iniettiva, dato che 2’ # z”
mentre f(z') = f(x”).
Quindi f e strettamente monotona: supponiamo per esempio che sia stret-
tamente crescente.
Il fatto che J sia un intervallo ¢ gia stato detto (per la sola continuita di f)
ed ¢ anche facile mostrare che f~! & strettamente crescente (decrescente se
f fosse decrescente). Dimostriamo che f~! & continua in un generico punto
yo di J. Se yo non e 'estremo destro di J si ha
-1 . . -1 . -1

FPag= Jim o e= dw @) =) Tm )
11 passaggio () € conseguenza del teorema di cambio di variabile ed & lecito
perché, essendo f continua

lim  f(z) = f(f (%)) = v,

z—f~1(yo)*

e perché lim [~ Yy) esiste (per la monotonia di f~1). Nello stesso modo si
Y=y
dimostra che, se yo non e l'estremo sinistro di J

U = lm o= lm  fNf() = lm fy)

z—f~1(yo)~ z— f~1(yo) T Y—Yg

e dunque lim f~!(y) = f~(yo). cioe f~! & continua in y. O
Y=o
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fxy)

fx3)

f(x2)

Problema 8.11. Supponiamo che A C RN e che f: A — RM sia iniettiva.
Allora risulta definita £71 : £(A) — A. Ci si puo chiedere se

f continua = £~' continua ¢

La risposta ¢ IN GENERALE, NO. Una risposta leggeremente piu precisa €
“dipende dalla forma di A”. Come abbiamo gia visto se A ¢ un intevallo e
f ha valori reali la risposta e si. Vediamo ora due esempi che mostrano che
f=1 puo non essere continua.

Esempio 8.12. [l primo esempio si situa tra le funzioni di una variabile.
Consideriamo A in R definito da A :=[1,2]U]2,3] e f: A — R definita da

fx) = {:L’ se x € [0, 1]

r—1 sex€]2,3]

Non ¢ difficile verificare che f é continua e iniettiva. Cio nonostante la
funzione [7Y, che & definita da B := f(A) = [0,2] in A ¢ discontinua nel
punto 1; cio si vede osservando che

IR K sex € [0,1]
foe) = {:c+1 se v €]1,2]
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Il problema in questo caso € che A “¢ fatto di due pezzi”. Nel teorema sulla
continuita dell’inversa (8.10) si esclude proprio che A possa essere fatto come
sopra.

Esempio 8.13. In piu variabili anche lipotesi che A sia “tutto di un pez-
zo"non basta. Consideriamo A C R? definito da A := {(x,0) : x € [0,a[}
e definiamo una funzione £ che mandi A nell’insieme B disegnato nella fi-
gura, “arrotolando”A su B in modo che, se ci fosse l’estremo (a,0) questo
verrebbe mandato nello stesso punto P in cui viene mandato (1,0). E chia-
ro che una tale funzione é continua (anche se per dimostrarlo bisognerebbe
precisare tutli i dettagli mancanti) e (visto che A non contiene (a,0) ) che
tale funzione ¢ iniettiva. Pero la funzione inversa £~ non & continua nel
punto P :=£(1,0) dato che i punti P’ nella figura sono vicini a P mentre gli
£f=1(P’) sono lontani da (1,0) = £~1(P) dato che si avvicinano a (a,0).

Nel caso di funzioni di piu variabili il problema della continuita della
funzione inversa e dunque assai piu complesso rispetto al caso unidimensio-
nale. Un caso che si risolve con relativa semplicita e il seguente. Si pugnotare
che nessuno dei due controesempi sopra verifica (ovviamente) 'ipotesi scritta
sotto, in quanto nessuno degli A condiserati e chiuso.

Teorema 8.14 (continuitd dell’inversa 2). Sia A C RY un insieme li-
mitato e chiuso. Sia f : A — RN una funzione continua e iniettiva su A.
Allora la funzione inversa f~': f(A) — A ¢é continua su f(A).

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. O
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Teorema 8.15 (teorema di Weierstrass). Sia A C RY un insieme li-
mitato e chiuso. Sia f : A — R una funzione continua. Allora f ammette
massimo e minimo in A, cioé esistono X1 (punto di minimo) e xo (punto di
massimo) in A tali che

fx) S f(x) < flxe)  VxeA
(f(x1) € il minimo di f mentre f(x2) € il massimo di f).

Dimostrazione. Dimostriamo 'esistenza del massimo. Per questo comincia-
mo con il prendere

M :=sup f = sup f(A)
A
(M esiste comunque potendo eventualmente essere +00) e dimostriamo che
esiste una successione (x,) in A tale che f(x,) — M.

Infatti per la caratterizzazione dell’estremo superiore, se M ¢ finito,

(3) fx) <M  Vx €A,
(4) Ve>03x' € A: f(X') > M —e.

Prendendo € = 1/n e chiamando x,, il punto x" corrispondente si ha:
1
M__<f(xn>§M Vij(Xn)HM
n

Se invece M = +o00 abbiamo

VCeR3IX € A: f(x)>C.
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Prendendo C' = n e x,, il corrispondente x’ si ottiene f(x,) — 400 = M.
Abbiamo quindi trovato la successione (x,).

A questo punto, dato che A e limitato, la successione (x,) € limitata e per
il teorema di Bolzano-Weierstrass esistono un punto x in R ed una estratta
(Xs,) di (x,,) tali che x,, — x. Dato che A ¢ chiuso il punto x appartiene
ad A. Dato che f e continua in x e che x,, — x si ha f(x,,) — f(x).

D’altra parte (f(z,,)) é un’estratta dalla successione (f(x,)) che conver-
geva a M e quindi si ha anche f(x,,) — M.

Dato che il limite ¢ unico non puo essere altro che f(x) = M e cioe f(x)
¢ il massimo. O

Conseguenza 8.16. In particolare si puo considerare A = [a,b], con a < b
numeri reali. In questo caso il teorema dei valort intermedi si puo anche
formulare dicendo che, se f :[a,b] — R continua

f:a,b] = R continua = f assume tutti i valori tra il massimo e il minimo.

Un altro consegquenza (equivalente) é di dire che se f € una funzione continua
(reale di variabile reale) allora

I intervallo chiuso e limitato = f(I) intervallo chiuso e limitato

Notiamo che in generale gli estremi di f([a,b]) non hanno nulla a che vedere
con f(a) o f(b). Infatti

f([a,b]) = | min, f(z), max f(z)
Esempio 8.17. Vediamo che l'immagine di un intervallo aperto tramite una
funzione continua puo essere un intervallo chiuso: se f(x) := sin(z), allora
£(10,2]) = [~1, 1.

Vediamo che l'itmmagine di un intervallo limitato tramite una funzione
continua puo essere un intervallo illimitato: se f(x) := 1/z, allora f(]0,1]) =
11, 400[. In altri termini una funzione continua su un limitato non e ne-
cessariamente limitata. (a meno che l'insieme di partenza non sia anche
chiuso)

E chiaro che se linsieme di partenza non € limitato, una funzione conti-
nua non &, in generale, limitata (se f(x) := z, allora f([0,+oo[) = [0, +o0]
- si noti che [0,00[ é chiuso in R!). Peraltro si vede che, anche qualora f
fosse limitata, non si puc dire che f ha massimo o minimo. Per esempio se
f(z) := arctan(z) allora f([0, +oo[) = [0,7/2[ che é limitato, ma non chiuso
(quindi f é limitata, ma non ha massimo).
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