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Capitolo 1

Numenclatura e definizioni di base.

1.1 Rassegna delle definizioni di ellitticita

Consideriamo in R™ gli operatori differenziali lineare di ordine I(!) con coefficienti complessi a,(z) (?)

Az, D)yu(z) = Y ap(z) DPu(x), = €R". (1.1)
[p|<i

Ao(z, D)u(z) = Y ap(x) DPu(z), =€ R" (1.2)
lp|=t

L’operatore Ag(x, D) si chiama parte principale dell’operatore A(z, D). Chiamiamo forma caratteri-
stica o polinomio caratteristico di A il seguente polinomio

Ap(x,8) = Y ap(a) & (1.3)
[p|=l

Definizione 1.1.1 L’operatore A si dice ellittico nel punto x se

Ao(z,6) # 0, VEER", €40, (1.4)

Gli operatori ellittici hanno una proprietd importante come si vede dal seguente teorema.

Teorema 1.1.1 Sia A un operatore ellittico di ordine | nel punto x. Se

(1) i coefficienti sono reali,
oppure
(2)n >3,

allora | é pari.

Dimostrazione sotto lipotesi (1).

Posto &€ = (£',&,) e
P(z,¢,6,) = Ao(z,8) = Y apa) & - &b

Ip|=t

1Un operatore differenziale ha ordine [ se contiene almeno una derivata di ordine ! e non contiene derivate di ordine superiore
al.

) oPi

2Dove p = (p1,--- ,pn) € N", DP = D' ... D", con DY? = 9Pt
"

k2
dOV@EI (617 ,gn)

, |pl = p1 + -+ + pn, poniamo inoltre &P = &5t ... &b



Per p=(0,---,0,1), Ao(z,en) = P(x,0, .-, 0, 1) = a,... 0,)(z) = bo(x), possiamo quindi scrivere

P(xugla £n) = bO(x) 5711 + bl(xvfl)gi_l + -+ bl((E,f/),

dove b;(z,¢’) & un polinomio in ¢ di grado 4, ¢ = 1, ---, [. Essendo l'operatore ellittico, deduciamo che
bo(z) # 0. Infatti b;(x,0,---,0)=0peri=1,---,L

Procediamo per assurdo supponendo [ dispari e by > 0. Fissato £’ # 0, essendo [ dispari, per &, — +00
risulta P(z,£',§,) — +oo mentre per &, — —oo abbiamo P(z,¢’,§,) — —oo. Di conseguenza per il
teorema sugli zeri delle funzioni continue risulta che esiste un valore di &, tale che P(x,£’,&,) = 0, assurdo
per 'ipotesi di ellitticita. Analogo discorso per by < 0.

Dimostrazione sotto lipotesi (2).

Sia & # 0. Indichiamo con Nt (z,£’) e N~ (x,£’) il numero delle soluzioni (appartenenti a C), rispettiva-
mente con parte immaginaria positiva e negativa, dell’equazione in &,: P(x,&’,&,) = 0. Essendo Ay ellittico
non ci sono soluzioni reali, quindi

Nt(z,¢') + N~ (2,¢) = L

Otteniamo la tesi provando che
Nt (z, &) = N~ (z,¢).

Utilizziamo il teorema di Rouché(?).

Infatti dimostriamo che per ogni &) # 0 il numero degli zeri N*(z,¢’) ¢ costante per tutti i vettori &’
vicini a &). Sia T’ una curva contenente tutti gli zeri di P(x,&(,&,) nel semipiano dei numeri complessi con
parte immaginaria positiva. Allora P(xz,&(,&,) # 0 su I'. Essendo poi P(z,£,&,) continuo in &', esiste &’
sufficientemente vicino a & tale che

|P(x,80,&n) — Pla,€,60)| < |P(2,0,&)], sul

Applico il teorema di Rouché alle funzioni f(z) = P(x, &), 2) e g(2) = P(x, &', z), tenendo conto che la regione
delimitata da T" & un compatto. Quindi P(xz,¢’,&,) e P(x,&),&,) hanno lo stesso numero di zeri all’interno
diT: Nt (z,&) = N*(z,&)). Quindi la funzione ¢ — Nt (z,¢’) ¢ continua in ogni £’ # 0.

Poiché n > 3 risulta che {¢/ € R*™1 : ¢ # 0} & un sottoinsieme connesso di R"~! e N*(x,¢&') &
una funzione continua a valori interi su di un connesso, essa & costante. Stesso discorso per N~ (z,¢’). In
particolare segue che

N+(.’L‘,§/) = N+(l‘, —5/) € N_(.I7f/) = N_(JJ, _5/)'

Osserviamo che P(x, ¢, —¢,) = (—1)! P(x,¢&',&,,). Di conseguenza gli zeri di P(x, ', &,) sono gli stessi di
P(z,—¢,—&,). Quindi N*(x,¢') = N~ (z,—¢'). Tenuto conto di quanto abbiamo visto sopra N*(z,£') =
Nt(z,—¢) = N"(z,¢); quindi

| = NT(2,¢) + N (2,¢) = 2N (2,¢).

Esempi.
L’operatore di Cauchy-Riemann
L0 0
B 81‘1 6332’
¢ ellittico in R? ed ¢ di ordine 1.
L’operatore di Laplace
02 02
A= 2 1 ..a 2
0z? e ox2

3Teorema di Rouché
Siano f e g funzioni olomorfe su un dominio Q C C. Sia B(z0,r) C ©, la chiusura la palla di centro zg e raggio r, supponiamo

[f(z) — g(2)| <|f(2)|, V= tale che |z — zo| =1.

Allora f e g hanno lo stesso numero di zeri in B(zo, ), ciascuno contato con la sua molteplicita.
Vedi ad esempio [24] Teorema 10.36.



¢ ellittico di ordine 2.

11 bilaplaciano AA & un operatore ellittico di ordine 4. Ad esempio in R3 risulta

pan B (P Pu P\ B (P 0w ) P (P Pu o)
T 502 \ Ba2 oy 022 oy2 \ 0z2  0Oy? 022 022 \0xz2  Oy?  022)
_Ou u Gy O, O, O
ozt Oyt 024 0x20y2 022072 Oy2022"
Da cui

Ao(€1,62,65) = &1 +& + &5 + 26765 + 26765 + 26565 = (61 + & + 69 = €]

Una classe importante di operatori ellittici & data dagli operatori uniformemente ellittici.

Definizione 1.1.2 Un operatore A si dice uniformemente ellittico su un aperto ) di R™ se esiste una costante
v > 0 tale che Vx € 1 e V€ € R
vl < |Ao(z,6)l

Se i coefficienti sono reali possiamo scrivere

gt < Ao(x,€) (1.5)

Osserviamo che se © ¢ limitato e i coefficienti a, € C°(Q) allora ogni operatore ellittico in 2 ¢ uniforme-
mente ellittico in 2.

Concludiamo questa parte definendo due importanti classi di operatori ellittici.

(a) Au=(—-1)" Z DP[Anp(x)D%u(z)] (detto operatore in forma di divergenza o in forma variazio-
lo|=[B]=m
nale);

(b) Au= Z Aq(x)D%u(x) (detto operatore in forma di non divergenza o in forma non variazionale) .

|a|=2m

Ovviamente le due forme possono essere equivalenti (a meno di introdurre termini con derivate di ordine
inferiore) se i coefficienti sono sufficientemente regolari. Come vedremo, gli spazi di funzioni dove si cer-
cheranno le soluzioni differiranno in maniera significativa. Anche i problemi di esistenza di soluzione. Un
problema che per gli operatori variazionali avra esistenza potra non averne per quelli non variazionali.

Nel paragrafo successivo daremo una spiegazione del perché gli operatori (a) si chiamano variazionali.

Osservazione. Nel caso di operatori ellittici del secondo ordine

A(z, D)u(z) = Z aij(x)Diju(x), oppure A(z, Dyu(z) = Z Dilai;(x)Dju(z)]

i coefficienti individuano una matrice n x n. Se i coefficenti sono reali, I'ipotesi di uniforme ellitticita si
scrive per ogni £ € R™:

Z aij(x)& & > v]|€]3.
ij=1

Se l'operatore ¢ non variazionale ed applicato ad una funzione abbastanza regolare (ad esempio di classe
5i pud supporr nz rdere di generalita matri i ienti sia simmetrica. Infatti
C? o H?) si pué supporre, senza perdere di generalitd, che la matrice dei coefficienti sia s etrica. Infatti,
ponendo
+ _ Qij ji — _ Gij ji ST+ -
a;; = g 0 i = 5 quindi a;; = a;; + aj;.



{a;;}i,j:l,... n € ovviamente una matrice simmetrica. L’operatore pué essere scritto

Az, D)u(z) = Z a;j(x)Diju(z) = Z [aj](x) +a;j(x)]Diju(x) =

n

=3 @Dy + Y e Dygue) =

7,7=1 3,j=1
a " aii(x) — aji(x)
=Y ali(@)Dyulx)+ > %Diju(@ -
ij=1 ij=1
~ o+ ~ ai;(2) ~ a;i(2)
= Z a;;(z)Diju(x) + Z 5 Diju(z) — Z 5 Diju(z) =
ij—1 ij=1 ij=1

(per il teorema di Schwartz sull’inversione dell’ordine di derivazione)

Z 2)Diju(z) + Z aijT(x)Diju(x)— Z ‘”#(x)pjiu(x) - Z af(x)Dyju(z)

Se i coefficienti della matrice sono tutti reali, la simmetria ci fornisce 'informazione che tutti i suoi
autovalori sono reali, mentre la condizione di ellitticitd ci dice che sono tutti positivi. Viceversa, una matrice
che ha tutti gli autovalori positivi individua un operatore ellittico.

1.2 Sistemi ellittici

Oltre alle equazioni ellittiche si possono considerare i sistemi ellittici. Esaminiamo due delle principali defi-
nizioni di ellitticita che li individua considerando il caso di operatori di ordine 2m con coefficienti reali. In
particolare quelli che si scrivono nella forma seguente

Az = > Y (-)D*(Aq p(2)DPu),
|a|<m || <m

dove u & una funzione a valori vettoriali u : Q@ — RN, N > 1 e per ogni «, 8, A, sono matrici RV x RY.
Se N =1 ovviamente 'operatore individua un’equazione.

Definizione 1.2.1 (Ellitticita forte o Condizione di Legendre)(*) Diremo che A ¢ fortemente ellittico
soddisfa la Condizione di Legendre su ) se esiste una costante v positiva tale che per ogni & di RN™ e
per ogni x € Q(°)

v > RN £ D (Aap(@)EP 6w (1.6)

la]=m lee|=|Bl=m

Definizione 1.2.2 (Ellitticitd o Condizione di Legendre-Hadamard)(®) Diremo che A & ellittico o soddisfa
la Condizione di Legendre-Hadamard su € se esiste una costante v positiva tale che per ogni n € RY,
A € R™ e per ogni x €

v AR

gy < Y0 (Aag@)nln)w A7, (L.7)

lee|=|Bl=m.

Rn

4 Adrien-Marie Legendre (Tolosa 1752 - Parigi 1833). Scrisse un testo fondamentale di teoria dei numeri e uno sugli integrali
ellittici.

5Dove (:|-)nn & il prodotto scalare in RV™. Mentre per ogni a € N poniamo £ = {5 }{Z Lo \Njj=1, m}-

6 Jacques Hadamard (Versailles 1865 - Parigi 1963) Fu uno dei piu insigni matemat1c1 fran(:651 del secolo scorso. Dette
importanti contributi nel campo delle funzioni analitiche, nella frequenza dei numeri primi e sulle equazioni differenziali della
fisica matematica.



Ovviamente se un operatore ¢ fortemente ellittico allora ¢ ellittico. Basta prendere nella definizione (1.6)
ffjj :)\]O-”m,i: L ,N,j=1,--- ;ncon A= (A1, -, Ap) ER", n= (1, ,nn) € RV.(7)

Se l'operatore e ellittico allora tutti gli operatori della diagonale principale A(%L sono ellittici. Basta
prendere in (1.7): n = e"

vIMEe < > AM(@)A*T, VAER®, Vh=1,---, N. (1.8)

lor]=[B]=m

A maggior ragione se ¢ fortemente ellittico tutti gli operatori della diagonale principale AZ’% sono ellittici.
Se m = N =1 le due definizioni coincidono.
Nel caso di operatori del secondo ordine possiamo scrivere le definizioni sopra nel modo che segue. Dato
I’operatore

Nel caso N > 1 le definizioni di ellitticita precedenti diventano:

Definizione 1.2.3 (Ellitticita fortissima o Condizione di Legendre)
Diremo che F ¢ fortemente ellittico o soddisfa la Condizione di Legendre su () se esiste una costante
v positiva tale che V7 € R™N, Vo € Q

n N
v, < D D Al(@) mhiTh (1.9)

ij=1 hk=1

Definizione 1.2.4 (Ellitticita forte o Condizione di Legendre-Hadamard)
Diremo che F ¢ ellittico o soddisfa la Condizione di Legendre-Hadamard su () se esiste una costante
v positiva tale che V¢ € R™, ¥n € RN, Vo € Q

n N
vIEln Ik < Yo Y Alf(@) & & (1.10)

ij=1 hk=1

Come abbiamo visto, se IV > 1 e l'operatore soddisfa la Condizione di Legendre allora soddisfa anche la
Condizione di Legendre-Hadamard. Infatti basta porre in (1.9): 74 = & np. Il viceversa ¢ in generale falso
come vedremo negli esempi che esporremo piu avanti.

Le matrici A" con h # k possono anche non essere ellittiche anche se A ¢ ellittico come si vede dal
seguente esempio.

Esempio. Sia n = N = 2. Gli operatori

A 0 A eD? A a(D? — D3)
A= A= , el <2, A= , ol <1,
0 A eDZ A a(D? — D3) A

sono fortemente ellittici in tutti e tre i casi, eppure A'? e 42! non sono ellittici.

L’esempio che segue permette di dimostrare che la Condizione di Legendre-Hadamard ¢ quindi pitu debole
della Condizione di Legendre.

7Osservare che

i=1 ’

la|=m



Esempio 1.2.1 (Operatore dell’elasticita lineare)
Consideriamo il seguente operatore (n =3, N = 3)
3 3 3
aAu + (a+ 2b)graddivu = Z Afjl D;juy, Z Afjg D;juy, Z Aff’ Dijuy |,
4,J=1 4,J=1 4,J=1

con a >0, b>0, dove, per h,k,i =1,2,3, risulta

a+ (a+ 2b)0;k 0 0
AR = 0 a+ (a4 2b)d 0 )
0 0 a+ (a+ 2b)d
0 0 0 0 a+2b 0
Al = a+20 0 0 Abk = 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
Ak =1 0 0 0| A= 0 a-+2b
0 a+2b O 0 0 0
0 0 0 0 0 a+2b
Alk = 0 0 0 | Abk= 0 0
a+2b 0 0 0 0 0

L’operatore soddisfa la condizione di Legendre-Hadamard:

3 3
Yo > AFGGmm = al(€)® + (&)® + (&) 1m)* + () + (1)) +

=1 hk=1
+(a+2b)[&Gm + & + &l > all€]3|Inll3,

ma non soddisfa la Condizione di Legendre. Infatti per ogni n; = (n},nZ,n?) € R3 i =1, 2, 3, si ha

3
S (Agmi | my)y = (2a+20) [(0)* + 03)* + (53)%] + (2a +4b) [nfn + nnd + n3nd),
ij=1
se scegliamo 71, 72, n3 taliche nf = =n3 =0,n3 =} = =n3 = len? = n3 = —1, risulta



1.3 Definizioni di soluzione.

Potrebbe destare una certa sorpresa il fatto che si ponga il problema del significato di soluzione per un
problema ellittico. Sembrerebbe scontato, per analogia con le equazioni differenziali ordinarie che, se abbiamo
dati continui, le soluzioni saranno necessariamente da ricercare in spazi di funzioni derivabili con continuitéd
fino all’'ordine dell’operatore. Ma dall’esempio esposto qui sotto si capird che questo in generale non &
possibile, ovvero lo spazio delle funzioni di classe C?™ (se 2m ¢ l'ordine dell’operatore) non é quello giusto
dove cercare la soluzione. D’altra parte, come vedremo in un paragrafo successivo, ci sono problemi della
fisica matematica che danno origine a problemi ellittici ed ¢ quindi importante avere soluzioni continue, per
ottenere questo si segue la strategia seguente:

e si cercano le soluzioni in spazi pit generali;

e si "regolarizza” la soluzione trovata, ovvero assumendo ipotesi di maggiore regolaria sui dati si dimostra
che la soluzione ¢ regolare.

Come vedremo gli spazi ”buoni” per i problemi ellittici sono quelli delle funzioni hélderiane, ovvero se il dato
¢ C% dimostreremo che la soluzione & C?™,
Iniziamo con la prima delle definizioni di soluzione.

Definizione 1.3.1 (Soluzione classica)

Siano Q aperto di R™, f € CO(Q,RN), A, € CO(Q,RN xRM), |a| < 2m. La funzione u : Q — RY
(oppure u : Q — CN se i coefficienti ed il termine noto appartengono a C) si dice soluzione classica in )
del sistema

A(z, D)u(z) = f(x), = € Q,

seu € C?™(Q,RN)NCO(Q,RN) e lo verifica per ogni x € .

Il seguente esempio indica che gli spazi delle funzioni continue non sono quelli ”giusti” dove cercare una
soluzione.

Esempio 1.3.1

La funzione

u(z,y) = (¢ — yZ)\/[— log(v/a2 + y2)]

0%u(zx,y O%u(z,y

risolve ’equazione

su

Q\ (0,0) dove Q = {(z,y) : 2° +y* < r <1},

0 < r < 1, fissato, dove

y? — 2? 4 n 1
2(z2 +y?) 2 .2 2 213
fz,y) = —log/x2 +y?  2y/—[log\/2? + y?]

0, se (z,9) = (0,0).

se (z,y) # (0,0)

Si verifica che f € C°(Q) mentre u € C°(Q) N C>=(Q\ {(0,0)}).

La funzione v non puo essere una soluzione classica su §2 perché



2 20,2 2
O ulz,y) _ fim o/~ log /i T 47 + a?(2? — y?) N

im =
2
(z,y)—(0,0) Ox (z,y)—( (22 4 y2)24/— log /x2+y2
92 22 — 2 .
(@2 +y?)\/—log V22 +y?  2(a? +y?)\/—log /22 + y?
2/ 2 .9
B z=(z® —y°) — oo

Aa? + 22\ /[~ log /a? 1 2P
Si osservi che u sulla parte di frontiera di  definita da x2 4 y? = r verifica

u(z,y) = /—logr (22° —r?), —r <z <r.

Definizione 1.3.2 Siano Q aperto di R", f € LP(Q,RYN), p > 1, A, € L®(Q,RN xRM), |a| < 2m. La
funzione u : @ — RN (oppure u : Q@ — CVN se i coefficienti ed il termine noto appartengono a C) si dice
soluzione forte in 2 del sistema

Az, D)u(z) = f(x), per g.o. xz €,
seu € H*™P(Q,RN) e lo verifica per quasi ogni x € €.

Definizione 1.3.3 Siano Q aperto di R", fz € LP(Q,RN), p > 1, |8] < m, Aap € L¥(Q,RN x RY),
la| <m, |B] <m. La funzione u € H™P?(,RY) si dice soluzione debole in ) del sistema

> (—)PIDP[As(x) D)) = Y (—1)PIDPfa(x), 2 €Q,

la|<m, |B|<m |Bl<m

se verifica per ogni @ € H(;”’pl(Q,RN)

[l X as@prue, el | do = [ 3 (o). DPela)) e

la|<m, |B]<m |BI<m

Definizione 1.3.4 Siano Q aperto diR", f € D'(Q,RY), p > 1, A € L®(Q,RY xRY), |a, |8]| <m. La
funzione u € H™P(Q,RY) si dice soluzione nel senso delle distribuzioni in Q del sistema

Y (DD [Ass(2)Du(@)] = f(z), z €,

lo|<m, [B]<m

se verifica per ogni ¢ € D(2)

< Z Anp(x)D%u(z), DPp(z) >=< f(x), p(z) > .

la|<m, |B]<m

1.4 Problemi connessi con gli operatori ellittici

Ci sono moltissimi problemi che si possono affrontare quando si studiano gli operatori ellittici. Il principale e
quello riguardante i cosiddetti problemi al contorno. Vediamo che cosa si intende quando si parla di problemi
al contorno. Possiamo dare un’idea approssimata della questione nel modo seguente.

Su di un aperto limitato © di R™ si considera

(1) un operatore differenziale A(z, D);

10



(2) un operatore lineare B(x, D) (differenziale o integrale) di frontiera definito su 9;

(3) una classe di funzioni (distribuzioni) sulla quale si possa dare significato alle espressioni Du, A(x, Du),
B(x, Du).

Il problema ¢ ”ben posto” secondo Hadamard quando il sistema

Alz,D)u=f suQ
B(z,D)u=g in 09

¢ risolubile in modo unico nella classe di funzioni considerata per ogni f e g e la soluzione dipende con
continuitd dai dati in un’opportuna topologia.

Per comprendere bene questo concetto possiamo fare alcuni semplici esempi relativi alle equazioni diffe-
renziali ordinarie, considerando i seguenti problemi

u’(t) — 3u'(t) + 2u(t) = 0, u(0) = 2, u'(0) =3 (1.11)
' (t) — 3u(t) + 2u(t) = 0, u(0) =2 (1.12)
u”(t) — 3u/(t) + 2u(t) = 0, u(0) = 2, u'(0) = 3, u”(0) =4 (1.13)

E evidente che il problema (1.11) ammette una ed una sola soluzione u(t) = e’ 4 €. Il problema (1.12) ne
ha infinite del tipo ce’ + (2 — ¢)e?!, ¢ € R, quindi il numero delle condizioni iniziali & insufficiente. Infine
(1.13) non ha soluzioni perche le condizioni iniziali sono troppe.

Il concetto di problema ben posto ¢ nato dalle applicazioni della matematica a modelli fisici. Il1 modello
matematico puo essere considerato soddisfacente solo nel caso in cui per qualche insieme di dati del problema,
ovvero di funzioni assegnate come condizioni al bordo o condizioni iniziali, si ha che la soluzione esiste ed
¢ unica. Comunque questo non & ancora sufficiente. In ogni problema con dati al bordo o con condizioni
iniziali connesso con un reale fenomeno fisico i dati del problema sono trovati mediante misurazioni, che non
possono essere perfette e spesso presentano degli errori.

Il problema puo essere considerato ben posto solo nel caso che una piccola variazione dei
dati del problema porta ad una piccola variazione della soluzione.

Questo non & detto che capiti sempre, anche se il problema ammette esistenza ed unicita di soluzione,
come si vede dal seguente esempio.

Esempio di Hadamard.

Nel piano R? delle variabili (,2) consideriamo 1’equazione di Laplace nella regione t > 0

0%u 0%u
Au=m +gp =0
con le condizion iniziali
0
u(0,2) = (), au(o,x) = p(z) (1.14)

Si dimostra che la soluzione u di questo problema (per esempio di classe C? per ¢ > 0) ¢ unica.
La succesione di funzioni
un(t,z) = e V"™ sin nx

soddisfa ’equazione di Laplace con le condizioni iniziali (1.14)
©=pn(x) = e Vnsin nz, P =, (r) = e V" sin na
E chiaro che per ogni € > 0 esiste un numero n. tale che per ogni n > n.

sup |n(z)] < €, sup [y (z)| <e.
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D’altra parte si vede facilmente che per ogni ¢ty > 0 risulta

. _ . ntof\/ﬁ _
nErJrrloc sgp |t (to, )] ngr}rloo e +o0.

Questo esempio mostra come sia importante tener conto della struttura dell’equazione quando si pongono
delle condizioni al bordo.

Comunque nella definizione di problema ben posto un ruolo importante gioca la scelta degli spazi in cui
si cerca la soluzione.

Riassumiamo la definizione di problema ben posto piu comune.

Siano U e W spazi vettoriali topologici(®). Indichiamo con u € U la soluzione di un dato problema e con
f € Wildato (u e f possono essere anche funzioni a valori vettoriali, perché il dato comprende sia il secondo
membro di un’equazione sia i dati al bordo). Il problema si dice ben posto se

(1) Per ogni dato f esiste una soluzione u del problema.
(2) La soluzione ¢ unica.

(3) La soluzione u come elemento dello spazio U dipende con continuita da f € W.

Se queste condizioni non si ottengono, il problema si chiama mal posto.

Anche i problemi mal posti possono avere significato fisico. Si pensi ad esempio ad una trave sottoposta
al suoi estremi a forze opposte e convergenti parallele al suo asse. La sua configurazione di equilibrio pué
assumere differenti forme, simili ad esempio ad una C o ad una S.

Vediamo il tipo di condizioni pii generali al bordo che si pongono nel caso di equazioni ellittiche di
ordine 2m, ovvero che tipi di operatori frontiera si considerano per avere problemi ben posti.

Siano Bj(z, D), con j =0, --- , k—1, k operatort frontiera definiti su sul bordo in un aperto, con frontiera
sufficientemente regolare, da

Bj(z, D)p(x) = Y bialx) D(z), € dQ, (1.15)

loe| <
dove bj, & definito su di un opportuno spazio. Piu precisamente B;(x, D) rappresenta 'operatore

o — D bja(®)70(D),

[a|<my

dove ¢ & una funzione definita in Q per la quale o (D%¢p), traccia di D%p su 952, & definita in senso classico
oppure nel senso delle tracce degli spazi di Sobolev.
Quindi si considera il problema

Alz,Dyu=f suQ
B(z,D)u=g in 09

Dove B(z,D) = (Bi(x,D), -+ ,Bi_1(x, D)), g(x) = (g1(z), - -+ ,gr—1(x)). Vediamo che tipo di ipotesi si
pongono sugli operatori frontiera

Definizione 1.4.1 Un sistema di operatori {B;(z, D) ?;3 € normale su 0N se risulta

(a) Z bja(x) €Y # 0 per ogni & # 0 e normale a 0N) in x,
ler|=m;
(b) my £ mi per j #i.

8Qvvero spazi vettoriali sui quali sia stata definita una topologia compatibile con le operazioni dello spazio, ossia tale che le
operazioni U x U — U definita da (u1,u2) — u1 +u2 e R x U — U definita da («, u) — au siano contiue.
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Se poi supponiamo che k& = m possiamo dare la seguente definizione.

Definizione 1.4.2 I sistema {Bj(x7D)}T251 ricopre ’operatore A su 0Q) se per ogni x € 02, per ogni
EER™, £+£0 e tangente a O in x, e per ogni & € R™, & #£ 0, normale a 9 in x, i polinoms della variabile
complessa T:

D> bjal@)(§ + 7)Y, =0, ,m—1

|a|=m;

sono linearmente indipendenti modulo il polinomio
m
[[(r =7,
i=1

dove ;" (z,£,&') sono le radici con parte immaginaria positiva del polinomio Ag(x, & + 7E').

In definitiva, nella teoria delle equazioni ellittiche le ipotesi che si pongono per avere risultati significativi
sono

(1) L'operatore A, di ordine 2m & uniformemente ellittico in © con coefficienti in un’opportuno spazio
funzionale;

(2) gli operatori B; sono m;
(3) 1 coefficienti degli operatori B; sono in opportuni spazi funzionali;

(4) il sistema {B;(z, D)}}" *,! @ normale su 9%

(5) il sistema {B;(z, D)}}" *,! ricopre 'operatore A su 99;
(6) Tordine m; di B; & minore o uguale di 2m — 1.
Vediamo alcuni esempi di operatori frontiera.

Esempio 1.4.1 L’esempio pit comune di operatori di frontiera che verificano le ipotesi (1), --- (6) é dato
dal sistema delle condizioni di Dirichlet(®):

o7
i’

dove v ¢ la normale O) orientata verso l’interno.
1l problema

Bj:r)/j: jzoala"'amila

Az, Dyu=f suQ
You = go in 02

Yen—1U = gm—1 in 08
prende il nome di problema di Dirichlet.

Esempio 1.4.2 Le condizioni al bordo di Navier('°). In questo caso si considerano: Bj(z,D)u = A1y
per j =1,---,m, quindi mj = 2(j — 1). Quindi il problema relativo a queste condizioni diventa

A(z,D)yu=f  sufl
U= go in 0N
Au=q in 0

A"y = g1 in 09
9Peter Gustav Lejeune Dirichlet (Diiren 1805 - Gottinga 1859). Fu professore all’universita di Berlino e di Gottinga dove
successe a Gauss. Alla sua scuola si formarono importanti matematici. Ha lasciato importanti opere su teoria dei numeri,
fondamenti dell’analisi, meccanica e fisica matematica.
10, uis-Marie-Henri Navier (Digione 1785- Parigi 1836). Fu uno dei fondatori della scienza delle costruzioni e della teoria sulla
resistenza dei materiali, i cui principi espose in numerose memorie e trattati.
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Osservazione.

Per comprendere meglio 'ipotesi di ricoprimento conviene considerarla nel caso in cui €2 é il semispazio
R?, ovvero I'insieme {(z,t) : € R""!, ¢ > 0}.

Consideriamo la forma caratteristica associata all’'operatore A(n, 7) che, per ogni n € R"~1\ {0}, possiamo
vedere come un polinomio nella variabile complessa 7, la quale ha quindi m radici Ti+ (n) con parte immaginaria
positiva. Poniamo M ™ (n,7) = I, (1 — 7,7 ().

i

Il sistema {B, (x,D)}T:_Ol ricopre ’operatore A su 9 se per ogni € R"~1\ {0}, i polinomi nella
variabile 7, B;(n, ) sono linearmente indipendenti modulo M ™ (n, 7).

Quindi posto

Bj(n,7) = Bj(n, ), mod M*(n,7), ovvero B; = Q;M* + Bj,

I'ipotesi di ricoprimento equivale ad affermare che, se poniamo
m—1

k

Bj(r,m) = Y (7,
k=0

il determinante della matrice {[b’;(n)[}; k=0, ,m—1 é diverso da zero per ogni 7 € R 1\ {0}.

Osservazione.

Se © ¢ un aperto di R™ con frontiera sufficientemente regolare, si dimostra che una funzione v € HJ*(2)
se e solo se u € H™() e you = M1u = -+ = Yp—1u = 0 su 9N (vedi ad esempio [LM] cap. 1, paragrafo
11.4). Per questo motivo il problema di Dirichlet si pué porre anche nella forma

A(z,D)u=f suf

u € H(Q)

1.5 L’operatore A e il calcolo delle variazioni.

Sia Q un aperto di R™, consideriamo il funzionale dell’energia

Flu) = %/Q V() de — /Qf(a:) (@) do = E,(u) — &)(u), (1.16)

sulla classe delle funzioni (ammissibili)

A = {u:Q — R tali che u(z) = o(z), z € 09, F(u) < +oo} (1.17)
dove @ e una funzione assegnata e inoltre
1
Ee(u) = 5/ |Vu(z)|* dz rappresenta l'energia elastica interna; mentre &,(u) = /f(x) u(x) dx rap-
Q Q

presenta l’energia potenziale esogena.
Teorema 1.5.1 Sia A # 0. Se esiste u € A che minimizza F su A, cioé per ogni u € A

F(u) < F(u) (1.18)
allora u ¢é soluzione del problema di Dirichlet

—Au(z) = f(x), z€
(1.19)
u(z) = ¢(z), €0



Viene naturale porsi delle domande prima di dare un’idea della dimostrazione.

1) Quali proprietd debbono avere ¢ e Q affinché esista una funzione u definita su Q tale che tale che u = ¢
su 09 e F(u) < +00?

2) Esiste il minimo di F(u) sull’insieme A ?

Le risposte a queste domande non sono semplici e costituiscono uno dei principali problemi della parte
dell’ Analisi Matematica chiamata Calcolo delle Variazioni.

Dimostrazione del teorema.

Posto
Ap = {u:Q — R tali che u(z) =0, z € 9N, F(u) < +o0},

osserviamo che fissati u € A e v € Aq allora

VieR, u+tve A

Consideriamo quindi la funzione definita su R

PO = Flusto) = 5 [ [Vt )l do = [ folute) + tola)] do =
= %/Q [IVul® + 2tVu - Vo + £ ||Vo|*] dz — /Qf(x)u(a:) dr — t/gf(x)v(g;) dx =

= E(u) + t*E(v) +t / Vu - Vo dr — E(u) — t&(v)
Q
Se prendiamo nella identitéa qui sopra al posto di u la funzione u, che minimizza il funzionale F su A otteniamo
VteR, F(u) < F(u+tv)

ovvero

VteR, F(0) < F(¢)
Poiché F ha in t = 0 un minimo, si deve avere
F'(0)=0
per cui

/Q[Vu - Vo — f(z)v(z)]dz = 0, Yo € Ap. (1.20)

Diremo che u soddisfa ’equazione variazionale (1.20) ovvero che u & soluzione debole di (1.20).
Ora ci chiediamo se u che ¢ soluzione debole di (1.20) ¢ anche una soluzione forte (oppure classica) di
un’equazione puntuale? La risposta ¢ data dal Lemma dimostrato sotto, che partendo dalle identita

/[Vu Vo — f(@)o(@)) do = —/{[div (V) + f(@)]o(@)}dz = 0, Vo € Ao.
Q Q
permette di scrivere

div(Vu) + f(z) =0 < —Au=f.
Lemma 1.5.1 Sia U : Q — R™, U € C'(Q) che soddisfa 'equazione

/QU(I) - Vo(z) — f(z)v(z)dx =0 (1.21)

per ogni v € Ag, v con supporto compatto in Q,(*!)allora per ogni x € Q

divU(z) + f(z) =0 Yz e Q. (1.22)

11Ovvero v & nulla fuori di un insieme limitato e chiuso contenuto in €. Si osservi che questo implica che v = 0 su 9. In
particolare per v € Hj ().

15



Dimostrazione.
Dal teorema della divergenza

/QU(x) - Vo(z) — flz)v(z)de = _/

Q

[divU(x)]v(z)de + /

o0

U@ - vlole) = [ fa)o(e)de, (123
Q
dove v ¢ il versore normale esterno a 9. Poiché v = 0 su 99, da (1.23) segue che

—divU(x) — f(x) = 0 per ogni x € Q.
Nell’'ultimo passaggio abbiamo applicato il seguente lemma, con w = —divU — f,

Lemma 1.5.2 Se w € C°(Q) ¢ tale che per ogni v € Ay risulta

/w(x) v(z) dx =0
Q
allora w(zx) = 0, per ogni x € Q.

Dimostrazione.

Per assurdo: se esistesse zg € {2 tale che w(zg) # 0, ad esempio w(x) > 0. allora, per la continuitd di w
esisterebbero una palla B(z, p), di centro g e raggio p, ed un numero ¢ > 0 tali che per ogni x € B(wxo, p) N
w(x) > § > 0. Sia v con supporto contenuto in B(zg, p) N Q(*2) tale che v > 0. Allora

/Qw(x) v(z) de = /IB($07p)me(x) v(x) dx 2/ 0 v(z) dx >0

B(zo,p)NS2

Esaminiamo ora un altro importante modello fisico: il modello di Kirchoff-Love per una piastra
sottile.

Consideriamo una piastra la cui proiezione verticale sia una regione 2 del piano R? che sia libera di
muoversi orizzontalmente sul bordo.
Il modello dell’energia elastica e

1
J(u) = / [2 (Au)?® 4+ (1 — 0)(uiy — Uy Uyy) — fu| dzdy, (1.24)
Q
dove f rappresenta il carico esterno verticale. u rappresenta la deformazione della piastra nella direzione
verticale. o € la frazione di Poissson definita da o = 2(}\7%, essendo A la costante di Lamé e u dipendente

dal materiale. Per ragioni fisiche si ha che > 0 e di solito A > 0, quindi 0 < ¢ < %
Procedendo in modo analogo a quello visto sopra, minimizzando il funzionale dell’energia otteniamo la
sua equazione di Eulero-Lagrange:

/ [AuAv + (1 = 0)(QUayUzy — UgaUyy — UyyVszz) — fv] dzdy = 0. (1.25)
Q

Per ogni v appartenente ad uno spazio opportuno di funzioni. Da questa mediante le formule di Gauss-Green
otteniamo la seguente equazione, dove v = (v, 15) ¢ il versore della normale esterna, mentre il versore
tangente corrispondente & 7 = (71, T2) = (—va, 11):

A
O:/(Azu—f)vdxdy—i— uvds+
Q o Ov
9 9 ov
+(1-o0) (V] = V3)ugy — 1112 (Ugy — Uyy)| = ds+ (1.26)
o0 87'
9 9 ov
+ [Au + (1 —0) 2o ugy — V5 Uz — V] uyy)] — ds.
o0 ’ ov

12Quindi v ¢ identicamente nulla fuori di questo insieme.
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La verifica di questa identita non e difficile, & solo molto noiosa. Se consideriamo il caso della piastra vincolata
al bordo, quindi u =0 e g—;‘ = 0, ovvero u € HZ(Q). allora in (1.26) le derivate tangenziali sono nulle dato

che la funzione & nulla sul bordo, quindi questa si riduce a

O:/Q(Azu — flvdxdy.

Da questa, ragionando come nell’esempio visto in precedenza, otteniamo che la funzione u & soluzione debole
del seguente problema di Dirichlet

A%y = f in ©
(1.27)
u = % =0 sudf.
In questo caso l'energia elastica e
1 2
J(u) = §(Au) — fu| dxdy, (1.28)
Q

11 calcolo delle variazioni non costituisce I'unico strumento che interpreta i modelli fisici e fornisce problemi
ellittici. Nell’esempio che segue si deduce 1’equazione dal modello eseguendo un bilancio delle forze agenti
sulle parti elementari del materiale in esame. Nel caso che consideriamo si suppone che il materiale che
costituisce la piastra sia uniforme; quindi i coefficienti dell’operatore che otteniamo sono tutti uguali (per
semplicitd a uno). Se il materiale non & omogeneo si ottiene un’equazione con coefficienti non costanti, che
si presenta in forma non variazionale.
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La piastra sottile inflessa.

z

Per questo tipo di strutture valgono le seguenti equazioni (vedi la figura per le notazioni):

Fquilibrio.

ty = Mg,z + Myy,y
by = Myy + Maya ,
loo+tyyt+p = 0
da cui derivando e sommando
My gz + My,yy + 2May zy = —P- (1.29)
Congruenza
Xz = —Wpax
Xy = ~Wyy
Xey = —Way

Legame costitutivo(*?)

13D ¢ la rigidezza della piastra, v & il modulo di Poisson che tiene conto del materiale. Ricordiamo che se h & lo spessore ed

3
E & il modulo di elasticita, vale la formula D = £ 1.
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my = D(xz+vXy)

my = D(xy+vxz)
May = D(1=v)xey
da cui
My = —D(Wgay+1vw,yy)
my = —D(wy, +vw,,) (1.30)
Mgy = —D(1—v)wgy

Da (1.29), (1.30) segue

—D(Wzzzz) + Wyyyy + 2V Wy + 2(1 = V)Waayy = —p

che possiamo scrivere
P
AAw = —.
D
L’equazione che otteniamo in questo caso ¢ un’equazione ellittica del quarto ordine. A differenza delle
equazioni ellittiche del secondo ordine (come quelle in cui compare il laplaciano visto in precedenza) per

queste non vale il principio di massimo(*?).
Ad esempio le funzioni wy = +(z? + y? + 2?) assumono massimo (o minimo nell’origine) e risolvono

AAw =0

Tra le altre cose dimostreremo che una delle conseguenze del principio di massimo e quella di fornire
informazioni sul segno della soluzione dell’equazione Aw = f con f > 0. Si tratta di una questione che si
pone anche per problemi riguardanti equazioni del quarto ordine del tipo(%)

AAw = f, suf)
w = 0, sudf)

ow
% - 0, su 09,

la risposta in questo caso é: “dipende dal dominio”.
Le due questioni a cui abbiamo fatto riferimento sono due esempi dei molti problemi riguardanti le

equazioni ellittiche che si possono presentare.

14Come dimostreremo nel seguito le soluzioni di Aw = 0 assumono il massimo ed il minimo sulla frontiera del dominio.

15Se Q ¢ un dominio con 9 indichiamo la sua frontiera, 88—’5 ¢ la derivata nella direzione della normale esterna.
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Capitolo 2

Esistenza di soluzioni per i problemi
ellittici non variazionali

2.1 Teoria degli operatori vicini: introduzione.
Il concetto di vicinanza tra operatori introdotto da Campanato ¢ contenuto nella seguente definizione

Definizione 2.1.1 Siano X un insieme e B uno spazio di Banach con norma ||-|| , A e B due operatori tali
che A, B : X—B. Diremo che A ¢é vicino a B, se esitono due costanti positive «, k, con 0 < k < 1, tali che
per ogni x1,x9 € X si abbia:

1B(x1) = B(x2) — afA(z1) — A(2)]|| < K[[B(21) — B(z2)] - (2.1)

Ovviamente: ogni operatore ¢ vicino a sé stesso. Infatti basta prendere nella diseguaglianza (2.1): 0 <
a<2eK=|1-al

Il punto di partenza della teoria degli operatori vicini € il seguente teorema che & stato dimostrato da
Campanato, prima nel caso di due spazi di Hilbert, e poi nella forma seguente.

Teorema 2.1.1 Sia X un insieme, B uno spazio di Banach con norma ||.||, A, B siano due operatori tali
che: A, B : X—B, inoltre sia A vicino a B . Sotto queste ipotesi, se B ¢ una bigezione tra X e B, A é anche
una bigezione tra X e B.

Alla dimostrazione di questo teorema premettiamo i seguenti lemmi.
Siano X un insieme e B uno spazio di Banach con norma || - || , A e B due operatori tali che A, B : XY—B.

Lemma 2.1.1 Sia A vicino a B. Valgono le seqguenti maggiorazioni:

|B(@1) = B@)l| < o[l A1) - Alwa)]| (2:2)
1)~ Al < S5 B) - Bl (23)

La dimostrazione del Lemma & una banale conseguenza della maggiorazione (2.1)

Teorema 2.1.2 Sia A vicino a B. L’operatore A é inietlivo se e solo se é iniettivo l’operatore B

La dimostrazione segue dalle maggiorazioni (2.2) e (2.3) del Lemma 2.1.1.

Lemma 2.1.2 Sia B : X — B operatore iniettivo allora X é uno spazio metrico con la metrica indotta

dv(u,v) = ||B(u) — B@)|s, Yu,v e X. (2.4)
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La dimostrazione di questo asserto ¢ ovvia.

Lemma 2.1.3 Sia B : X — B operatore bigettivo allora X € uno spazio metrico completo con la metrica
indotta (2.4).

Sia {up }nen una successione di Cauchy in {X,dx}, ovvero {B(uy)}nep € una successione di Cauchy in
B, e quindi esiste Uy, € B tale che

| B(un) — Usolls — 0.
Sia us tale che us = B71(Us). Quindi
dx (U, Uoo) = [|B(un) — Usslls — 0.

(Dimostrazione del Teorema 2.1.1).
L’iniettivita & conseguenza del Teorema 2.1.2. Vediamo la surgettivita.
Per ogni f € B dobbiamo dimostrare I'esistenza di soluzione u € X dell’equazione

A(u) = f, (2.5)
ovvero
B(u) = B(u) — aA(u) + af = F(u).
Ma per ogni u € X abbiamo che F'(u) € B e quindi esiste uno ed un solo U = Tu € X tale che
B(U) = F(u). (2.6)
In questo modo abbiamo costruito un applicazione 7 : X — X che ¢ una contrazione di X’ in se. Infatti, se
u,v € X elU =T(u), V="T() allora

dx(UV) = |BU) ~ BOV)|ls = [F(u) ~ ()]s = -
1B(w) ~ B@) — alA(w) — AW)]|ls < K |B(w) ~ B@)ls = K dx(u,) |

D’altra parte per il Lemma 2.1.3, lo spazio {X, dx} & completo. Quindi, per il teorema delle contrazioni
esiste uno ed un solo U € X che risolve (2.6 ), e quindi esiste uno ed un solo u € X che risolve (2.5). Abbiamo
cosi provato che A & anche bigettiva.

Teorema 2.1.3 Sia A vicino a B. Se l'operatore B ¢é surgettivo allora anche 'operatore A e surgettivo.
Definiamo sull’insieme X’ la relazione di equivalenza Ry nel seguente modo
uRxv < B(u)= B(v). (2.8)

Indichiamo con [u]x la classe di equivalenza di u e sia X = X'/Ry. Definiamo A* e B* le applicazioni da X
in B come segue

B(lulx) = B(u),  A™([ulx) = A(u).

Queste applicazioni sono ben definite per 2.8. A* & anch’essa vicina a B* con costanti «, K, ed essendo B*
bigettiva risulta che A* ¢ anche bigettiva, ovvero A & surgettiva.
Una delle conseguenze di questi risultati ¢ il seguente teorema

Teorema 2.1.4 (Metodo di continuita,).
Sia {At}ieo,1) uwan famiglia di operatori di un’insieme X a valori in uno spazio di Banach B verificanti
le ipotesi

esiste r € [0,1] tale che A, & una bigezione; (2.9)

esiste ¢ > 0 tale che per ogni s,t € [0,1] e u,v € X wvale
(2.10)
[Ae(u) — Ai(v) = [As(u) = As(V)]lls < clt — 5] [|Ar(u) — A(v)|

allora per ogni s € [0,1] Ag & una bigezione.
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Poniamo I = {t € [0,1] : A; & una bigezione}. La tesi segue dopo aver provato le seguenti proposizioni
per il fatto che [0,1] ¢ un connesso:

(a) I #0;
(b) I & aperto;
(¢c) I & chiuso.

Dimostrazione di (a): I # () perché r € I.

Dimostrazione di (b): sia t € I e § > 0 tali che per ogni s € (t — d,t + ) N[0, 1] si abbia k = |t — s| < 1.
Per (2.10) si ha che Ay ¢ vicina a A; quindi per il Teorema 2.1.1 A & una bigezione.

Dimostrazione di (c): Sia {t,}neny C I una successione convergente a t, € [0,1]. Osserviamo che
definitivamente risulta k = c|t,, — to| < 1. Anche in questo caso abbiamo che A;_ _ & vicino a A;, e quindi
& una bigezione, dunque to, € I.

Se un operatore tra spazi di Banach ¢ differenziabile secondo Frechét, il seguente teorema stabilisce quando
esso € vicino al suo differenziale.

Teorema 2.1.5 Siano Y e Z spazi di Banach con norme rispettivamente || - ||y, || - ||z, F : U(yo) — Z una
funzione definita in un intorno U(yo) del punto yo € Y che soddisfa le ipotesi

(1) Fe ' Uy)):
(i) 4l differenziale di Frechét, F'(yo) di F in xq, & invertibile come applicazione lineare di' Y in Z.

Allora esistono un k € (0,1) ed un intorno W(yo) C U(yo) tali che per ogni y1, y2 € W(yo)

| F" (yo)(y1 — y2) — [F(y1) = F(y2)lllz < kIF'(yo)(y1 — y2) |z (2.11)

Questo risultato, con i teoremi (2.1.2) e (2.1.3), fornisce un’altra dimostrazione del teorema di inversione
locale per operatori tra spazi di Banach.
Prima di dimostrare il teorema, richiamiamo alcune nozioni riguardanti il calcolo differenziale in spazi di
Banach.(!)
Siano B; eBs spazi di Banach e F': i — By con U aperto di By. Diremo che F' ¢é differenziabile secondo
Frechét in ug € U se esiste un’applicazione lineare e continua L, con L : By —> Bs tale che
_ |[F'(uo +h) — F(ug) — Lh||z,

lim
h—=0 75,

=0 (2.12)

L si dice differenziale di Frechét di F in ug e si indica con dF (ug) o anche F”'(ug).
Osservazione 2.1.1

e Se By =R" e By = R™ il differenziale s.F. coincide con il solito differenziale definito tra questi spazi.
o Se F' ¢ differenziabile secondo Frechét in ug allora F € continuo in ug.

e dF(ug) é univocamente determinato da (2.12).

LPer approfondire vedi ad esempio [23]
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Diremo che F ¢ differenziabile con continuita in ug se & differenziabile in un intorno di ug e se u — dF(u)
¢ continua in ug. Con L(By, Bs) indichiamo lo spazio delle applicazioni lineari e continue di B; in Bs, possiamo
quindi scrivere dF'(u) € L(B1, Ba).

Con la notazione C!(I) indichiamo lo spazio vettoriale delle F' : &/ — Bs che sono differenziabili con
continuita in ogni u € Y.

Anche per le funzioni differenziabili in spazi di Banach vale la regola di derivazione di funzioni composte:

Se F : U — By ¢ differenziabile in w € U C By, G : By — Bs ¢ differenziabile in F(u) allora G o F' ¢&
differenziabile in u e d(G o F)(u) = dG(F(u)) o d(F(u)).

Vale inoltre il teorema della media nella forma seguente:
se u,v € U ey & un segmento di estremi u, v contenuto in U e F € C*(U) allora

|1F(u) — Fv)|lg, < Ek|lu— v, Yu,vel. (2.13)

dove k = sup | dE (W)l £(8,,8,)-
wey

Sia G : [a,b] — Z, allora ¢ possibile definire 'integrale f; G(t) dt. Pit precisamente si chiama integrale
(secondo Riemann) di G su [a, b] quell’elemento z € Z verificante la proposizione:
per ogni € > 0 esiste 6 > 0 tale che per tutte le partizioni a =ty < t; < --- < t, = b con ampiezza

mMax;=1.... n|t; —t;—1| minore di ¢ e per ogni scelta di 7 € [t;—1 —t;], coni=1,--- ,n vale

n

ZG(T,)(t, — ti—l) —Z

i=1

<e.

Z

In tal caso poniamo
b
.= / Glt) dt.

Si dimostra facilmente che se G & continua su [a, b] allora & integrabile secondo Riemann su [a,b]. Non &
difficile dimostrare che
b
/ G(t) dt
a

Sia poi G : Q — Z, dove Q aperto di uno spazio di Banach Y e G € C'(Q). Allora per ogni 41,92 € €, tali
che il segmento che li unisce & contenuto nell’aperto, si dimostra facilmente che

b
g/ 1G (1)l dt. (2.14)

Glyn) — Gln) = / G (g1 + s — 1)) (o — 1) dt = [ / /(s + vz — 1)) dt| (v2— ). (2.15)

Dimostrazione del teorema (2.1.5).

Per il teorema dell’immagine aperta di Banach, esiste 4 > 0 tale che per ogni v € Y’

Sllvlly < I (yo)vllz- (2.16)
Inoltre essendo F di classe C! per ogni ¢ > 0 esiste W(yo) tale che per ogni y € W(yo), v €Y

I1F" (yo)v = F'(y)vllz < 1F(yo) = F'W)llcv,z) Iolly < ellvlly- (2.17)

Tenuto conto di questo possiamo procedere nel modo che segue.
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1P (o) (91 — w2) — [F () — F(ya)]llz = HF’<yO><y1 ) - /O s

IN

= H <Iz - [/01 F'(y2 +t(y1 — y2)) dt] [F’(yo)]‘l) F'(yo)(y1 — y2)

Z

<, - [ [ F e o - yz»dt} Feol | 1P ) - w2

£(2,2)

Otterremo la tesi provando che per ogni 1, y2 € W(yo)

M(y1,y2) = <k<l.

Iz - Uol Fl(y2 +t(y — yz))dt] [F" (y0)] "

£(2,2)

Posto y = [F'(z0)] 'z, possiamo scrivere

<k

™ HF’(yo)y - [fol F'(ya +t(y1 — y2)) dt] yHZ
Wve) = sup T olz

Siano € > 0 e W(yo) rispettivamente il parametro e 'intorno determinati sopra. Non essendo restrittivo
supporre W(yg) convesso, risulta per ogni y1, y2 € W(yo): y2 + t(y1 — y2) € W(yo), se t € [0,1]. Inoltre

IN

HF’(yo)y - [/01 F'(y2 4 t(yr — yz))dt} y

Z

IN

Iyl

<|
L(Y,Z)

/0 [/ (ys + (s — ) — F'(yo)] dt

< { [N e+t =) = Pl dt}nyn < < Il

In conclusione

Y
M(y1,y2) < e sup ﬁﬁ

=k<1.
yeY,y#0 ||F/(yo)y||z

<
)

Osservazione.

In margine alla dimostrazione, si osservi un’ulteriore risultato, ovvero che per (2.16) e (2.17), scegliendo
¢ in modo che k = § < 1, otteniamo la vicinanza tra F'(y) e F'(yo):

17" (yo)v = F'(y)vllz < K[ F'(yo)ll 2.

Di conseguenza, essendo F'(yo) invertibile per ipotesi, per il Teorema 2.1.1 anche F’(y) & invertibile per ogni
y € W(yo).
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2.2 Teoria degli operatori vicini ed equazioni non variazionali:
breve storia.

L’idea di introdurre il concetto di wicinanza tra operatori trova la sua origine nel problema di dimostrare
I’esistenza ed unicita di soluzioni di problemi non variazionali del tipo seguente.

uwe H? N HY(Q)

n (2.18)
Z a;j(z) Dijju(xz) = f(z), in Q.

4,j=1

dove: f € L?(Q), Q & un insieme limitato di R™, che per semplicitd supporremo, in questa parte, convesso,
mentre a;; € L>=(12) e la matrice {a;j}; j=1,... n & uniformemente ellittica su { e simmetrica.(?)

Se n > 2, il Problema (2.18) non & ben posto in generale sotto le sole ipotesi di ellitticita uniforme sulla
matrice dei coefficienti (vedi esempio alla fine del paragrafo).

Sono dunque necessarie delle ipotesi piu restrittive sui coefficienti per provare ’esistenza ed unicita delle
soluzioni del Problema (2.18). Ovvero ipotesi di maggiore regolarita dei coefficienti, ad esempio a;; € C°(£),
oppure di tipo algebrico sulla matrice come ad esempio la Condizione di Cordes e la Condizione A,.

Condizione 1 (Condizione di Cordes)
Sia A(x) = {ai;j(x)}i j=1,... n una matrice tale che ||A(;10)||]Rn2 #0, g.o.. in Q. Diciamo che A(x) soddisfa
la Condizione di Cordes se esite € € (0,1) tale che

2
Mzn_l—i_& a.e. in Q. (2.19)
i lajx

Condizione 2 (Condizione A,) (¢)
FEsistono tre costanti reali o,v,6 ed una funzione a(x) € L>®(Q), cono >0,~v>0,6 >0, v+ <1,
a(x) > o >0, tale che

1/2
n n
E fu - a(x) g alj( gz] <~ § f +0 E gzz 5 (222)
i=1 i,j=1 i,j=1 =1
2
J— n 3
Vf = {gij}i,j:l,m,n € R", a.e. in Q.
2Questa non & un’ipotesi restrittiva, in quanto possiamo scrivere:
_ Qg t+ Qg Qij — Qji —
aj; = 2 + 3 = a;; +a iy,
azg- sono i coefficienti di una matrice simmetrica, mentre a;j sono i coefficienti di una matrice antisimmetrica. Risulta
— _ 1] - Jr 1] . Jl 1] . JT .. _
Do agDgu= 3 o= 30 SEDyu— 3 rDgu= 3 —IDiju = 3 SrDju=0.
ij=1 i,j=1 ij=1 i,j=1 i,j=1 i,j=1

3La condizione Condizione Ay implica I'uniforme ellitticita su Q. Infatti in (2.22) prendiamo la matrice & = {&;;}i,j=1,- ,n
del tipo & = {n;n;}i j=1,... ,n. Sostituendosi ha

n n

Doni —a@) Y ag(@)nin

i=1 i,j=1

1/2

1,7=1

Da cui segue

L= () > < a@)S ais(@) min; = (Z ST < S a (@i (2.21)
=1 =1 =1

i=1

Dove p = supa(x).
Q
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Si dimostra che queste due condizioni sono equivalenti (vedi [27]). Vediamo come il Problema (2.18) viene
risolto utilizzando quest’ultima ipotesi. Iniziamo esponendo l’idea che ha portato alla formulazione della
Condizione A, per risolverlo.

Consideriamo

Au=a(z)f + Aw — a(x) Z a;j(x) Dijw(z) (2.23)

ij=1

e definiamo un’applicazione T : H2NHE(Q)—H?NH () che associa ad ogni w € H2NHE () la soluzione
u € H2N H}(Q) dell’equazione (2.23).(*)

Proveremo che il Problema (2.18) ammette una ed una sola soluzione se dimostriamo che 7 ¢ una
contrazione dello spazio H? N H}(Q) in se.

Per fare questo prendiamo [|Aul[12(q) come norma in H? N Hy(€2), perché |lullg2(q) e [|[Aul|r2(q) sono
equivalenti in H? N H}(Q). Infatti ¢ evidente che |Aullz2(0) < c||ul m2(q). Mentre inversa segue dall’os-
servazione fatta in precedenza che Au = f ammette una ed una sola soluzione in H2 N H}(Q2), oppure dalla
maggiorazione di Miranda-Talenti(®) che utilizzeremo nelle stime che concluderanno la dimostrazione.

Quindi, tenuto conto che la matrice dei coefficienti A(x) verifica la Condizione A, e che vale la maggio-
razione (ya + db)? < y(y + §)a® + §(y + §)b?, Va, b € R) (%), possiamo scrivere

4Dimostreremo pit avanti che per ogni w esiste una ed una sola soluzione u, non solo nel caso dell’operatore A ma anche per
operatori ellittici variazionali con coefficienti di classe CT.

5Maggiorazione di Miranda-Talenti: se 2 & convesso, allora per ogni u € H22(Q) N HS‘Z(Q) risulta
n

> [ D@l do < Al

ij=1"%

Questa segue dalle identit4:

> (Dijw® + Y [DiuDjju — (Dyu)?] = (Aw)?,
ij=1 ij=1

che ¢ evidente, mentre & molto complicato dimostrare (vedi [21])

n n
/ S [DisuDyju — (Diju)?|dz = —(n — 1)/ H(z) S (Dyw)? do,
Q4 5=1 o0 i=1
dove H(z) & la curvatura media di 02 che & non positiva in ogni punto = € 9Q se 2 & convesso.
6

(ya + 6b)% < y(y+ 8)a? + 6(v + 6)b? < +2a? + 2vdab + 62b% < v%a? + vda? + v5b? + 6%b? —

(supponiamo § > 0, se § = 0 risulta banalmente vera) <= 2ydab < yda? + v6b? < 2ab < a? + b

26



17 (w1) — T(MQ)H%[?QH&(Q) = [lua _u2||§120Hé(Q) :/Q [Aur — Aug|? do =

n

= /Q |Aw; — a(x) Z a;j(z) Dijwi(z) — [Aws — a(x) Z a;;(x) Dijwa(x) 112 de =

= /Q [Awy — Aws — a(x) Z aij(z) Dyjwy (x) — wa(z)]* dor <

i,5=1

(per la Condizione A,)

[

n

< [ S [ 1Pstwn = )|+ 61Aw = wa)] o da <

ij=1

S/Q V(7 +0) Y Dij(wr — wz)? +6(v +6) |A(wr — ws)|* | da <

4,j=1

(per la maggiorazione di Miranda — Talenti)

< (+0)% [ A(wr —wo)[2a
Da questa si deduce che 7 & una contrazione dello spazio H? N H}(€2) in sé.

La dimostrazione che il Problema 2.18 ammette esistenza ed unicitd di soluzione pué essere schematizzata
nel modo che segue ricorrendo quindi, direttamente, ai teoremi sugli operatori vicini che abbiamo provato in
precedenza.

Bu = Au

Au = Z a;j(z) Diju(x)
ij=1

X = H’NH}Q)

B = L*Q)

Ovvero si puo dedurre che 'operatore u — Z?jzl aij(z) Dijju(x) & una bigezione tra H2 N H () ed
L?(2) come conseguenza dei seguenti fatti:

1. 37—y aij(x) Diju(r) & in una certa relazione algebrica con A;
2. Au & un bigezione tra H2 N H}(Q) ed L?(2) (questo fatto & dimostrato nei prossimi capitoli).

Le precedenti osservazioni sono sostanzialmente il metodo di appplicazione della teoria degli operatori vicini:
in pratica dalla Condizione A, abbiamo ottenuto che A & vicino a B , mentre dal Teorema 2.1.1, poiche B
& una bigezione tra gli spazi considerati anche A & una bigezione tra di essi.

Il seguente controesempio prova che il problema di Dirichlet non ¢ ben posto in H? N H}(Q) con dato
f € L?(Q) se i coefficienti dell’'operatore sono L () per n > 2.
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Sia = S(0,r). Consideriamo I’equazione

A(w) =Y aij(z) Diju(z) =0, (2.24)

ij=1
dove
T4 Ty n— n
aij(x)=6ij+b‘|x”2, b=-1+1— A<l z€R" (2.25)

La matrice ¢ uniformemente ellittica su €2 :

n

S (o) oo -3 ¢ 3 v -
i=1

ij=1 i5=1

— e (1+6Y mﬁﬂﬁfn > el (e > 0)

ij=1

perche b > —1e

N I3 _ >y l’ifi)2 <1
Z [l 112 lzl2)1€0?  —

Si vede facilmente che questa matrice non verifica la Condizione di Cordes.
La funzione

ij=1

u(x) = [|lz[|* = (2.26)
& una soluzione di (2.24), perché:
Diu(z) = Ma|*?
Dyu(z) = M| (A= 2)ziz; + 6ij [l]?].
Inoltre n
D;ju e LY(5(0,r)) if ¢< T—x
mentre

Dyjue LP(S(0,7)) if p< %
Se A — 1~ allora p — n e ¢ — +00. Cosi che per valori di A vicini ad 1 abbiamo che u € H*2(), purché
n > 2.
Osserviamo che anche la funzione v(x) = 0 & una soluzione di (2.24). Il problema non ha quindi unicita
di soluzione.

La teoria degli operatori vicini consente di provare 'esistenza ed unicita di soluzione del Problema 2.18
nel caso di dimensione n = 2 (con coefficienti dell’operatore L*°).

Il primo passo consiste nel provare che nel caso bidimensionale 'uniforme ellitticita e la Condizione A,
sono equivalenti. Il fatto che la Condizone A, implichi 'uniforme ellitticita e gia stato osservato in precedenza.
Verifichiamo che ogni matrice A(z) uniformemente ellittica su {2 verifica (2). Poiche A(z) & reale e simmetrica,
possiamo determinare gli autovalori reali A1(x), A\a(z) e considerare la matrice

)\1(.’1)) 0
I(z) =
O )\2 (I)
Per l'ipotesi di ellitticita risulta inoltre che esite v > 0 tale che, per q.o. = € Q, A\i(z) > v, Aa(z) > v.

Osserviamo che le matrici I — a(z)I'(x) e I — a(z)A(z) hanno gli stessi autovalori e quindi le loro norme
sono uguali:

I = a(@)0(@)[les = [T = a(@)A(@)[[rs = [|(1,1) — alz)(Ai(2), Aa(2))]|e2-
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Si tratta quindi di provare che esiste una funzione a(z) € L>®(Q2), a(x) > o > 0 q.o. in Q tale che per ogni
matrice £, 2 X 2, si abbia

Y Gi—alz) Y ai(@)€;] = (I — a(@)A@)[¢)| <
i=1 i,j=1 (2.27)

< = a(@)A(@)[|lra[€llrs = (1, 1) = a(@)(M(2), Ao (@) [|r2[[€llrs < plIE]lRs,
con p € (0,1). Ovvero
1,1) = a(@) (@), M@l < p == @@)P3) + X)) — 2a(@) () + @) +2 - 5 <0.

Che ammette una soluzione reale a(z) se e solo se
(@) + A2(@)? = A(2) + M3(2)](2 - p*) 2 0 =

Da cui posto, M = max sup [Ai(2)|, deduciamo
i=1,2 @

2)\1(.’1)))\2(33) >L2
A2(x) + N3(x) = M?

Otteniamo la tesi scegliendo

[1— (&)ngea(z) = W

Il valore determinato corrisponde al punto di minimo della funzione ¢t — ¢ || A(z)||? — 2t(I|A(x)) + 2 — p.
Si tenga presente che

IN

ULZ’\?(I)] M. Y ag@)6g > Aa@)El? > vlel®

ij=1

dove A\p,(z) = min{\;(z), i =1,---, n}.

2.3 Esistenza di soluzione per il problema non variazionale con
coeflicienti regolari

Come abbiamo visto nel paragrafo precedente lipotesi che i coefficienti di un operatore ellittico non
variazionale siano L> non & sufficiente a garantire che il relativo problema di Dirichlet sia ben posto in
H? N HYQ) con dato f € L?(2). Per ottenere la buona posizione del problema in questi spazi occorre
mettere dellle ipotesi piu restrittive sui coefficienti. Queste sono di due tipi:

(a) ipotesi di tipo algebrico: la Condizione di Cordes o la Condizione A, viste nel precedente paragafo.
(b) ipotesi di maggiore regolaritd, ad esempio a;; € W1"(Q) oppure a;; € C°(Q)

In questa parte illustriamo il metodo di N. S. Bernstein con il quale si dimostra ’esistenza di soluzione
per il problema di Dirichlet relativo ad un’equazione non variazionale con coefficienti regolari: a;; € Co(Q).

Questo metodo parte da maggiorazioni a priori (ossia maggiorazioni che riguardano soluzioni delle quali
non si conosce ancora l'esistenza) e arriva a provare l'esistenza delle medesime. Il primo passo di questa
tecnica e il principio di massimo.
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Definizione 2.3.1 Una funzione soddisfacente

z": a;;(x) Dijju(x) > 0, (< 0) in Q, (2.28)

ij=1
st definisce sottosoluzione (supersoluzione) dell’equazione

n

Z a;j(z) Dijju(z) = 0, inQ, (2.29)

ij=1

Teorema 2.3.1 (Principio di Massimo o di minimo) o
Sia u € C*(Q2) N C%Q) una sottosoluzione (soprasoluzione) dell’equazione (2.29) con a;; € C°(Q) e la
matrice A(xz) = {a;j()}ij=1,... n uniformemente ellittica su Q. Allora

max v = maxwu, (minu = min u). (2.30)
a B19) a 90

Dimostrazione.

Supponiamo come primo passo che in (2.28) si abbia

E": a;j(z) Diju(xz) > 0, (< 0)in Q, (2.31)
ij=1

Se xg fosse un punto di massimo relativo (minimo relativo) interno ad Q la matrice hessiana H(xzp) =
{D;ju(xo)}i j=1,.. n sarebbe semidefinita negativa (positiva). D’altra parte A(x() ¢ definita positiva (nega-
tiva) e dunque (7)

n

Z aij(zo) Diju(zo) < 0, (= 0) in ©, (2.32)

ij=1

Ma questo contraddice (2.31). Supponiamo ora che in (2.28) valga “>” (“<”). Consideriamo per ogni ¢ > 0
la funzione

ue(z) = u(@) + ezl (ue(2) = u(@) — elz|?),

che soddisfa (2.31) e quindi risulta

mgx Us = MAX Ue, (mﬁin U = n{;%ln Ug). (2.33)

Passando al limite per € che tende a zero si ha la tesi.

TInfatti se poniamo A = A(zo), H = H(xo) e consideriamo le matrici unitarie U, V che riducono rispettivamente A, H in
forma diagonale, ciot U*AU = A s, V*HV = Ag, dove Ay = {@; 0;5}i=1,... ,n, A = {Bi dij }i=1,... ,n, POssiamo scrivere

> ay(x)) Diju(zo) = (A|H) = (UU*AUU*|VV*HVV*™) =
i,j=1

= (UAAU*|VARV*) = (AqU*V|U*VApR) = (AaQ|QAH) =
(dove U*V = Q = {¢ij }i,j=1,--,n ),

= > iaqiaiiB = Y, qjoif; <0

i,j=1 i,j=1
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Corollario 2.3.1 Se u € C?(Q)NC%(Q) ¢ soluzione dell’equazione omogenea

> aij(z) Diju(z) = 0, in Q, (2.34)

4,J=

=

con a;j € C°(Q) e la matrice A(z) = {a;j(x)}ij=1,... n uniformemente ellittica su Q. Allora u assume su O
sia 1l valore massimo che il valore minimo.

Come conseguenza di questo fatto otteniamo il seguente risultato

Teorema 2.3.2 Se u € C?(2) N C%Q) ¢ soluzione del Problema di Dirichlet

n

3 (@) Dyulx) = f(a), inQ
i,j=1 (2.35)

u(z) = g(x), su o,

con a;; € C°(Q) e la matrice A(z) = {a;j(z)}i j=1,.. n uniformemente ellittica su 2, allora é unica.

Per assurdo, se u1 e uy allora v = u; — ug risolverebbe il Problema di Dirichlet omogeneo

Z a;j(z) Diju(z) = 0, in Q,
i,j=1 (2.36)

v(xz) =0, su 09,

da cui per il Corollario 2.3.1 v = 0 e dunque v; = vs.

Osservazione
E possibile provare un principio di massimo anche per operatori con coefficienti L>. Sia A(z, D)u =
n
Z a;j(x)Diju(x) + Zb ) + c(z)u(z) operatore ellittico su . Poniamo A(zx) = {ai;(z)}i ),
i,j=1

D(z) = det A(z), D (I) = [D(z)]. Quindi D* ¢ la media geometrica degli autovalori della matrice dei coeffi-
cienti della parte principale dell’operatore, in particolare: A(z) < D*(z) < A(z), dove A(z) e A(x) sono rispet-
tivamente il pit piccolo ed il piti grande autovalore della matrice A(z). Poniamo inoltre u* = max {£u;0}.
Vale il seguente teorema (per la dimostrazione vedi ad esempio [12], cap. 9, par. 1).

Teorema 2.3.3 (Principio di massimo di Aleksandrov-Bakel’man-Pucci) Poniamo
b(x) = sup{|b;(z)| : i =1,--- )1 € Q}. Seb(z)/D*(z), f/D*(z) € L™(Q), c(x) <0 in Q, Az, D)u >
f(z) g.o. inQeduecC'Q)N W "(Q) allora

loc

blslzpu <5upu + Cf /D |

dove C' ¢é una costante che dipende solo da n, dal diametro di Q e da ||b(x)/D*(z)|

Ln(Q)-

Si noti che da questo teorema ricaviamo che se un problema di Dirichlet ha soluzione in C%(Q) N VVlQO(:L(Q)
questa € unica.

Il passo successivo nella dimostrazione dell’esistenza di soluzioni per il Problema di Dirichlet e la seguente
maggiorazione a priori

Teorema 2.3.4 Se 0Q) ¢ di classe C3euc sz N Hé’2(Q) ¢ soluzione del Problema di Dirichlet 2.35, con
g =0, dove a;; € C%(Q), a € (0,1), f € C**(Q), allora Djju € C%(Q) e si ha

Z IDgjullgo g < ¢ | 1f1E0a@ + X IDyulta | (2.37)
ij=1 i,j=1

dove ¢ = c(Q, v, ||ajl|co.a ), con dipendenza monotona crescente dalle norme ||ai;| co.o g))-

31



Conseguenza di questo teorema e il seguente.

Teorema 2.3.5 Dati aperto limitato di R"™, con o0 di classe C3, {aij}ij=1,.. n matrice uniformemente
ellittica su 2, con a;; € CO*(Q), a € (0,1), esiste una costante positiva ¢ = c(Q, v, ||aij||co,a(§)) tale che per

ogni f appartenente a C%*(2), se u & una soluzione H*2(Y) del problema

n

> aij(x) Diju(z) = f(x), inQ,
i,j=1 (2.38)

u(z) =0, su 09,

allora vale la maggiorazione

2o < e (112n0m)- (2.39)

> IDijul

ij=1

Dimostrazione.

Se la tesi fosse falsa potremmo trovare
(1) un Q aperto limitato di R™ con 9 di classe C?,
(2) una matrice di coefficienti a;;(z), uniformemente ellittica su , con a;; € C%*(Q),

tali che per ogni k € N esiste f, € C%%(Q), ed in corrispondenza u;, € H*%(Q) soluzione del problema di
Dirichlet

n

Z aij(z) Dijug(z) = fr(z), in Q,
e (2.40)

up(z) =0, su 99,

verificanti
> IDsguklda > & (1eloeg ) - (2.41)
ij=1
Poniamo(®)
Vg = T gk = L
|D?ugllo.0” [1D2ullo.0”

e consideriamo i problemi

i,j=1 (2.42)

Per (2.37)

n
2 2 2
> IDijurllf o = 1D?ullf o
ij=1
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n
Z ||ngvk||co a(Q) <c ”ngQCO"’(Q) + Z HDij’UkH?J,Q

17=1 i,7=1

Da cui, essendo || D?vi[lo,0 =1 e ||gr[|co.a(q) < £ segue

n
S 1Dyl < ( - 1)

ij=1
Quindi la succesione {vg }ren risulta limitata in C%(Q2). Per il teorema di Ascoli-Arzeld possiamo allora

ricavare una sottosuccessione che converge ad una funzione v, uniformemente in C?(2). Poiché gx tende a
zero uniformemente in 2, v é soluzione forte del problema

n

S aiy(@) Digv(w) = 0, in Q,
i,5=1
v(xz) =0, su I

Per il corollario del principio di massimo si ha che v = 0 su €2, ma questo ¢ in contraddizione con
2 9
D)o, > 2n2|Q|( )-

Da questi due teoremi deduciamo il seguente corollario(1?)

Corollario 2.3.2 Nelle ipotesi dei teoremi precedenti per la soluzione u del Problema di Dirichlet (2.85),
con g = 0, vale la maggiorazione

[ullgza@) < cllfllcon@): (2.43)

Siamo ora in grado di provare il seguente teorema
Teorema 2.3.6 Sia Q un aperto limitato di R™ con frontiera 0Q di classe C* e siano a;; € C%%(Q),
€ (0,1), per i quali esiste v > 0 tale che per ogni & € R™, per ogni x € § si abbia

n

3 as(@) 66 > vlel?, (2.44)

ij=1

9Perché per k grande, dato che vy, converge uniformemente a v in C2(Q), possiamo scrivere
1
1= Z HD”kaO o< n2|Q|maac{sup |Dsjor|?, =1,---,n} < 5 +n2|Q||D%v||2, o
3,j=1
10Segue dai risultati precedenti tenendo presente quanto segue. Diju € C%%(Q), allora per ogni x, y € Q

V@I < 4{Vu(e) — V@I + [ Vu@?} < 4 {ID%u@)]20.0 g Iz — 9l + [Vu)|?} <

¢ (diam Q)2 {|D?ul2 0 g + [Vu(y)?}
Integrando rispetto a y su 2
IVu@I? < e {ID?ulZ0 o g + IVullF2(0) } -

D’altra parte, essendo u = 0 sul bordo, risulta
lu(z)| < c(dg) sup [[Vul|.
Q

Infine si deve utilizzare il fatto che in H? ﬁHé’Q (€2) risultano equivalenti le seguenti norme (vedi I’Osservazione 3.1.1 del Capitolo

successivo):
lullw2.2 o) e 1D%ullp2(q)-
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allora per ogni f appartente a C%(Q) il problema di Dirichlet

n

Z a;j(z) Diju(z) = f(x), in Q,
i,j=1 (2.45)

u(z) =0, su O0N.
ammette una ed una soluzione appartenente a C*(€2) e per essa vale la maggiorazione

[ullgza@ < cllfllgoa @) (2.46)

Dimostrazione

Per dimostrare il teorema utilizziamo il Metodo di continuita considerando la famiglia di operatori A;(u)
cosi definita

A = (1 —t)vAu + ¢ Z a;j Diju, t€l0,1]. (2.47)

i,j=1

I coefficienti di ciascun operatore A;, ovvero ag-) (x) = (1—t)vd;j + ta;;j(z) verifica (2.44). Come conseguenza
del Corollario 2.3.2 si ha che per ogni u € C*%(Q) N CY(N) vale(*!)

||“Hc2,cx(§) < CHAtU”cO-,a(ﬁ)v (2.48)
dove la costante non dipende da t. Verifichiamo quindi le ipotesi del Teorema 2.1.4 considerando come

spazi X = C%2(Q) N CY(Q), B = C%(Q). L'ipotesi (2.9) & verificata per t = 0 perché l'operatore A & un
isomorfismo tra X e B.(12) Per la verifica di (2.10) possiamo scrivere

[Aiw = Asull o = [t — sl ||[vAu — Z a;; Diju <

ij=1 Co (@)
< clt — sl l|lull 2.0 (2.49)
(per il Corollario 2.3.2)

<ciclt — s ||Atu||coya(ﬁ)-

Hinfatti posto A¢u = f; possiamo applicare il corollario al problema di Dirichlet

n n

Z (1—tyvAu + ¢t Z a;j Diju = fie(z), in Q,

i,j=1 i,j=1
u(z) =0, su ON.

Osserviamo anche che la costante di ellitticitd di A; vale v per ogni t € [0, 1], mentre la norma || A¢| 5, (@) ¢ maggiorata dalla

norma || A1l 4 (@) Ricordiamo anche che C8(9) & lo spazio vettoriale delle funzioni continue su Q che si annullano su €.
12Vedi Capitoli successivi.
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Capitolo 3

Esistenza di soluzioni per i problemi
ellittici variazionali

3.1 Il problema di Dirichlet nel caso di un’equazione del secondo
ordine

Teorema 3.1.1 (Maggiorazione di Poincaré). Sia Q aperto limitato di R™ con frontiere sufficientemente
; 1,p
regolare. Per ogni w € Hy"(Q), p > 1, vale

PP d
[P @ < 222 [ vu@)r do (3.1)
Q nP Jo
dove dg € il diametro di ).
Dimostrazione.
Peri=1,--- ,nepery=(y1, - ,yYn) € Q, integrando per parti

/Q|u(x)\p dr = /Q|u(gc)\p Di(z; —y;) dx = —p/Q |u(z) P~ Diu(z)(x; — yi) sgnu(x) du.

Sommando rispetto ad i, posto i + % =1 ed applicando la maggiorazione di Schwartz-Holder

n / )l do = pd / (@)~ Daul) (i — 3:) sgnu(z) do < p / P | V(@) |z — gl de <
(3.2)

1
7

1
§de/ |u\§||Vu(x)||% dx < pdg </ |u|P dz)p (/ IVu(z)||P d:c)p.
Q Q Q

Da cui semplificando otteniamo la tesi.

Osservazione 3.1.1 La maggiorazione di Poincaré ci permette di prendere ||Vul|o.q come norma in H}(Q).
Non solo, ma un’altra conseguenza ¢ che possiamo prendere || D?ullo o come norma in H*NH(Y). Infatti
basta osservare, integrando per parti, che

/ [Vu(@)|* dz = —/ Au(z)u(z) de < [|Aufogluloga < c(n, da)l|Aullo.of Vulo.a
Q Q

da cui
IVulloe < e(n, do)||D*ullo.o-
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Osservazione 3.1.2 [l metodo che abbiamo seguito per provare la (3.1) ci ha consentito di fornire una dipen-
denza esplicita della costante dai dati del problema (dimensione, indice di sommabilitd, diametro dell’aperto).
C'i chiediamo se questa é la costante migliore. Ovvero quella che verifica

. [Vullo.q 1 }
—=inf{ — u e Hy(Q) ;.
= s a(®)

Nel caso p = 2 ne possiamo indicare una valutazione, anche se una sua precisa determinazione non é in
generale banale. Per fare questo basta fare ricorso alla teoria degli autovalori dell’operatore —A. Ricordiamo
a tale proposito che A\ € RT ¢ autovalore di —A in Q se esiste u € H}(Q) \ {0} tale che —Au = \u. 1l
teorema sugli operatori compatti ed autoaggiunti ci permette di stabilire che esiste un’infinitd numerabile di
autovalori, 0 < Ao < Ay < -+ < A\; < -+, per i quali lequazione ha soluzione non nulla. Inoltre le relative
autofunzioni costituiscono una base numerabile di L*(2)(*). Da tutto questo deduciamo che il primo degli

autovalori verifica
. { [Vl
Ao = min{ ——5—2—

2
0,02 1
=, uw € Hy(Q) p.
HUH%,Q ’ }

Infatti il minimo é realizzato proprio dall’autofunzione relativa a Ao, quindi la migliore costante € ¢ = Novs.

quindi per ogni u € H&’z Q)
1
[ulloo < —=[IVullo,0-
VAo

Osservazione 3.1.3 Utilizzando (5.1), per induzione si dimostra che esiste una costante positiva ¢ = c¢(n, p)
tale che per ogni u € HY"P (), p> 1, m > 1, vale

o] <m—1 h=1

Z /Q|D“u(x)|p dx

la|=m

Prima di dimostrare che il problema di Dirichlet & ben posto, diamo una caratterizzazione dei duali degli
spazi di Sobolev. In particolare ricordiamo che per ogni s > 0 si definisce

H™(Q) = (H5 ()"
Essendo D(2) denso in H(€2) (per definizione), allora
H™*(Q) c D'(Q).
Vale il seguente teorema di struttura dello spazio H~™.

Teorema 3.1.2 Sia m > 0 un intero. Allora ogni f € H~™(Q) é rappresentabile, in maniera non unica,
mediante [’espressione(?)

f=Y D%a facL*Q) (3.3)

|a]=m

1Vedi ad esempio [19]
2Qui la derivata & intesa nel senso delle distribuzioni, ovvero per ogni ¢ € C5e(Q)

<he>=< ¥ Dfarp>= ()" 3 <faD>= ()" 3 [ fule) De(e) da.

|aj=m |a|=m |a|=m
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Dimostrazione.

Consideriamo P'applicazione che associa ad ogni u € H™(Q) la funzione D%u € L?(12), |a| = m. In questo
modo si stabilisce un isomorfismo tra H*(£2) e una variet4 lineare V' di [L2()]", dove h & il numero di tutte
le derivate D con || = m. Quindi ad un funzionale lineare e continuo su H{"(€2) corrisponde un operatore
lineare e continuo L su V. Ma per il teorema di Hahn-Banach questo si prolunga ad uno su [L2(Q)]" che
conserva la stessa norma. Inoltre, si vede facilmente che i funzionali lineari e continui su di uno spazio
prodotto si rappresentano come somma dei funzionali lineari e continui su ciascuno spazio del prodotto. Da
questo, tenuto conto del teorema di Riesz:

= > /gaD u, go € L*(Q).
|aj=m

Dato che L € (Hp(f2))*, la formula sopra la rappresenta univocamente il funzionale () su D(Q):

L(p) =< f,¢ >, quindi f =3, D*fo con fo = (—1)lelg,.

Sia  aperto limitato di R™ con frontiera di classe C%!. Consideriamo la matrice {a;;(®)}ij=1,... n,
a;j € L>(£), uniformemente ellittica:

esiste v > 0 tale che per ogni £ € R" e per q.0. = € Q

n

Z v)&&; > vl (3.4)

Consideriamo il problema

Problema 3.1.1 Data F € H=(Q) determinare u € Hj () soluzione (debole) di

/Z% )Dsu(z)Djp(x) de =< F,p >, Vo e CF(Q). (3.5)

i,j=1
Dimostreremo il seguente teorema.

Teorema 3.1.3 Nell’ipotesi (3.4) il problema (3.5) ammette una ed una sola soluzione. Per essa vale la
maggiorazione
lull g ) < e, DIF| -

Prima di dimostrare il teorema osserviamo che se u € H}(Q) & soluzione debole di Au = F, con F €
H~Y(Q), possiamo scrivere che

/ZDu (2) do =< F,p >, Vo e C(Q).

Per il teorema di rappresentazione dei funzionali su H{ () e per la densitd di C§°(Q2) in questo spazio

/ZDU dx—/Zfl Dip(x) dz, Yo e HH(Q).

3Si tenga presente che se v € Llloc(Q) ¢ tale che

/Q v(@)p(x)dz = 0, Vi € D(Q)

allora v =0 q.0. in Q.
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Quindi per il teorema di Riesz(*) applicato allo spazio H}(Q2), dove prendiamo come norma ||Vul
otteniamo la tesi del teorema nel caso del problema relativo al laplaciano.

Consideriamo ora il caso in cui la matrice dei coeflicienti sia simmetrica. In questo caso e simmetrica la
forma bilineare associata:

0,95

a(u,v) = /Qaij(x)Diu(:r)Djv(ac) dx, wu,v€E H&(Q).

Questa determina in HE () un prodotto scalare equivalente a quello visto in precedenza
n
(u,v) a0y = /QZDzu(a:)Dzv(x) dx,
i=1

nel senso che le norme indotte sono equivalenti.(?)
Infatti per l'ipotesi (3.4) per ogni u € H}(Q)

a(u,u) = / aij(z) Dyu(z)Dju(z) dz > v||Vull§ o
Q
Mentre per la diseguaglianza di Schwartz-Holder

a(u,u) S/Q|aij($)\|Dz‘u($)HDju($)| dv < c(n)  max laij ool Vullf o-

=4 T

Sia {f;}i=1,.... & una rappresentazione del funzionale F', ovvero
< F,p>= Z / fi(z) Dijp(x) dx,
i=1,--,n’ 8

per cui possiamo scrivere I'equazione (3.5) come segue

/QZ a;j(z)Dyu(z)Djp(z) dx = l_lz:n/sz fi(x) Dyp(x) dz, Yo e C5° ().

1,=1
Per la densita di C5°(Q2) in H(Q)
/ > aij(z)Diu(z)Djv(z) dov = Y /fi(:zr) Dyw(z) dz, Yve HHQ).
1,7=1 =1, ,n

11 secondo membro dell’equazione ¢ un funzionale lineare e continuo su H} (Q2) rispetto alla norma +/a(v, v),
infatti

0.0V a(v,v).

3 /Q fi(@) Div(w) do| < c(n) 3 I fillolVollog < e ) S IIfi
i=1,,n i=1 i=1

Applicando anche in questo caso il teorema di Riesz otteniamo l’esistenza di una soluzione del problema
di Dirichlet.

4Ricordiamo il Teorema di rappresentazione di Riesz.

Teorema 3.1.4 Per ogni funzionale lineare e limitato F' su uno spazio di Hilbert H esiste uno ed un solo elemento u € H tale
che F(v) = (u,v)m, per ogni v € H, e ||F||g* = ||ul|u-

In questo modo resta quindi definito 'operatore R : H* — H tale che R(F) = u.
5La norma indotta dal prodotto scalare (u, U)Hé(Q) = a(u,v) é |||u|||Hé(Q) = Va(u,u).
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Se la matrice dei coefficenti non e simmetrica il metodo seguito non é applicabile, dobbiamo allora ricorrere
ad una generalizzazione del teorema di Riesz concernente forme bilineari non simmetriche, ovvero il seguente
teorema di Lax-Milgram(®) (vedi la dimostrazione nel prossimo paragrafo).

Teorema 3.1.5 Siano H spazio di Hilbert, a(u,v) forma bilineare su H, F funzionale lineare e continuo su
H. Supponiamo che

(1) esiste M > 0 tale che per ogni u, v € H: |a(u,v)| < M||lul|g||v|m;
(ii) esiste v > 0 tale che per ogni u € H: a(u,u) > v||ul||%;
allora esiste una ed una sola soluzione dell’equazione

a(u,v) =< Fyv >, VYve H.

Vale inoltre la maggiorazione
luller < el Fllccam)-

Quindi la forma

a(u,v) = / aij(x)Dyu(z)Dju(z) dv, wu,v € Hy(Q)
Q

verifica (i) in quanto abbiamo preso i coefficienti misurabili e limitati, mentre (ii) segue dall’uniforme ellitticitd.

3.2 1l teorema di Lax-Milgram generalizzato (Teorema di Stam-
pacchia)

Il seguente risultato generalizza al caso non lineare il teorema di Lax-Milgram ed e stato dimostrato da
Stampacchia(7) in [26]. Qui ne forniamo una dimostrazione diversa che utilizza un risultato della teoria degli
operatori vicini.

Teorema 3.2.1 Siano H uno spazio di Hilbert e a : H x H — R una funzione, con le proprieta:
(0) a(0,v) =0 per ogni v € H.
(1)  v— a(u,v) é lineare Yu € H,;
(2)  a(ui,v) —a(ug,v)] < Mluy —us||gl|vllg  Vui, uz, v € H,;
(3) Jv>0: a(ur,ur —uz) — a(uz,ur —uz) > v|lug — us||%, Yui,us € H.

(Se u—a(u,v) é lineare, la condizione (3) si riduce alla ben nota ipotesi di coercivita ).
Allora per ogni F' € H* esiste uno ed un solo w € H tale che, per ogni v € H, sia verificata

a(u,v) = F(v). (3.6)
Inoltre vale la maggiorazione

cW)llullg < [|F]|#- 3.7)

6Peter David Lax (Budapest 1926). Ha dato importanti contributi nell’Analisi Funzionale e nella teoria delle equazioni
iperboliche. E stato professore al Courant Institute of Mathematic Science di New York.

Arthur Norton Milgram (Philadelphia 1912-1961). Ha dato importanti contributi nei campi dell’Analisi Funzionale, della
topologia, delle PDE e della teoria di Galois. Ha insegnato nella Universitda del Minnesota a Minneapolis.

7Guido Stampacchia (Napoli 1922, Parigi 1973). Studente presso la Scuola Normale Superiore di Pisa fu allievo di Tonelli.
Partecip6 alla lotta di liberazione. Inizié la sua carriera universitaria a Napoli, sotto la guida di Renato Caccioppoli e di Mario
Miranda. Divenne poi docente presso le universitd di Genova e di Roma, approdando infine alla cattedra di Analisi Matematica
presso la Scuola Normale Superiore di Pisa.
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Indichiamo con A I'applicazione tra H e H* defininita da: A(u)(v) = a(u,v). Dimostriamo che A & una
bigezione tra H e H*, ovvero per ogni F' € H* esiste una ed una sola soluzione u € H tale che

A(u)(v) = F(v), Yve H.
Questo equivale a provare la tesi del teorema, ovvero esiste una ed una sola soluzione u € H dell’equazione

a(u,v) = A(u)(v) = F(v), YveH.
Per il Teorema 2.1.1, ¢ sufficiente dimostrare che A & vicino all’operatore J : H—H™* definito da:

J(uw)(v) = (w,0)

In particolare osserviamo che || 7 (u)||z+ = |Jul|z . Inoltre, consideriamo I'operatore di Riesz

R : H*—H definito da R(F) = w, F € H*,w € H, dove F(v) = (w,v)g, Vv € H and ||w|g = || F||z-.
Allora, in particolare, (R(A(u)),v)g = A(u)(v) = a(u,v), e R = J 1, cosi che J ¢ una bigezione tra H e
H*. Possimo quindi ottenere la tesi del teorema dimostrando la diseguaglianza (2.1), per gli operatori J e
A, ovvero dimostrando che esistono due costanti positive a e k € (0,1) tali che:

17 (u1) = T (uz) = alA(ur) = Au)]l| - < k[T (u1) = T (u2)l| -

Osserviamo che :

17 (ur) = T (u2) — alA(ur) = A(u2)]| 5+ =

= [Jur — uz — a[R(A(u1)) — R(A(u2))]lIF =

= [Jur — uallfr + | R(A(u1)) — R(A(u2))|17 +
—20(R(A(u1)) — R(A(uz)),ur — uz)m =

= [Jur — uallFr + ®|R(A(ur)) — R(A(uz)) |13 +

—2afa(uy,ug —ug) — alug,u; —ug)] <
(per le ipotesi (2) e (3))

< luy = uollf + @®M?||lug — ua |3 — 2av|luy — g3 =
= [1+ o’ M? = 2av]||ur — uo||}; = K[| T (ur) — T (u2) 13-

Per a < % si verifica che k < 1.

La maggiorazione (3.7) segue dall’ipotesi (3) prendendo us = 0 e dal fatto che F' & un operatore lineare e
continuo.

Un esempio di applicazione di questo Teorema ¢ il seguente, nel quale la dipendenza dal gradiente di u &
non lineare.
Consideriamo un aperto limitato €2 in R", con bordo sufficientemente regolare e la forma

a(u,v) = Z/Qai(x,Vu)Div dx
i=1

dove Vu = (Dyu, ..., Dyu) , u € HY(Q). Su a(-,-) assumiamo le ipotesi seguenti:
(a) a;(z,0) =0 q.o. in Q, peri =1,--- ,n.(%)
(b) ai(z,p) & misurabile e limitato in z, e continua in p € R* .

8Questa ipotesi non & restrittiva. Infatti dal problema

n
Z/ ai(z, Vu)Divde =< F,v > Vv € H (D).
=179

Ci possiamo ricondurre al seguente
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(¢) v > 0 tale che Vp,p € R |, per q.o. z € Q :

[ai(z,p) — a;(x,P)] (pi — B;) = vlip — DII2-

I

Il
-

K2

(d) 3M > 0 tale che Vp,p € R™ | per q.o. z € Q) :

n

> lai(z,p) — ai(@,p)]* < M|p ;.

i=1

Si vede facilmente che queste ipotesi consentono di verificare quelle del Teorema 3.2.1, quindi per ogni
F € H1(Q) esiste una ed una sola soluzione u € H} () :

Z/ai(x,Vu)Divdx =<Fuv> YveHQ),

ovvero, per ogni F' € H~12(Q) esiste una ed una sola soluzione u € H*({2) del problema di Dirichlet

- iDi(ai(az,VU)) =F, su{
i= (3.8)

u =0, su 09Q.
3.3 La diseguaglianza di Garding.

Consideriamo

= Y Y ()P (s,

la|<m |B|<m

dove u & una funzione a valori vettoriali u : @ — RN, N > 1 e per ogni «, f3, Aqp sono matrici RY xRN, Per
risolvere il problema di Dirichlet in Hj*(€2), relativo a questo sistema, utilizzando il teorema di Lax-Milgram,
abbiamo bisogno di dimostrare che la forma bilineare associata risulti coercitiva. E necessario quindi provare
la disequaglianza di Garding(®). Per fare questo iniziamo con il dimostrare la maggiorazione considerando la
parte principale di un operatore a coefficienti costanti.

Lemma 3.3.1 Supponiamo che l’operatore verifichi l'ipotesi di ellitticitd debole di Legendre-Hadamard, che
abbia i coefficienti costanti, allora per ogni u € HF* (2, RYN) vale

/ Y. D (Aap Dulz), DPu(@)) dx > c(v)|ulfim ), (3.9)

2 Jal=m |8]=m

Z/ [ai(z, Vu) — ai(z,0)|Divde =< F,o > + < Z Dja;i(z,0),v> Yov& HJ(Q).
i=17%

i

n
Quindi si pone a;(z, Vu) = a;(z, Vu) — a;(z,0) e G =F — Z Dja;(z,0) ottenendo
i=1

Z/ a;(z, Vu)Divde =< G,v > Yo € H(Q).

9Lars Garding (Hedemora - Svezia 1919, 2014). E stato professore presso l'universit4 svedese di Lund e ha dato importanti
contributi nella teoria delle equazioni differenziali.
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La dimostrazione del Lemma utilizza la trasformata di Fourier. Ricordiamo la definizione a alcune
proprietd. Se f € L'(R") la trasformata di Fourier di f & la funzione

1

— —i@8) g R™.
e f(x)e x, £€

Flo) =
Si dimostra che - R
Def(§) = (i) f(€),

inoltre vale 'eguaglianza di Parseval, per ogni f g € L2(R",R")
e S _ N _ 2
| G 5@ as = [ (g an. [ 1FORs & = [ 1@ o

Dimostrazione del Lemma.('?)

Per ogni u € C5°(R™, RY) possiamo scrivere(!!)

/ > Z Aqp Du(z), DPuf - ¥ Z/ Aw 5 D*u(z), DPu(z)) da =

lee|=m |B|= lee|=m |B|=

Z Z/ aﬁDo‘ )Dﬁu Jenv d€ = Z Z/ (Ao g Du( )D@(\f)m d§ =

lo|=m |B]= laf=m |B|=
=2 Z/ Aa g BE), AO)ow ™ &* () 67 de = Z Z/ Aap (), T)on ™ (~1)" € de =
lal=m |B|= m[B]=
:/n Yo > (Aapt(©), a@)ew (~1)™ (1™ EF de */ DD (Aapi€), a(€))en £ ds =
|al=m |gl=m |aj=m |B|=m

- [ 3 (Aos REA(E), Ret(©) €77 + (Ans Im(0), Tm(©) €7 | e >
|a|=m |B|=

> V/ (IRe@(@)I* + [Hma()l*) llel*™ d¢ =V/ (@), u(©))e~ [&*™ d& >
R R

> o) [ @@ Fey 3 €| de = ) [l v

|a)=m

Per la densita di C5°(Q,RY) in HJ*(Q,RY) si ha la tesi.

Lemma 3.3.2 Supponiamo che l'operatore verifichi lipotesi di ellitticita debole di Legendre-Hadamard, che
abbia i coefficienti continui su Q, allora per ogni u € HJ*(B(xo,7),RY), con xo € Q e r piccolo, vale

[ 3 (ap@) Do), Dula)) do = [efw) = ol ey 2 (3.10)
Blzor) jaj=m |p]=m
10Indichiamo con (-, -)en € ||« |lciv rispettivamente il prodotto scalare e la norma in CV, mentre con (-, -) e ||- || rispettivamente

il prodotto scalare e la norma in R*Y.

N s . +A Aap—A, . . .
' Non & restrittivo supporre Ao = A* . Infatti basta porre A,g = Aaptiag 4 2of 5 28 ¢ sostiuire nel sistema. Perché

/ > Z(A” D% (z), D? Z(J;)dx_/ > Z (A%, D*u'(2), DPu (z)) da.

la|=m |B|=mi,j=1 la)=m |B|=mi,j=1

Ovviamente nel caso di equazioni, N = 1, questa osservazione risulta superflua.
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dove w(r) ¢ il modulo di continuitd di Ay su Q, ovvero
w(r) = sup{l|Aap(x) = AapW)ll : 2, y € Q, |z —yll <7, |a] = |B] = m}.

Si osservi che se r e sufficientemente piccolo la forma bilineare individuata dalla parte principale dell’operatore
risulta coerciva.
Dimostrazione.

z) D*u(x), D%u(x)) dx = o 8(x0) D*u(z), DPu(z)) dz
/B(zo,) Z Z(Aaﬁ( )D ()7D ())d /B(wo,r)z (A 5( O)D ()D ())d +

") Jal=m|B8|=m

+ / ([Aap(z) — Aap(z0)]D%u(x), DPu(z)) dr.
B(IOJ) |

al=m |8]=m

Osserviamo che

Lo 303 (Masle) — Aws@lDuta), DPute) da < wtr) | 5 10wt a.
#0) Jaf

=m |Bl=m Blzor) )=

Tenuto conto del Lemma 3.3.1 otteniamo la tesi.

Lemma 3.3.3 Sia Q) con frontiera 9 localmente lipschitziana. Supponiamo che 'operatore verifichi l’ipotesi
di ellitticita debole di Legendre-Hadamard, che abbia i coefficienti contiui su 2, allora per ogni u €
HIY(Q,RY) vale

/ o 8() D¥u(x), D u(x)) dz > c@)[[ulfm@pyy = [ullF2@rm)- (3.11)
2 \al=I8]=

Dimostrazione.

Consideriamo una famiglia finita di sfere {B(zy,r)}x=1.... .n, di raggio 7, centro xy, che ricoprano (0, tali
che la costante della maggiorazione (3.10) sia positiva: ¢(v) — w(r) > 0. Fissiamo una partizione dell’unitd
{p3}k=1,...  relativa a questo ricoprimento, quindi

h
=Y (u(@)gi (@), supp(up}) C Blay,r), k=1,---,h.

k=1
Sostiuiamo
/ 2 u(e), Dua))do = [ 5 (A ae) oh(e) Duli), Dalz) di =
la|=|8]= Qo)1= 18|=m k=1

= > Z/ ap(@)er(x) D*u(z), @r(z)Du(z)) do =

lee|=|B]=m k=1

dove tenendo conto della seguente identit4(12)

or() Dulz) = D[pp(@pu(@)] — 3 (j)wk(x)mu(x)
V;Eg?i%)

12Ricordiamo che

G =G0 G
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otteniamo

= T [ AesD e ), Dlpe(auto) e +

lee|=|B]=m k=1

+ D Z / ap(z (:)D”sok(w)D”u(x), > (i >D7<pk(x)D"u(x))dx+

la|=|B|=m k=1 ’y+77 o ~y+n=8
v#(0,-+,0) v#(0,-++,0)

- Z/ ws @D lpr(@) u@)], Y

la|=|8|=m k=1 y+n=p8
~¥#(0,---,0)

<§> DY pi(x) Du(x)) dz +

S Sl o) KW

|a]=|B|=m k=1 'y+n «
v#(0,++,0)

(f) Dgu(a) Du(), D’lpu(a) ula)]) de =

=L+ 1, — I3 — I
Valutiamo ciascuno delle espressioni ottenute. Per minorare il primo integrale utilizziamo il Lemma 3.3.2
12 ) —otr)] 32 S [ 1Dt u i 3.12
|a|=m k=1

Sviluppiamo le derivate ed elevando al quadrato
2
1Dkl = llgx D%ul? + || 3 (j)wk oL PTS (O‘)Dwk D7 |(3.13)

y+n=« Y+n=o
7#(0,++,0) ~#£(0,-+- ,0)

3 Z/ 20k D%u, Y (:)pwkmu dz| <

|a]=m k=1 y+n=a
v#(0,---,0)

213 (3.14)

(a) Dig Dl | | <

<2 Y (Z/soknmuw Z/

|a]= ’Y+77 a

v#(0,-
< ce(r,m,n) [ul gm@ryy [[ull gm-10rY)

Per il teorema di Rellich, tenendo presente che la frontiera & lipschitziana, 'immersione di H™ (2, R") in
H™ 1(Q,RY) & compatta, possiamo utilizzare la seguente maggiorazione interpolatoria(?),

Ve >0 E'C(E) >0: ||’UJ||Hm71(QVRN) < e ||U||Hm(QVRN) + C(E) ||u||L2(Q7RN).

13

Teorema 3.3.1 (J. L. Lions) Siano X, Y, Z tre spazi di Banach tali che X C'Y C Z, con immersioni continue e con
Uimmersione X — Y, compatta. Allora per ogni € > 0 esiste una costante c(e) > 0 tale che per ogni u € X

lully <ellullx +c(e)lullz-
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Quindi, per ogni &’ > 0:(14)

DS N ERTIED >

|a|=m k=1 Y+n=«
~¥#(0,---,0)

(a>D7<ka7u dz| <

< c(r,m,n)e |u|%{m(Q,RN) +c(rym,n,€) [ul gm oy lull 2@ ry) <

e’ 1
< cr,m, n)e |ulfpm g gy + c(r,m,n,€) §|u|§{ﬂl(Q,RN) + c(r,m,n, 5)2*5,”“”%2(9,1&%

Da cui riprendendo (3.12) e (3.13):

|Il| 2 C(V7 T7m7n7€7€/)[|u‘iI'”(Q,RN) - |u|%2(Q,RN)] (315)

Posto M = max{sup Ayg(x), |a| =|8] = m}, maggioriamo I,
Q

RS [|as0 X (O)rraw@onue. ¥

e mk 1 Yt+n=a v+n=p

(f) DY op(z)DMu(z) | dz| <

|B8]= ¥#(0,-+,0) ~#(0,--- ,0)
(6%
<M Z Z / | ( )Dvsok(x)D"u(x) > (ﬂ>Dwx>Dnu(I))||dx§
|| mk 1 ’y+n « v yHn=p Y
16]= ¥#(0,-++,0) (0 0)
=M Z Z / [DYpr(@)® D D" u(@))|Pdr <
o =m k=1 2o<lyi<m 0<|nl<m

1Bl=
C(Maman7h)||uHHm*1(Q),]RN < EHUHHm(Q,]RN) + c(e) ||UHL2(Q,1RN)-
I termini contenenti I3 e I si maggiorano in modo analogo a quello di (3.14)
(13| < c(r,m,n, h) [ulgm @y ([l n-1@ryy,  [La] < c(r,m,n, h) [ulgm@ry) [[ull gm-1@ry)-

Da cui procedendo come sopra otteniamo la tesi.

Dimostrazione.
Supponiamo per assurdo che la maggiorazione non sussista. Allora esiste € > 0 tale che per per ogni ¢, con ¢, — 400 esiste
un € X tali che
lunlly = ellunllx + cnllunl z-

Posto v, = abbiamo

Un

llunllx
II'Un”Y >e+ CTIHUTL”Z'

Da cui, per l'ipotesi di immersione continua di X in Y, esiste C' > 0 tale che ||v,|ly < Cllun|lx = C, segue ||vn|lz — 0. Ma
poiché ||vn||x = 1 e 'immersione di X in Y & compatta, possiamo estrarre una sottosuccessione convergente fortemente in Y
e quindi necessariamente a zero perché ||vp||z — 0, quindi ||vp|ly — 0, ma questo & in contraddizione con la maggiorazione
sopra dalla quale si deduce ||vn||y > €.

14Utilizziamo la maggiorazione: Ve’ > 0, Va, b € R, 2ab < &’a? + ébQ.
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Lemma 3.3.4 Supponiamo che loperatore A(x, D) wverifichi Uipotesi di ellitticitd debole di Legendre-

Hadamard, che abbia i coefficienti continui su 2 se |a| = |3| = m, mentre siano di classe L i coefficienti
con || <m e |B] <m oppure |a| <m e B < m, allora per ogni u € HF*(Q,RY) vale
/ >« “u(x), D?u(x)) dx > c(W)[[ulfm@pr) — lullfe@rn))- (3.16)
lal,|Bl<m
Dimostrazione.

Osserviamo che possiamo scrivere ’espressione nella forma

/ Z “u(z), D ) dx _/ Z “u(z), DPu(x)) do +

lal.|Bl<m lal=161=
/ 3 (Aa[g(a:)Dau(a:) ) do + / Z (Aw (&) D*u(w), DPu(x)) da +
laf<m,|5|= m,|B|<m
/ > (Aap(z) D*u(z), DPu(x)) da
|a]<m,|Bl<m

Al primo termine al secondo membro applichiamo il Lemma 3.3.1 mentre agli altri termini si applica la
maggiorazione interpolatoria di Lions vista in precedenza.

3.4 Il problema di Dirichlet per i sistemi lineari.

Teorema 3.4.1 (Esistenza globale) Supponiamo che l'operatore verifichi Uipotesi di ellitticita debole di
Legendre-Hadamard, che abbia i coefficienti costanti, allora per ogni F € H=™ (2, RYN) esiste una ed una
sola soluzione in HY'(Q,RN) del sistema Ag(D)u = F e vale la maggiorazione(*®)

[l e, rvy < cWF | r-m@rn)- (3.17)

Dimostrazione del teorema.

Consideriamo la forma bilineare a(-,-) : H*(Q,RY) x HI*(Q,RY) — R definita da

a(u,v) / Z A, 5 D%u(x), DPv(z)) dz, (3.18)

lel=18]=

ed il funzionale
L(v) = F(v), ve€ H'(Q,RY).

L & continuo in H*(Q,RY), mentre a & coerciva in HJ*(Q,RY) x HJ*(Q,RY), per il Lemma 3.3.1. Segue,
per il teorema di Laz-Milgram che esiste una ed una sola soluzione del sistema

/ Z Ag s D%u(zx), DPu(z)) de = F(v) Vv € H(Q,RY),
la|=I8l=

con relativa maggiorazione.

15Posto

=

||F||im,9:mfidg—j [/ (Z ||fa2) ]

Jj=0 lo|=3
dove Dinf & fatto su tutte le possibili rappresentazioni di F' del tipo (3.3), e posto inoltre
N
[El—m,@ = I1Fl g-m@ry) =sup{| < Fyp > [: ¢ € Hg"(Q,RY), [lollgmqry) =1}

si dimostra che queste norme sono equivalenti.
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Teorema 3.4.2 (Esistenza globale) Supponiamo che l'operatore verifichi Uipotesi di ellitticita debole di
Legendre-Hadamard, che abbia i coefficienti continui su Q se |a| = |3| = m, mentre siano di classe L™ i
coefficienti delle derivate di ordine inferiore, ovvero tali che 0 < |a] <m e 0 < |B] < m oppure 0 < |a| < m
e 0 < |B| < m; sia v > 0 sufficientemente grande, allora per ogni F € H=™(Q,RYN) esiste una ed una sola

soluzione in HF*(Q,RY) del sistema A(z, D)u+~yu = F e vale la maggiorazione

[l e (o, mvy < cWF | -m@mn)-

Stesso risultato per v qualunque e diam Q sufficientemente piccolo.

Dimostrazione.

Si procede in maniera analoga a quella della dimostrazione del teorema precedente considerando

a(u,v) :/ Y (Aap(@) Du(x), D u(@)) + y(u(z),v(z)) dz,

2 |a|=|8l=m

ed il funzionale
L(v) = F(v), ve& HM"QRY).

Applichiamo il Lemma 3.3.4 dopo aver osservato che

a(u,v) > C(V)Huﬁfm(sz,RN) - HUH%Z(Q,RN)] + VHU”iz(Q,RN) =

= C(V)\uﬁfm(n,RN) + v - C(”)H“’HQL?(Q,RN) > c(”)|“|?{M(Q,RN)'

Nell’ultimo passaggio deve essere v > ¢(v).
Se v & qualunque allora

a(u,v) > C(V)HU@IM(Q,RN) - ”uH%Z(Q,RN)] + 7||U||2L2(Q,RN) =
= c(W)|ulfm@rry = le) = NulZzqmy) >

> {e(v) = dale(v) = MHulfm@pr) 2 (v, 7, do) Ul fim g am)-

Dove nell’ultimo passaggio abbiamo applicato la maggiorazione di Poincaré se v < ¢(v) e dg piccolo.

3.5 Un altro metodo per provare l’esistenza di soluzioni.

Consideriamo il Problema di Dirichlet

{ u € H'(Q,RY)
A(z,D)u(z) = F(x)

(3.19)

(3.20)

Nel paragrafo precedente abbiamo dimostrato che se F' appartiene a H~™(, RY) il problema ammette
una ed una sola soluzione in HJ*(£2, RY) purché il diametro di (2 sia sufficientemente piccolo. Senza le ipotesi
che abbiamo formulato possiamo ancora fornire un quadro sulla struttura dello spazio delle soluzioni del

problema considerato. Come si vede dal teorema che segue.
Indichiamo con

Pu = Az, D)u(x).
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Teorema 3.5.1 Siano Q aperto limitato di R™ con bordo 0 di classe C%, F € H-™(Q,RYN), l'operatore
Ao(z, D) ellittico su 2 nel senso di Legendre-Hadamard con i coefficienti di classe C°(2), mentre pren-
diamo di classe L i coefficienti delle derivate di ordine inferiore, ovvero tali che 0 < |a| <m e0 < |B| <m
oppure 0 < |a] < m e 0 < |B| < m; Allora lapplicazione lineare P che ad ogni u € HJ*(Q,RY) associa la
sua immagine Pu appartenente a H=™(Q, RY) ha nucleo di dimensione finita e immagine chiusa.

Alla dimostrazione del teorema premettiamo il seguente lemma di Peetre.

Lemma 3.5.1 Siano E, ®, G tre spazi di Banach riflessivi(*®), tali che E C ® con immersione compatta e
sia C un operatore lineare e continuo di E in G. Allora le sequenti proposizioni sono equivalenti:

(1) Vimmagine di C in G é chiusa ed il nucleo di C ha dimensione finita

(II) esiste una costante positiva ¢ tale che per ogni u € E sia verificata

lule < c{llCulle + llulla}- (3.22)

Dimostrazione del Teorema
La tesi segue dal Lemma di Peetre ponendo

E = Hp(2,RY)
o = L2(Q,RY)
(3.23)
G = H-™(Q,RY)
Cu = Pu,
osservando che:
(1) l'immersione di HJ*(, RY) in L?(Q,RY) & compatta per il Teorema di Rellich.

(2) dalle maggiorazioni viste nel paragrafo precedente otteniamo

HUHH’"(Q,JRN) < C{||UHL2(Q,RN) + ”FHH*’"(Q,RN)}

Dimostrazione del Lemma di Peetre.

(1) Proviamo che la condizione (II) implica la (I).

Poniamo Ey = kerC. Si ha che la palla unitaria in Fy & compatta in ® dunque, per (3.22) & compatta
anche in F, quindi Ey & di dimensione finita.(17)

Scomponiamo E nella somma diretta £ = Ey & E;. La restrizione di C a E; ¢ inettiva e quindi si pué
dimostrare che per ogni u € E; vale

Julle < C||Cullc- (3.24)

Infatti se per assurdo non fosse vera esisterebbe una successone C,, tendente ad infinito ed una successione
u, in Fq tali che

16Uno spazio di Banach si definisce riflessivo se esiste una corrispondenza biunivoca con il suo biduale. Si dimostra che tale
corrispondenza & un’isometria. Vale inoltre il seguente teorema

Teorema (Eberlein-Shmulyan) Uno spazio di Banach & riflessivo se e solo se ¢ localmente sequenzialmente compatto.

17Uno spazio di Banach nel quale ogni sottoinsieme limitato sia relativamente sequenzialmente compatto & necessariamente
di dimensione finita. Per la dimostrazione si veda ad esempio [20], vol I, teo 18.6.
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Un

Ovvero, posto v, = w,
Un||E

1
& > lewls. (3.26)

Dato che la successione {v, }nen € limitata in F, in quanto ha norma uguale a uno, possiamo estrarre una
sottosuccessione (che indicheremo ancora con {v, }nen), che in @ converge a v. Per (3.22) e (3.26) {vp }nen
¢ di Cauchy in E; e quindi converge necessariamente a v € F;. Ma per (3.26) deve essere Cv = 0, il che
implicherebbe v = 0, in quanto v € E;. Questo € in contraddizione con quanto si ottiene passando al limite
nella (3.22), ossia

L < c{l[Cunlle + llvalla}- (3.27)

Per dimostrare che ImC & chiuso in G, prendiamo una successione {wy}nen contenuta in ImC che
converge a w in G. Allora esiste u,, in F tale che Cu,, = w,. Posto u, = v, + z,, con v, € Fy e z, € F,
risulta C(zy,) = C(uy) = wy,. Possiamo scrivere per (3.24)

lznlle < clCznllc = CHwn”G- (3.28)

Da questa segue che {z,}nen © di Cauchy in E, di conseguenza converge ad un z in E. Per la continuita di
C si ha che Cz = w. Cid prova che C(E) & chiuso.

(2) Proviamo che la condizione (I) implica la (IT). Consideriamo la scomposizione dello spazio E vista in
precedenza, ossia E = Fy @ Ej.

La restrizione di C a E; & una applicazione chiusa e quindi per il teorema del grafico chiuso(*®) possiamo
scrivere per ogni v € Fy

[v]le < CillCv|G- (3.29)

Si dimostra poi che per ogni w € Ey vale(?)

[wlle < Callw|e. (3.30)

Per ogni u € E si ottiene (3.22) da (3.29), (3.30), in quanto u = v+ w, con v € By, w € Ey e Cu = Cv
forniscono:

[ulle < lvlle + [wle < CilCvlc + Callwlle = Crl[Culle + Callwl|e;

inoltre
[wlle < |lw+vlle +[[v]le = [lulle + [[v]le < lulle + Cllvle < [ulle + CC1l[Cv]le =< [lulls + CC1[|ICul|c-

Da cui la tesi.

18Teorema del grafico chiuso.

Siano X e Y spazi di Banach e T': X — Y lineare. Se T é un operatore chiuso, ossia il grafico G di T é un sottoinsieme
chiuso dello spazio prodotto X x Y, allora T € L(X,Y).

9Per assurdo. Se esistessero due successioni {Cp }nen € {wn }nentali che

lim Cn = +oo, |wnllg > Chlwnllse
n—-+4oo
. Wn,
si avrebbe che, ponendo y, = ,
lwnlle
= >
c, = Yn|l®

Quindi yn tende a zero in ®. Ma la successione {yn}nen, appartenendo allo spazio Eg di dimensione finita ammette una
successione convergente a y che ha norma 1 in E. Assurdo.
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Capitolo 4

Regolarita negli spazi di Sobolev.

In questo capitolo studiamo la regolaritd delle soluzioni delle equazioni del secondo ordine in forma di

divergenza negli spazi di Sobolev.

4.1 T lemmi di Nirenberg

Per affrontare il problema della differenziabilita delle soluzioni dobbiamo utilizzare i seguenti lemmi di

Nirenberg. Premettiamo alcune notazioni.
Sia v una funzione definita su di un aperto Q di R™, poniamo per h € R\ {0}

u(x + he;) — u(x)
h Y

Tipu(z) =

essendo {e;};=1.... » la base canonica di R™.
Siano

Qp={ze€Q: dist(z, 00) > |h|}, Qn={recQ: z+hecQ}
Si verificano facilmente le seguenti proprieta degli operatori 7; .
O(7i,nv) ov

se v € HYP(Q) allora Ti,hU € Hl’p(QLh) e oz, = Ti,h%j,

j = 17 RN
seve Ll we LPI(Q) e se suppv C Qp oppure suppw C €, allora

/vn_th dr = — /(Ti7_hv)w dx;
Q Q

min(ww) = vz + he') Tipw + Tipvw.

Lemma 4.1.1 Sia u € WH4(B(0,0)), con ¢ >1,t € (0,1) e |h| < (1 —t)o allora

o
8%—

I17i.n ullLa(B0,to)) < ‘
L1(B(0,0))
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Dimostrazione.

1 Lrd 1 9
munu(@) = E/O (ds u($+5h6i)) ds = /0 <5xi U($+Sh€i)) ds.

1 q
/ |7ipu(z)|? de < / [/ u(x + she;) ds} dx =
B(0,to) B(0,ts) LJo Ox;
1 9 g
=/ / u(z + she;)| dz| ds =
0 B(0,to) | OTi

posto y = x + she;

1 q 1
L ool
0 B(she;,to) 0 B(0,0)

Abbiamo utilizzato il fatto che, essendo s € (0,1), si ha
to +s|h| <to+ |h| <toc+ (1 —t)o <o.

9 9 "l ds = (Dol
i u(y) @u(y) y| ds = IDiullLe (50,0

Lemma 4.1.2 Siano u € L1(B(0,0)), 1 < ¢ < +00, M > 0, tali che per ogni |h| < (1 —t)o, t € (0,1), si
abbia

||Ti,hu||Lq(B(O,ta')) < M; 1= ]-7 N, (46)
allora u € WH4(B(0,0)) (e quindi u € HY9(B(0,0)) dato che il bordo verifica la proprietd del segmento)(*)

|DiullLaBooy < M, i=1,---,n. (4.7)

Dimostrazione.

Fissiamo ¢, 0 < @ < n. Dato che u € LI(B(0,0)) & riflessivo, essendo 1 < ¢ < +00, sappiamo che esistono
{Pn }nen successione infinitesima e v; € LI(B(0,t0)) tali che

Tomu =5 v, debole in L9(B(0, t0)).

In particolare, per ogni ¢ € C§°(B(0,t0)), risulta

lim T, u(2) o(z) de = / vi(z) p(z) da.
n=+% Jp(0,t0) B(0,to)

Da cui, per ogni ¢ € C5°(B(0,to)), otteniamo

lim u(z) 1, —p, p(x)de = — / vi(x) p(z) dz. (4.8)
n—=+o0 JpB(0,to) B(0,to)

Infatti, per ogni ¢ € C5°(B(0,t0)), vale

/ Tih, u(z) o(z)de = — / w(x) 7,—p, p(x) dz,
B(0,to) B(0,to)

1Ricordiamo lo storico articolo in cui & stata dimostrata ’uguaglianza tra questi spazi, ovvero quello di Meyers e Serrin [18].
Ora questo risultato pud essere trovato in qualunque testo che tratta degli spazi di Sobolev, ad esempio quello di Adams [1].
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perché

u(z + he;) — u(x) 1 ot b ola) de ol da|
/B(O’t”) h Pl dr = h l/B(Oata) (o hes) () & /B(o,ta) (et d 1

nel primo integrale efffettuiamo il cambio di variabile y = = 4 he;, nel secondo y = x,

= % VB(hem)U(y)w(y—hei) dy — / u(y) p(y) dy| =

B(0,to)

essendo supp ¢ C B(0,to), quindi supp p(y — he;) C B(he;,to) C B(0,0), risulta

[/ u(y) ply — he;) dy — / u(y) p(y) dy
B(0,0) B(0,to)

= —/ u(y) i, —np(y) dy.
B(0,to)

_ / uly) Py —he) = o) 4 _
B(0,to) —h

S

Possiamo applicare il Teorema della convergenza dominata di Lebesgue in quanto, per q.o. z € B(0,to),
risulta

(@) Ti,—n, ()] < clu(@)| [|Dip(2)]l00,B0.0)

di conseguenza, tenuto conto del fatto che suppp C B(0,0), possiamo scrivere

lim w(x) 7,—p, p(x) de = / lim (u(z) 7 —pn,p(x)) de = / u(z) Dip(x) da.
n—=+o0 Jp(0,te) B(0,to) "t B(0,t0)

Da questa e da (4.8), per ogni ¢ € C§°(B(0,t0)), otteniamo

/ u(x) Dip(x) = — / v; p(x) da.
B(0,to) B(0,to)

Cio assicura che u € W1P(B(0,t0)) e D;u = v; in senso debole in B(0,to), per ogni t € (0,1), e quindi anche
in B(0, o).
Dimostriamo la maggiorazione (4.7). Dall’ipotesi (4.6), per ogni ¢ € L7 (B(0,t0)), si ha

< M [l e (B0,t0))-

/ Tih, W(x) Y(x) do
B(0,to)

Per quanto visto in precedenza, passando al limite

< M ¥l (Bo,t0))-

/ D;u(z)¢(z) dx
B(0,to)

Quindi la tesi.

4.2 Differenziabilita all’interno.

Siano Q aperto limitato di R", n > 2 e u € H'(Q) soluzione (nel senso delle distribuzioni) dell’equazione

— > Dilaij(z) Dju(z)] = f(z), = €. (4.9)

4,j=1
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Teorema 4.2.1 Supponiamo che la matrice {a;j}; j=1,... n sia uniformemente ellitica su 2, a;; € C'(Q) ed
f € L?(Q). Allora per ogni coppia di aperti ' C Q" C Q, con 6 = dist(0Q,09") > 0, si ha che u € H*(Q)
e vale la maggiorazione

lulmzny < c{lfllez@ry + llullaen (4.10)

Presi @, Q" tali che @' C Q" C Q, Q, = {z: x € Q" A dist(x,00") > o}, consideriamo la funzione
0 € C(R™) cosi definita

1, suQf
O(z) = (4.11)
0, fuori di Q7.
3

L’equazione (4.9) pud essere scritta, per ogni ¢ € H{ (), nella forma seguente

> /Qaij(x)pju(x)pi@(m) dz :/Qf(x)gp(m) dz. (4.12)

i,j=1

In questa equazione possiamo prendere come funzione test ¢ = 61, con ¢ € H'(Q):

MZZI /Q ai;j(z) Dju(z) [Dif(z)(z) + 0(x) Dih(x)] dox = /Q f(a)0(x)p(z) de, (4.13)
i’jz_l/ﬂaij(Z)Dju(I)Q(:E)Dﬂ/J(x) de = /Qf(ac)@(z);[;(x) dz +
(4.14)
N ”2::1 /Q aij(z) Dju(z) D;0(z)y(x) dx
Poniamo

n

F(z) = f(x)8(x) = Y aij(z) Dju(x) Dib(z), U(x)=0u.

ij=1
Da (4.14) segue

> /Q aij(x) DjU(z) Dip(x) dx = /Q F(z) ¢(x) do + /Q Z aij(z) D;0(x) Dith(z) u(z) de. (4.15)

3,j=1 i,j=1

Questa relazione vale in particolare per ogni ¢ € H}(Q}) prolungata a zero fuori di Q. Consideriamo per
2 2

questa funzione test il seguente rapporto incrementale

T1, T 1, Tp — Ry Tpg1, 0 Tp) — x
roonb(a) = L0 Lo Pttt ) 00,
J 1 " : .
dove 0 < |h| < yer= 1,---,n. Dato che 7, _pp € Hy(Y"), possiamo prendere questa in (4.15) come

funzione test ottenendo

"

Z /” azj(:t) Dju(z) Di[’rr,—hw(m)] dx :/ F(IL’) TT,—hZ/}(x) dx +

(4.16)
+ / ) > aij(x) D;0(x) Dilry —nip(x)] ulx) da.

i,j=1
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Valutiamo ciascuno dei termini che compaiono nell’equazione a partire dal primo membro che puo essere
trasformato come segue(?)

Z /” Trnlaij(x) DjU(z)] Di(z) de = /” Z [a;j(x + hey) Tr.0 (D;U(x)) Dip(x) +

w (4.17)
+ 7,1 (aij () DiU(z) Diyp(2)] da.
Sostituendo in (4.16) e (4.17) ricaviamo
> [ atat e malD @) Do) do = — [ (P i) +
ij=1 7" Q"
3 () Di0a) Diry )] uta) + (418

— Trnlaij(x)] DjU(x) Dip(x)} do = I + I + Is.

Maggioriamo ciascuno dei termini al secondo membro di(4.18), tenendo conto della definizione della funzione

0.
|| =

/ F(x) Tr’fh'll)(f,r) dx S ||FHL2(Q”) ||T7‘,7hd}HL2(Q”)
(per il Lemma 4.1.1)

< NF L2y 1] m1 0y <

(4.19)
S 2 ||f||L2(Q”) + Z aij Dju-ng |'(/J|H1(Q//) S
,j=1 L2(Q”)

< c(llaijlloos ms 8) (I1fllz2ry + lulm)) [¥]m @)

Ll =) / Trnlai;(x) w(z) D;0(x)] Dy da | <
i,jzl 1"

< Z / a;j(x + hey) [ pu(z)] D;0(z + he,) Dy dx | +

ij=1 7"
|30 [ malans(0) Do ute) D | < .

4,J=1

< ¢(9) e aijlloo.0 [I7rnull L2y |1 (0 +

,

+e(@){, max [IIDraijlloon + lasjllocaltlulz2@ Wi @ <

< 0(5) ”r:nlax . Hainooﬂ |u|H1(Q//) |1/J|H1(Q”) +

s,

+e(0) {max; j=1,.. o[l Draijlloo,0 + llaijllool} lull L2 () [¢m1 @)

2Utilizziamo l'identita 7, [f(z) g(z)] = f(z + her) Trp g(x) + [1rn f(2)]g(2)
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5| < | max [1Draijlloc.0 Ul @) ¥ @) (4.21)

Da (4.18), tenuto conto di (4.19), (4.20), (4.21), ricaviamo le seguenti diseguaglianze

n

Z /S aij(x + he, )70 [D;U(2)] Ditp(z) da| <

ij=1

< cllajlloo,s 1, 8) (N f 2y + ula @y 9] a1 @+

(4.22)
+ C(”Draij ||OO7Q, n, (S) ||UHL2(Q”)) |w|H1(Q”)+
+, max laigllooq Ul @ Wl @n <
< clllaijlloc,; 1Dragsll, 1, 0) (I fl 2y + Null e @n] [lar @
Sostituiamo in quest’ultima diseguaglianza ¢ = 7, ,U:
Z / a;j(z + he,)Dj[r ) U ()] Dy nU] do| <
ij=1 78" (4.23)
< c(llaijlloo,; [ Draijlloo,,ms 0) [l fll L2y + llullar @] 17rnl| o).
Tenendo conto della coercivita possiamo dedurre
v 1wl (2) 311 0y < el aislloo,0s [1Draijll oo, ms 8) [ Fll 2y + Nl @n] I7enld |y (4.24)
Ovvero
vt wld (@) oy < clllaijllo,; [Drasjllco,esm 6) (1 fll L2y + llullm @] (4.25)
Da questa utilizziamo il Lemma 4.1.2 ottenendo:
vIDU@) vy < clllaijlloc,) [Draijllco,0:m, 6) [ fll 2y + llullm@n]- (4.26)
La tesi segue in quanto U = u su .
Sia ora u € H'(£) soluzione (nel senso delle distribuzioni) dell’equazione completa
n n
— Z D;la;;(z) Dju(x)] + a;(z) Dyu(z) + a(x)u(z) = f(z), x €. (4.27)
i,j=1 i=1

Teorema 4.2.2 Supponiamo che la matrice {a;j}ij=1,... n sia uniformemente ellitica su Q, a;; € CL(Q)
mentre a; e a appartengono a L>°(Q) ed f € L*(Q). Allora per ogni coppia di aperti Q' C Q" C Q si ha che
u € H?(Q') e vale la maggiorazione

|UJ‘H2(Q’) S c(aij,ai,a, V) {||f||L2(Q”) + ||’LL||H1(Q//)} (428)

Infatti, basta considerare I’equazione

- Z Dilai;(z) Dju(z)] = — Z ai(z) Dyu(z) — a(x)u(z) + f(z), = €. (4.29)
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Il secondo membro, per le ipotesi fatte appartiene a L%(£2), applicando il Teorema 4.2.1 otteniamo la tesi.

Aumentando le ipotesi di regolarita dei dati aumenta anche la regolarita della soluzione come si vede dal
seguente teorema.

Teorema 4.2.3 Supponiamo che la matrice {a;;}; j=1,... n sia uniformemente ellitica su Q, a;; € CF1(Q)
mentre a; e a appartengono a C*(Q) ed f € H*(Q). Allora per ogni coppia di aperti ' C Q" C Q si ha che
se u & soluzione in H(Q) risulta u € H**2(Q) e vale la maggiorazione

|u‘Hk+2(Q/) S c(aij,ai,aﬂ/) {Hf”Hk(Q//) -+ ||u||H1(Q//)} (430)

Procediamo per induzione. Se k = 0 & verificato per il Teorema 4.2.2. Dimostriamo l'induttivita della
proposizione. Derivando a—volte, con |a| = k, primo e secondo membro dell’equazione (4.27), otteniamo la
seguente

n

— > Dilaij(x) DiDu(x)] = > > <g)DZ«[D%U(:[;)DaﬁDju(:e)]Jr
ij=1 i.j=1 B<a,p0 (4.31)
— Y, D¥ai(x) Diu(z)] — D¥[a(z)u(z)] + D*f(z), = € Q.

La tesi segue dal Teorema 4.2.2 applicato alla funzione w = D%u, ed osservando che per le ipotesi fatte il
secondo membro dell’equazione (4.31) appartiene a L?(12).

4.3 Differenziabilita al bordo delle soluzioni

Consideriamo B;f = {z: z = (21, ,x,) ER"A(|lz]| <7r)A(xy >0}, T ={z: ||z]| <7, z, =0}, e sia
u appartenente a H'(B;") soluzione (in senso debole) del problema

_ Z Djlaij(z) Diu(z)] = f(z), = € B},
v (4.32)

u(z) =0, zeTl,.

Teorema 4.3.1 Supponiamo che la matrice {a;j}i j=1,.. n sia uniformemente ellitica su B;\, a;; € Cl(Biﬁ)

ed f € L*(B}Y). Allora per ogni p € (0,7) si ha che w € H*(B}) e vale la maggiorazione

[l oty < cwspormsaig) {1 sy + Il s} (4.33)

Indichiamo con W} (B;F) la chiusura nella norma di W'(B;}) dello spazio delle funzioni C* (Bifr) che si
annullano in un intorno di T',.. Scriviamo il problema (4.32) nella forma

u € Wt (Bf),
(4.34)

3 /B ay(@) Dyu(e) Dy pla) de = | [(@)le) dr, Vo € WH(BF).

N
ij=1 By
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Consideriamo ora la funzione smussante § € C3°(R™) definita in maniera analoga a quella vista nella dimo-
strazione del Teorema 4.2.1: 0 < 6 <1, 6 =1 su B,, 8 =0 fuori di Br+, . Consideriamo funzioni test del

2
tipo ¢ = 01, con ¥ appartenente a W%T(Bj) (quindi ¢ € Wi (B;})). Sostituiamo nell’equazione, procedendo
in maniera simile a quella vista all’interno ponendo

n

F(z) = f(@)0(z) = Y ai(x) Dju(z)Dib(z), U(x) = 0(x) u(x),

i,j=1

Z /Bjr a;;(z) D;U(x) Dip(z) do = /B:r F(x) ¢(z) do+

ij=1

(4.35)
+ /B+ Z a;j(z) D;0(x) Dip(x) u(z) d.

T oqg=1
Questa equazione vale in particolare per le funzioni ¢ appartenenti a Wllr (B;F) che sono nulle fuori di B%

r
Possiamo quindi considerare i rapporti incrementali 7. _p ¢ (z) per r =1,--- ,(n—1), ed || < % Poiché
Y appartiene a W (B},,) pud essere scelta come funzione test in (4.35). Procedendo nello stesso modo visto

2
nel paragrafo precedente per la regolarita all'interno otteniamo la diseguaglianza

n n—1

> > /B+ 1Dy Diw(a)|* do < e(v, p,r,n,ai) {IFIG g + llully g (4.36)
P

i=1 r=1
Resta da maggiorare il termine D,,,,u. Dall’equazione (4.35) ricaviamo
[ am(@) D) Dy la) do = [ P ula) do+
B B

n n—1n-—1

-3 / 013 (r) D;0(z) Dy () u() de — 5 3 / 4y () DyU(x) Dy () da +
i,5=1 Bf i=1 j=1 B}
(4.37)
n—1
S [, anle) Dah(a) Di(e) ot
n—1
=Y [ @) DU Dyt do = [ H @) wla) de, o€ WHE)
= B B
Dove L .
H(z) = F(z) — Y Difaij(x)D;0(z) u(x)] + Diaij(z) DjU(z)] + Y Dilain(x) Dald(2)]+
ij=1 i=1 j=1 i=1
n—1
+3 Dalans(@) D (@),
=1
]Per quanto dimostrato sopra risulta H € L*(B,").
Prendiamo (3) ¢(z) = £@) dove £ € Cg°(Bf). Ovviamente, per le ipotesi fatte sui coefficienti

ann(z)’
Y e Wg(BY).

3Dall’ipotesi di uniforme ellitticita si ricava che ann > v > 0.
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Sostituendo in (4.37) ricaviamo la seguente equazione

T ) Dypnann(x .
/B;r Dypu(z) Dpé(x) dov = /B; [H(x) aii(;) + Dyu(z) W dz, V¢ € C°(BY).  (4.38)

Posto
H(x) — Dpu(x)Dyan,(x)

G ()

osserviamo che per quanto visto in precedenza G € L?(B;). Quindi 'equazione (4.38) puo essere scritta
nella forma

G(z) =

/ Dyulz) Dyé(w) do = / G(x)€(x) dr, YE € O (B, (4.39)
B B
Da questa si deduce che esite D,,,u in B:{, che appartiene a LZ(B;r) e Dypu = —G e quindi la tesi.

Teorema 4.3.2 Sia u € H}\ (B/) soluzione del Problema (4.32) con a;; € CHY(BF) e f € H¥(B}). Se
uw e H*PY(B}Y) allora w € H**2(B}), con 0 < p <, e si ha

|U‘Hk+2(B,,+) < C(aijan)r){HU”HkH(Bj) + ||f||Hk(Bjr)}- (4.40)

Dimostrazione.

Si procede per induzione, ma a differenza della dimostrazione del Teorema 4.2.3 si opera sull’ordine di D,,.
Vediamo in che modo. Per provare la tesi maggioriamo la norma L? delle singole derivate che compongono
la seminorma in H**>2(B). Queste possono essere scritte nella forma

DO‘Diju, ’L,j = 1, , N, IO&| :k

Dimostro che per ogni i,j = 1,--- ,n, |a| =ke0 < p <, vale
1D Digull oy < sz o) Ul gess ol + 1 lge s - (1.41)
Posto a = (a1, -+ ,an—1, h), procediamo per induzione su h.

Sia h =0 e |a| = k, derivando ’equazione rispetto ad «, osserviamo che w = D% risolve

— Y Difaij(z) Djw(z)] = G(x) +g(x), x € B,
i,j=1 (4.42)

w(x) =0, zel,.

Dove

Gay=-> Y <g)pi[pﬁaij(x)pa60ju(x)}

i,j=1 B<a
B#0, Br=0

g(x) = Df(x) z € Q.

Si osservi che w = 0 su I';. perche le derivate a contengono solo derivazioni fatte rispetto alle prime n — 1
variabili. La maggiorazione (4.41) segue dal Teorema 4.3.1, tenendo conto che 'ordine massimo delle derivate
diuin Gek+1.

Supponiamo ora che la maggiorazione valga per «, = h, proviamo che vale per a,, = h + 1. Partiamo
dall’equazione scritta in forma debole

3 /B aij(@) Dyu(e) Dip(e) de = | [(@) () dv, Vo€ CE(BY). (4.43)

n
i,j=1 By
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Prendiamo come funzione test ¢ = D, con ¢ € C°(B;F), |a] =k e a = (a1, - ,an_1, h+1). Sostituendo
nell’equazione (4.43) e scaricando le derivate

Z , D%laij(2) Dyju(2)] Di () do = / Df(z)(z) dz, Wi € C(BY). (4.44)

3,j=1

Da cui

/Bi nn(%) DaD%ulz) Do (o) do = Z 2 (g> /Br DPajj(x) D* P Dju(z) Di(x) dz +

1,j=1 B<a«
i-j<n? B#0 (4.45)

[ D@ ) do = [ [0 + g@) () ds, o € G (B
By B

dove abbiamo posto

> 5 (§) D% ) D" Do)

,7=1 pB<a
z]<n2 B#0

g(x) = Df(z) z € Q.

Procediamo come nella dimostrazione del Teorema 4.3.1 prendendo

_ @)
1/1(3”) - aqm(x)a
Sostituendo in (4.45):

dove £ € C5°(B). Ovviamente, per le ipotesi fatte sui coefficienti 1 € H(’)CH(BI).

[, PaDua) Duc(e) de = [ )+ (G0) + gl @) de, e < BB, (1.46)

dove H(x) = Dazl(nx())DaDnu(x).

La tesi segue dal fatto che H(z) + G(x) + g(z) € L*(B)). Infatti per le ipotesi fatte g(x) € L*(B;}).
Mentre se consideriamo H(x) risulta:

HDnDa )||L2(B+) HD(M’“’OM 17h+1)DnU )HLQ(B;T) = ||D(a1’m7an717h)Dnnu(m)HL2(B;r)’

questo termine viene maggiorato mediante (4.40).
Infine per quanto riguarda G(x) possiamo esplicitare la derivazione di ciascuno degli addendi:

Dj(DPa;;D*PD;u) = DPDja;; D*PDyu + Da;;D*~PD;ju.
Consideriamo il fattore D=7 D;j;u, quando 3, = 0:

||D(arﬁ1’---,anfrﬁnfl,hH)Diju( )

x HLQ(B;r) — HD(Oélfﬁlw“,az‘*ﬁz‘Jrl,“',anflfﬁnfl,h)D

nju(z)”m(B;),

Considerato che |a — 8| < k perche 8 # 0, anche questo termine si maggiora utilizzando (4.40).
4.4 Differenziabilita globale della soluzione.

Teorema 4.4.1 Siano Q aperto limitato di R™ con bordo 0Q di classe C%, f € L?(Q),

99



la matrice {ai;}ij=1,.. n uniformemente ellittica su Q con a;; € C*(Q). Allora la soluzione debole u €

HY(Q), del problema di Dirichlet

— Y Dilay(x) Dyu(e)] = f(z), z€Q,
i.j=1 (4.47)

u(z) = 0, x €99,

appartiene a H?(Y) e vale la maggiorazione

|U|H2(Q) § c(aij,n,Q) {”fHLZ(Q) -+ HUHHI(Q)} (448)

Ricopriamo ) con una famiglia di aperti ', Q”, Uy, -+ , U, V1, -+, Vi, scelti nel modo che segue:
1) @’ cO
(2) Uy, V; sono intorni di centro z; € 9Q, con I =1,--- ,m;
B)YViCU,conl=1---,m;
(4) U2y Vi 2 0%
BG)QCuUr,V,uQ.

Dal Teorema 4.2.1 sappiamo che u € H?(§)') e vale la maggiorazione

lulrzry < c{llfllez@n + llulla@n}- (4.49)
Resta da stabilire la regolarita al bordo della soluzione. A questo scopo, fissato I € {1,---,m}, su ogni
U, possiamo considerare il diffeomorfismo ®(z) = (®1(z), -, ®,(x)) che manda U; N in un aperto di R™

definito da

(I)Z(.’L‘) = Ty, 1= 1,"' ,n—l;
(4.50)
D, (x) =z, — Yi(2’), essendo ' = (z1,- -+, Tp_1),

dove ¢y : R*™! = R & di classe C! ed il suo grafico coincide con 02 in U;. ® & tale che tale che
dUNY C{yeR”: y, >0}, e®UNIN) C{yeR": y, =0}
Si vede facilmente che |det Jac®| =1

Sia @ tale che u(x) = (o ®)(z), x € Uy N Q.
L’equazione (4.47) pud essere scritta, per ogni ¢ € H}(2), nella forma seguente

Z= /Q a:3(2) Dyu(z) Digplx) d = / f(@) p(z) d, (4.51)

che vale anche per tutte le funzioni test ¢ € Hy>(QNU;).
Ou(x) " 9u(®(z)) 0Dy (z)

Tenuto conto del fatto che ——= = , da (4.51) con il cambio di variabile x = ®~1(y)
8:103- kz:; Oy, 0
otteniamo (*) per ogni ¢ € Hy? ()
z = 0%, (¢! N
151 pone s (1) = a3, (@), J) = F@ ), 66) = (@ @), Bratw) = 2220 ) 6~ oy ).

ox;
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D3 [ o) D) i) D) Bt dy = [ )30
Poniamo
Ane = Y i (y) Pns(y) Praly) (4.52)
e

e sostituiamo in (4.51) ottenendo per ogni @ € Hy?(€)

n

 Awn(y) Dii(y) Dugly) dy = | f(y)(y) dy, (4.53)
hk=1" Sk u

Per poter applicare i risultati del paragrafo precedente dobbiamo verificare che la matrice dei coefficienti
{Ank}nk=1, n sia uniformemente ellittica su 2. Infatti, per ogni & € R", abbiamo

Z Ank(y) €n & = Z Zau )01 (y) Prily) én &, =

hok=1 hok=1 i,j=1
S (S (o)
i,j=1 i= k=1 (4.54)

(per Pellitticita di {&ij}ijzlv... JL)

n n 2

>y Z (Z @hifh> > cz/||£\|2, c>0.
i h=1

Infatti la funzione

(3 §h>

i=1

ammette minimo sulla palla unitaria di R™. Questo minimo ¢ necessariamente positivo per il fatto che P o
un isomorfismo.

Possiamo quindi considerare una semipalla B;F contenuta in Q, dove applicare i teoremi di regolarita
dimostrati nel paragrafo precedente. e quindi si ha che & € H 2(BJF) per p € (0,r). Prendendo il ricoprimento
introdotto all’inizio con Uy = ®~'(B;F) e V; = ®~!(B}) otteniamo che u € H*(V}).

Corollario 4.4.1 Nelle ipotesi del teorema precedente per la soluzione debole del Problema di Dirichlet 4.47
vale la maggiorazione

||U||H2(Q) S c(aij,ai,n,Q) Hf”Lz(Q) (455)
Segue dalla diseguaglianza (4.48) e dalla maggiorazione del Teorema (3.4.2).
Teorema 4.4.2 Siano Q aperto limitato di R™ con bordo 02 di classe C’f, feLr?9),

la matrice {a;j}ij=1,.. n uniformemente ellittica su Q con a;; € CY(Q), a;, i = 0,1,--- ,n, appartenenti
a C°(Q). Allora la soluzione debole u € H (), del problema di Dirichlet

— > Dilaij(x) Dyu(x)] + Y ai(x) Diu(z) + agu(z) = f(x), v €Q,
= = (4.50)

u(z) = 0, z € 09,
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appartiene a H?(Q) e vale la maggiorazione

||UHH2(Q) < C(aij’ai,mﬁ) {||f||L2(Q) + ||UHH1(Q)}- (4.57)

Basta osservare che I’equazione (4.47) puo essere scritta nella forma

=S Difay(@) Dyu(@)] = — 3. alw) Dau(z) — agu() + f(z), €9,
i,j=1 =0 (458)

u(z) =0, z €99,

ed applicare il Teorema 4.4.1 osservando che il secondo membro dell’equazione (4.58) appartiene a L%().
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Capitolo 5

Proprieta di alcune famiglie di spazi
funzionali

5.1 Gli spazi delle funzioni holderiane.

Prima di introdurre alcuni particolari spazi di funzioni richiamiamo definizioni e proprieta di alcuni ben noti
spazi funzionali.

Sia 2 C R™ , aperto limitato.

C(2) o C°(Q) & I'insieme di tutte le funzioni definite e continue su €.

Ck(Q), k € N & I'insieme di tutte le funzioni definite in 2 le cui derivate sono continue fino all’ordine k in

C>(Q) ¢ l'insieme di tutte le funzioni definite in € che hanno le derivate di qualunque ordine in Q. Ovvero

C(Q) = M2, CH(9Q).

Se u: @ — R, definiamo supporto di u insieme suppu = {x € Q: u # 0}

Ck(Q) & I'insieme di tutte le funzioni u € C*(Q) tali che: suppu C Q.

C*(Q), k € N, ¢ I'insieme di tutte le funzioni u € C*(Q) tali che D®u € C°(Q), per ogni a € N con
la] < k.

Infine C=(Q) = N32,C*(Q).

Osservazione 5.1.1 Il fatto che C*(Q) implica che esiste ed ¢ unica una funzione uq continua su Q tale
che uq ) = D%u. Per cui possiamo prolungare D®u a ) mediante u.

Definizione 5.1.1 Diremo che u é y—hélderiana su Q, v € (0,1] se

sup 1B U@l (5.1)
z,yeN |-73 - y|'y
TFy

Se v =1 diremo che u é lipschitziana.

CY7(Q) & linsieme di tutte le funzioni definite su Q che verificano (5.1). Ovviamente se u € C%7(Q)
allora u € C°(Q) perche esiste c(u) > 0 tale che per ogni z, y € Q: |u(x) — u(y)| < c(u)|z — y|7. Inoltre u &
uniformemente continua, quindi ¢ prolungabile con continuita a .

Se @ ¢ il suo prolungato allora risulta

sup [e(z) ~ aly)]| < +o0. (5.2)
z,yeQ |’I - y|’y
TFY
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Possiamo quindi scrivere: C%7(Q) = C%7(Q). nel senso che u € C%7(Q) se e solo se u € C%7(Q).

CF7(Q), con v € (0,1] e k € N & I'insieme delle funzioni u € C*(Q) tale che D% € C%7(Q), per ogni «
tale che || = k. Analogamente

C*7(Q), con v € (0,1] e k € N & I'insieme delle funzioni u € C*(Q) tale che DY € C%7(Q), per ogni a
tale che |a| = k.

Osservazione 5.1.2 Si dimostrano facilmente le sequenti inclusioni: C%7(Q) € C%#(Q) C C°(Q), se 0 <
B<y<1
Se Q non é limitato la prima inclusione é falsa.

Esempi
(1) w(z) = ||z||?, risulta u € C%#(Q), ma u ¢ C7(Q),

1
(2) Consideriamo sull’intervallo 2 = (O, 2) la funzione

0 t=20

o) =4 1 (5.3)
gt 17"

v € C%Q), mav ¢ C®(Q), per ogni v € (0,1]. Infatti se per assurdo fosse holderiana allora si avrebbe:

‘ 1

1 1
— 0| < ktY, Vt 0, =| < 1< kt"|logt|, Vt 1, =1|.
oz ‘— ’ e{’z] < ki |logd, E[’J

Osserviamo che ¢ falsa in generale anche I'inclusione C*(€2) C C%1(Q). Infatti presa u(z) = L, Q = (0, 1),

risulta C1(Q), ma u ¢ C%1(Q).

Anche l'inclusione C*(Q) € C%1(Q) risulta in generale falsa.

Esempio.
2
\/% arctan x—;— il y#0
ula,y) =4 V&Y !
0 y=0, ex <0,

dove Q = (—=1,1) x (=1, 1)\ {(z,y) : 0<az <1, y=0}. Siverifica che u & omogenea di grado 1, mentre
le sue derivate sono omogenee di grado 0, quindi limitate. La funzione u non & invece lipschitziana. Basta
infatti considerare i punti (z,y1) e (z,y2), con £ > 0 e y1 < 0 < y2. In questi punti non pué verificarsi
lu(z,y1) — u(z,y2)| < kly1 — 2|, perche limy o4 u(z,y) = 25 e limy,_,o_ u(z,y) = —x3.

Precisando la natura di 2 & possibile verificare alcune delle inclusioni viste sopra.

Osservazione 5.1.3 Se Q) ¢ un aperto limitato convesso o anche stellato allora risulta C*7(Q) C C*~17(Q),
per ogni v € (0,1].

Basta verificare la proposizione nel caso k = 1. Infatti, fissati x,y € 2, per il teorema di Lagrange esiste
€ € (z,y) tale che |u(z) — u(y)| = Y1y Diuw(é)(zi — yi) < ¢ sup cea [Diu(é)lllz — yll, questo implica che

i=1,-n

u € C%1(Q) e quindi anche u € C%7(Q), per ogni v € (0,1), vedi Osservazione fatta in precedenza.
Posto

)

u(x) —u
o s 1) =)
aye T —yl
T#Y
risulta che [u], o ¢ una seminorma in C%7 (). Mentre

[ully.0 = llulloo,a + [uly.q
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¢ una norma in C%7(Q).

Inoltre

k

k2 =Y Sup [ D%lloco + [Ulk 0 (5.4)
=0 |al=3

[l

¢ una norma in C*7(Q).

Teorema 5.1.1 C*7(Q) ¢ uno spazio di Banach con la norma (5.4).

Esercizio 5.1.1 Dimostrare che se u, v € C%7(Q) allora u-v € C%7(Q) e vale la maggiorazione
[u-vly0 < uflonlv]ya + [v]ealulyo

Esercizio 5.1.2 Se u é definita su di un aperto connesso Q e [u,,q < +00, cony > 1 allora u é costante in
Q.

Esercizio 5.1.3 Sia Q aperto convesso e Q3 C Q. Dimostrare che se u € C*7(Q) eu =0 in Q\ Qy allora

[ulky.0 = [ulk~.0,-
La tesi ¢ falsa se Q) non € convesso. Esempio:
Q=(-L,1)\{0} e =(-1,0), u=1su(0,1), u=0 su (-1, 0).

Esercizio 5.1.4 Siano Q; e Qs, aperti di R™ limitati. Sia ® : Q3 — Qo un omeomorfismo di classe C1(Qy).
Se u € C%7(Qy) allora wo ® € C%7 ().

Esercizio 5.1.5 L’immersione di C*7(Q) in C*(Q), v € (0,1] é continua e compatta.
La continuitd & ovvia. La compattezza deriva dal teorema di Ascoli-Arzeld.
Esercizio 5.1.6 L’immersione di C*7(Q) in C*5(Q), con 0 < B <y < 1, é continua e compatta.

Osservazione 5.1.4 Se () ¢ limitato, ¢ noto (teorema di Weierstrass) che C°(2) ¢ separabile. Se Q non &
limitato non & detto che C°(Q) sia separabile. Analogamente C*(Q) ¢& separabile se Q ¢ limitato.

Invece C*7(Q)) non & separabile.(!) Si dimostra anche (teorema di Ciesielski) che questo spazio &
isomorfo a [°.

Ricordiamo infine che se uno spazio di Banach é separabile allora la sfera é debolmente compatta per
sSuccessions.

Mnfatti, ad esempio, nel caso Q = [0, 1], fissato v € (0, 1], consideriamo

0, t € [0,a],
ta(t) :{ (t—a)?, te [(a, 1]],

con a € (0,1). Se consideriamo ’insieme M delle funzioni uq, si ha che M non & numerabile ed inoltre per ogni uq, upy € M
risulta [lua — upllco.v(j0,1) = 1. Da questo otteniamo la non separabilitd di C%7([0,1]) come conseguenza del seguente lemma
la cui dimostrazione ¢ abbastanza semplice.

Lemma Sia M un sottoinsieme non numerabile di uno spazio vettoriale normato V. Se esiste § > 0 tale che per ogni u,
v € M, con u # v, vale ||lu — v||yy > § allora V non & separabile.
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5.2 Gl spazi di Morrey

Sia Q aperto limitato di R™ e sia § il suo diametro(?). Poniamo
O(x, p) = Bz, p) N Q.

Diremo che Q ¢ di tipo A se esiste una costante positiva A tale che per ogni € Q e per ogni p € (0,) si
ha(?)
[z, p)| = Ap™.

Un aperto di tipo A non ha cuspidi sulla frontiera, ad esempio Q@ = {(z,y) e R?: 0 <2 < 1,0 <y < 2%}
non ¢ di tipo A, qualunque sia A > 0, (perche in (0,0) c¢’¢ una cuspide). Mentre un cubo di R™ ¢ di tipo A.

Sappiamo che una conseguenza del teorema sull’assoluta continuitd dell’integrale & quella che l'integrale
tende a zero quando la misura del dominio di integrazione tende a zero. Una classificazione ”dell’ordine di
infinitesimo” consente di individuare in LP alcune interessanti famiglie di spazi funzionali. Vediamo la prima
di queste.

Definizione 5.2.1 (Spazi di Morrey) Definiamo LP*(Q) 1 < p < 400, A > 0, il sottoinsieme di LP(S)) delle
funzioni u per le quali risulta

1
ey = 50 o5 [ ) dy < +ox. (5.5)
zeQ  P” JQ(z,p)
0<p<o

LP(Q) & uno spazio di Banach con la norma (5.9). E evidente che si tratta di una norma. Vediamo la
completezza dello spazio. Sia {u;, }men una successione di Cauchy in LP*(2) Osserviamo che

[ 105) = )y < Pl = o

Quindi {wm }men una successione di Cauchy in LP(Q2). Sia u € LP(2) tale che u,, tende a uw in LP(Q).
Verifichiamo che

(i) u e LP(Q).
(ii) w,, tende a u in LPA(9).
Verifichiamo (i)
Per ogni z € Qe p € (0,9), e per ogni m € N, risulta
1

,07’\ ) [um ()P dy < ||Um||1£p,x(g) <C

(perche essendo la successione di Cauchy in LP*(£2) & limitata in questo spazio)

(passando al limite)

1
= u(y)l” dy <C.
p/\ Q(z,p) ‘ (

Verifichiamo (ii). Per ogni € > 0 esiste m,. tale che per ogni m, k > m., per ogni x € €, per ogni p € (0, ¢]

1
—~ lum (y) — uk(y)|” dy <e.
P Ja(a,p)

Passando al limite per k che tende a +oo:

2§ = diamQ = sup{|lz —y|| : =, y € Q}
3Poniamo: |Q(z, p)| =misura di Q(z, p)
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: /
= [um (y) —u)|? dy <e,
P Jag,p) (

da cui la tesi.
Esaminiamo alcune proprietd degli spazi di Morrey.

(1) LPO(Q) & isomorfo a LP(Q);
(2) LP™(Q) & isomorfo a L (Q);
(3) se A > n allora LP*(Q2) = {0};

)\—ng,u—
b

(4) sel<p<g<+4oe " allora
LTH(Q) C LPA(Q).

(1) & ovvia. La proprietd (3) segue banalmente dal fatto che nei punti di Lebesgue la funzione é nulla in
quanto in essi, dato che A > n risulta

— T L < 1 A—n p =0.
u(z) lim /Q(I’p)u(y) dy < pl_l>%l+p HUHLPA(Q) 0

La (4) si dimostra mediante la diseguaglianza di Holder:
Per ogni z € Q e p € (0, 0)

P
q

/ lu(y)|P dy < [/ IU(y)qdy] |, p)| 7" <
Q(w,p) Q(z,p)

—n 1
< Cp'aortn */ lu(y)|dy
P* Ja(a,p) )

P
q

q . 1
< Cpt TP [M/ IU(y)I"dy] <
P J(,p)

n 1 “
< Ot TP [ / ( )u(ywy] < COMul e
x,p

pﬂ
E possibile dare degli esempi che dimostrino che le inclusioni sono proprie.

La dimostrazione di (2) richiede una nota proprieta dell’integrale di Lebesgue che richiamiamo brevemente.
Se u & una funzione misurabile su 2 e o un numero reale non negativo, poniamo S(u,0) = {x : z € Q, |u(z)| >
o}. Dalla teoria della misura sappiamo che poicheé u & misurabile anche S(u,o) ¢ misurabile. Inoltre se
u € LP(Q), 1 < p < 400 allora la funzione ¢ — oP~1|S(u, )| & sommabile sull'intervallo [0, +00) e vale

+oo
/ lu(z)|P dx :p/ o?71|S(u,0)|do.
Q 0

Proviamo (2). L’inclusione L*°(Q) C LP"(Q2) & ovvia. Supponiamo, per assurdo L>(Q2) C LP"(Q).
Consideriamo la maggiorazione

1 1
lu(x)[" = lim — / lu(y)|” dy < sup — lu(y)l” dy, (5.6)
=0+ 0" Jo(z,p) 0<p<s P Ja(a,p)
che ¢ valida per tutti i punti appartenenti all’insieme di Lebesgue (£(u,Q2)) di w in . Siau € LP"(Q)\ L>(2),
allora ||ullco,o = +00. Di conseguenza, per ogni t > 0, |S(u,t)| > 0, da cui Vz € L(u,Q) N S(u,t) risulta
|u(z)|P > t. Ne segue, tenuto conto di (5.6), che per ogni ¢t > 0 esiste x € Q) tale che
1

sup —- [u(y)l” dy >t,
0<p<s P Q(z,p)
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ovvero ||u|\’£p,n(m = +o0.
In questo modo abbiamo provato che lapplicazione identitd I : L*°(2) — LP™(Q)) & surgettiva ed anche
continua. Mediante il teorema dell’immagine aperta di Banach otteniamo che & un isomorfismo.

5.3 Gli spazi di Campanato

Poniamo )
= or—~ u(y) dy
|Q($,p)| Q(z,p)

Uz, p

dove z € Q e p € (0,4].

Definizione 5.3.1 (Spazi di Campanato) Indichiamo con LPA(2) 1 < p < +oo, A > 0, il sottoinsieme di
LP(Q) delle funzioni u per le quali risulta

1
[u]zz):p%(ﬂ) = 21618 p—)\ /Q( lu(y) — ug,p|? dy < +o0. (5.7)
z,p)
0<p<d
E evidente che £P*(Q) & un sotto spazio vettoriale di LP(€2). Osserviamo che [u]?.,. A(q) © una seminorma.
Infatti la proprieta di positivita, la diseguaglianza triangolare e ’omogeneitd sono verificate. Mentre non vale

in generale che: [u]ipyx(m = 0 implica v = 0 su §). Perché se [u]ip,k(m =0allora 3% [, |u(y) — ualP dy =0

da cui u(z) = uq q. o. in Q.
Possiamo invece introdurre su £7*(Q) la seguente norma

lullpx = [u]zor) + llullzr)- (5.8)

Con questa norma £P*(€2) & uno spazio di Banach. La dimostrazione ¢ analoga a quella vista nel caso
degli spazi di Morrey.
Lo spazio £P*(£2) si pu6 caratterizzare anche in altri modi. Uno di questi ¢ il seguente

Proposizione 5.3.1 Una funzione u € LP () se e solo se u € LP(S)) e

< +o0. (5.9)

1
el = sup | — inf / fuly) — o dy
£PA(Q) 02%25 P e Joa )

Dimostrazione.

E evidente che se u € £P*(Q) allora(*)
Nulllpx < [ulpr < +o0.

Viceversa, sia u € LP(Q) e [||lul/|p,» < +oo. Allora per ogni = € e per ogni p € (0,6] valgono le seguenti
maggiorazioni

/ uly) — g, P dy <27 / ju(y) — o dy + / gy — cff dy| =
Q(z,p) Q(z,p) Q(z,p)

p
—2 [ ) < ol dy #1906 [ ) - dy] | < (.10
Q(z,p) Q(z,p)
<2 [ fuy) - o dy
Q(z,p)
4Se non c’¢ pericolo di confusione indicheremo le seminorme negli spazi £7*(2) semplicemente con ||| - |[[p.x € [,
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Da cui
[ulp.x < 2[Jufl[pn < +o0.

Da queste osservazioni deduciamo che in u € £P*(£2) sono equivalenti le seguenti norme

-l + 0 don el 10 (s

Negli spazi di Campanato vale una proprieta di inclusione analoga a quella vista negli spazi di Morrey
che si dimostra nello stesso modo.

A\ — _
Proposizione 5.3.2 Siano 1 <p < q < +o0, 470 < u, allora
p q

LI(Q) C LPND).
Per gli spazi di Campanato si possono provare le seguenti proprieta.
Teorema 5.3.1 Sia Q C R™ aperto limitato di tipo A,

(i) se 0 <\ <n allora LPA(Q) ¢ isomorfo a LP(S);

(ii) sen < X < n+p allora LPA(Q) ¢ isomorfo a C*%(Q) con o = A ; n;

(iii) se A > n+ p allora u é costante su ogni componente connessa di 2.

La proprieta (ii) ¢ stata provata da Campanato in [7], ma si pué trovare la dimostrazione anche in [8].
Mentre (iii) segue banalmente da questa (vedi esercizio 5.1.2).

Dimostriamo (i) seguendo la dimostrazione esposta in [6] (cap. I), piti semplice della prima esposta in [7]
o in [8].

E evidente l'inclusione LPA(2) C £PA(Q); infatti se u € LPA(Q) allora per le maggiorazioni viste nella
dimostrazione della Proposizione (5.3.1)

[ulpx < 2f[Julllpn < 2lullLea @)

Per dimostrare I'inclusione contraria utilizziamo il seguente Lemma algebrico che ci sara utile anche
nel seguito nelle dimostrazioni della regolarita delle soluzioni dei problemi ellittici.

Lemma 5.3.1 (Lemma algebrico)
Siano ¢ e O funzioni non negative definite su (0,d], ® non decrescente, e siano A, «, B costanti positive
con < a. Supponiamo che ¥Vt € (0,1) e Vo € (0,d]

o(to) < At%p(0) + o ®(0) (5.11)

allora per ogni € € (0, — 8], per ogni t € (0,1), per ogni o € (0,d]

o(to) < At*“p(0) + K (A)(to) (o) (5.12)
dove ( )Za
14+&)~
K =——-"—>_
© (1+6)“F —¢
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Riportiamo qui la dimostrazione (vedi [6]) che consiste di un processo iterativo tipico di questo tipo di
lemmi utilizzati nella teoria della regolarita ellittica.

Dimostrazione.

Fissato € > 0, sia 7 € (0,1) definito da

(1+A)r =1. (5.13)

Se 7 <t <1 (5.12) segue banalmente da (5.11) in quanto
a—eye BB 1 a—e B 1
p(to) < At*Ct°p(o) + ot B O(0) < At*Fp(o) + (to)” — D(0),

tenuto conto che per (5.13) vale

1 3
== +A)F < K(A).

Se invece 0 < t < 7 allora sia h € N tale che 7" < ¢t < Th, da (5.11)

o(ro) < Art%p(0) + o ®(0).

p(r’0) = @(7(70)) < Ar%(70) + (10)" ®(70) <
< Ar[Ar%p(0) + 0P ®(0)] + (10)P@(0) <
< AP2p(0) + AT7F(10)P®(0) + (10)P ®(0) =
= A272900(0) + (10)P (o) [ArP 4+ 1].
p(r°0) = p(r(r%0)) < Arp(r%0) + (1°0)" ®(r%0) <

< AT {AT0(0) + (10)7 (o) AP + 11} + (7%0) (o) =

= A3r3ap(o) + AT B8 (10)8®(0)[AT* P + 1] + (1%0)P ®(0) =
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t h t h h
o9) = ( (') < Adelr"o) + (7o) 0lo) <
4o h—1
< ATW AhTho‘go(a) + (Thila)ﬁ (ATQ*B)j D(o) p + (Tha)ﬁq)( )=
7=0
pa bl _
= AMhep(o) + (7" 1o)P “ha Z(ATa_ﬁ)j ®(0) + (o)’ (o) <
7=0
1| :
< AMeu(0) + prsec > (AT (to)P (o) <
3=0
< AMt%p(o) + ! (ta)ﬁfp(o)#.
- Tath 1— Ara—p

L’ultimo passaggio ha senso in quanto (1 + A)7® = 1 allora 1 — At® = 7 > 0. Per cui prendendo
e€(0,a—f]segue 0 <1 — A7 <1— Are=5,
Osserviamo inoltre che

Ah+1toz — Atoz—aAhte < Ata—eAhTha < Ata—a[(l +A)TE]}L = At>E.

Da queste, essendo 7 = ;) T, sostituiamo sopra ed otteniamo la tesi.
1+4)¢

Torniamo ora a quanto volevamo provare, ossia £PA(Q) C LPA(€).
Sia u € LPA(Q), allora

/ lu(y)|P dy < 2°~* {/ [u(y) — ts,0 | dy + |Q(x7to')|u9(%0’)|p} <
Q(z,to) Q(z,0)

1
<2071 ¢(p, n)tto"t ——— u(y)|Pd —|—/ u(y) — ug o [P d
< { (p,n) 0@.0)] Q(M)I (y)[Pdy A [u(y) — sl dy

(z,0)

Da cui

/ m@W@stMﬁ/ u(@)Pdy + ca(p)o[ul? .
Q(z,to) Q(z,0)

Applichiamo il lemma algebrico con ¢(o) = fQ(x‘a) lu(y)[Pdy, e =n — A, 0 =9, p =to ottenendo

[ wrdy < o {5 [y + g,
Q(z,p) Q

Quindi u € LPA(Q).

Notiamo che £P™(€)) & uno spazio limite che contiene strettamente L>°(£2). Ad esempio la funzione
u(t) = logt, 0 < t < 1, che ovviamente non & limitata su (0,1), appartiene allo spazio £P1(0,1), per ogni

p > 1. Nel paragrafo successivo vedremo alcune propriete dello spazio limite £P"(0).

Dimostriamo la seguente generalizzazione della maggiorazione di tipo Poincaré.
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Teorema 5.3.2 Sia Q C R™, un aperto connesso e limitato con frontiera 0Q € C%'. FEsiste una costante
positiva c(p,n, ) tale che per ogni w € H¥P (), 1 < p < +o0, risulti

/Q lu(z) — ual? dr < c(p,n, Dulf , o (5.14)

Dimostrazione.

Non ¢ restrittivo dimostrare il teorema per funzioni a media nulla su Q.
Se la tesi fosse falsa esisterebbe una successione {um, }men C HVP(2) tale che

Um,Q = 0
[umllLr o) =1
(5.15)

|um|17p79 < m

Poiche {tm }men & limitata in HP(Q2) per il teorema di Rellich esiste una sottosuccessione convergente
in LP(Q) ad una funzione u. Da (5.15) segue

[ull @) = 1. (5.16)

PRI —+
Poiche |t |1 p0 " —> 0, da

/ U () Dip(x) dx mohee / u(z) Dip(x) de, Vo € C3°(Q), i=1,---,n,
Q Q

si ottiene che D;u = 0 su Q. Essendo () connesso, da questo segue che u ¢ costante in 2. Poiche u,, o =0
anche ug = 0, quindi v = 0 su . Assurdo perche contraddice (5.16).

11 seguente teorema permette di precisare la dipendenza dalla grandezza di  nel caso in cui Q = B(xo, r).

Teorema 5.3.3 Fissato xo € R™, esiste una costante positiva c(p,n) tale che per ogni u € HP(B(zo,r)),
1 <p < 400, risults

/B(zo Y (@) = gy P dz < e(p,n) 17 [ul} | pipo - (5.17)

Dimostrazione.

Possiamo supporre xy = 0. Procediamo mediante un’omotetia considerando la funzione v(y) = u(ry), con
y € B(0,1). Ovviamente v € H?(B(0,1)). Applichiamo a v la maggiorazione (5.14)

[ o) = enenl? dy < clp.mlolf, pan (5.15)
B(0,1)
Tenuto conto che
1 1 1
VB(0,1) = — v(y) dy = — u(ry)dy = —— u(z) dz = up(o,r,
Wn JB(0,1) Wn JB(0,1) WnT™ JB(0,r)

’I"p
/ UM@W@:/ MMWW@:7/ Diu()]? d,
B(0,1) B(0,1) " JB(0,r)

possiamo scrivere

1
/ lv(y) — UB(0,1)|p dy = / lu(ry) — uB(o,r)|p dy = vy lu(x) — UB(O,T‘)|p dz,
B(0,1) B(0,1) " JB(0,r)
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da cui la tesi.

Il seguente teorema permette di stabilire un legame tra gli spazi di Morrey-Campanato e gli spazi di
Sobolev.

Teorema 5.3.4 Sia Q C R™ aperto connesso e limitato, con 0Q € C%'. Sew € H'P(Q) e Diu € LPA(Q),
0<A<n,i=1,---,n, allora u € LPP(Q) e vale

n
[wlprsp < c(n,p, A)D | Dite]| por (2y- (5.19)
=1

In particolare se A +p < n allora

n
lullLeatr (@) < c(n,p, A, A) Z | Diull Lo ) + [[ullr ) | - (5.20)
=1
Sel+p>ney=1— DA sllora
[Wlco ) < c(n,p, A)D | Diull Lo () (5.21)
=1

Dimostrazione.

Fissati g € Q e 0 < o < 6, per il Teorema 5.3.3

/Q o 8= tal? do < 0D ) s, ) S 02 ) Y I Ditlr (5.22)
o, i=1

Le maggiorazioni (5.20) e (5.21) seguono rispettivamente da (i) e da (ii) del Teorema 5.3.1.

5.4 Gli spazi BMO.

Sia Qg un cubo n—dimensionale di R™.

Definizione 5.4.1 Diremo che una funzione u € L*(Qq) appartiene allo spazio BMO(Qo) (Bounded Mean
Oscillation) se

[ulBro = sup |22/Q [u(z) — ug|de < 400 (5.23)

dove l’estremo superiore ¢ fatto al variare dei cubi n—dimensionali Q C Qg con lati paralleli a quelli di Q.

E evidente che BMO(Qo) coincide con £17(Qq). Infatti basta osservare che nella definizione degli spazi
di Campanato ¢ possibile sostituire le sfere B(x, p) con i cubi Q(z, p) = {y : sup,_y ., lyi — xi| < p}. Quindi
considerare anziche Q(z,p) = B(x,p) N Q gli insiemi Q(z, p) = Q(x,p) N Q, si ottiene lo stesso spazio di
Banach munito di una norma equivalente a quella vista.

Data u € L'(Qo), per ogni o > 0 e per ogni cubo n—dimensionale Q C @y, con spigoli paralleli a quelli
di Qo, poniamo

S(e,Q)={z: z€Q, |u(z) —ug| > o}
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Definizione 5.4.2 Diremo che la funzione appartiene a Ey(Qo) (spazio di John e Nirenberg) se esistono due
costanti positive H 3 tali che per ogni o > 0 e per ogni cubo n—dimensionale QQ C Qo

1S(0, Q)| < He P7|Q). (5.24)

Si vede facilmente che se u € £y(Qo) allora u € LP™(Qy), per ogni p > 1. Infatti da (5.24)

+oo
/ () — ugl? dz = p / o7 [S(0, Q)| do <
Q 0
(5.25)

+o0 H Yoo I 1
<iQp [ ot i =i [ oo = @l [ st a
0 0 o

Quindi
H
[up , < c(p) B

Pit complicata risulta la dimostrazione del viceversa; cioé se LP"(Qo), p > 1, allora u € £ (Qop) e per
ogni cubo n—dimensionale Q) C Q¢ vale

1S(0,Q)| < He Trn|Q),

dove H e « sono costanti positive che dipendono solo da n. Per la dimostrazione si pué vedere in [8].
Vale quindi

Teorema 5.4.1 Condizione necessaria e sufficiente perché u € LP™(Qo), p > 1, é che u € E(Qo).
Infine una conseguenza interessante ¢ data dal seguente teorema

Teorema 5.4.2 Gli spazi di Banach LP™(Qo), p > 1, sono tra di loro equivalenti e per ogni coppia di valori
p, q, con 1 <p <gq, si ha la maggiorazione

(67
[ulgn < [ulpn < [ulg.n,

Q=

Hs [[(g+1)]7

dove I'(g + 1) = fol |log t|2 dt &, come & noto, la funzione gamma di Eulero.
Osservazione 5.4.1 E possibile estendere ad aperti che non siano cubi la definizione degli spazi BMO e
le relative proprietd. Se v sia una funzione lipschitziana, allora se w € BMO si ha che ¥(u) € BMO. Di

conseguenza se u € BMO allora |u| € BMO. Quindi se Q = 1%(Qo), con v e ¢~ lipschitziane, allora
BMO(Q) e LY™(Q) sono isomorfi.

Osservazione 5.4.2 Si dimostra che

loc
1<p<+oo

BMO®R" c () Lb.(R"

Infine osserviamo che le funzioni BMO non sono in generale limitate perché

log ||z|| € BMO(R™).
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Capitolo 6

Regolarita all’interno negli spazi di
Morrey e di Campanato

6.1 Una maggiorazione di Caccioppoli
Dimostriamo la seguente maggiorazione di tipo di Caccioppoli.

Lemma 6.1.1 Siano {aij(x)}i,jzl_,... n una matrice uniformemente ellittica sulla palla B,
con a;; € L>®(B,), peri,j=1,---,n, eu € H'(B,) una soluzione debole dell’equazione

Z Di(aij(z)Dju(z)) = ZDz‘fz'(l')a (6.1)

ij=1
con f; € L3(B,), i=1,--- ,n. Allora esiste una costante ¢ = ¢c(M,n,v) > 0 tale che per ogni p € (0,7) e per
ogni scelta di numeri reali s, s1, -+, Sp

n 1 n

Z/ |Diu(z)|? do < o(M,n,v) 72/ lu(z) — s do + Z/ i (x) — 5, ]? da. (6.2)

i—1 7B, (r—p)* /s, j=17Br
dove M = max  supla;;(x)|.

ij=l.-m .
Dimostrazione.

Scriviamo 'equazione (6.1) nella forma integrale

n

Z/ a;;(x (x) — s] Djp(x) de = Z/ [fi(z) — si] Dip(x) dz, Vo € HY(B,). (6.3)

i,j=1 B,

Consideriamo una funzione smussante 6§ € C5°(B,.) tale che
0<0<1,0=1suB,, |Df|<—— i=1,n
r—p

Scegliamo in (6.3) una funzione test del tipo ¢ = 2[u — s] ottenendo

Z / aij(x (x) = s]0(z) Di{[u(z) — s]0(x)} + ai;(2) D;[u(z) — s|Dif(x) 0(x)[u(z) — s]dz =

3,j=1
—Z/ [fi(x) = 5] 0(x) Di{0(x)[u(x) = s} + [fi(x) = s:l0(2)[u(z) — s|Di0(z) dx
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Ovvero

) /B a5 (2)D {(u(x) — 5) 0 Dif () — $10(a)} = 3 / i3 (2)D;8()[u(x) — s D, {0()[ulx) — 5]} d +

7,7=1 7,7=1

_,Z /Qaij(x)Dj{[u(I)—s]H(x)}D 0(z)[u(z) — 5] dz + Z / a;j(z — 8]*D;0(x)D;0(x) dx +

1,0=1 3,7=1

+Z/ [fi(2) — ] 0(x) Dif0(x)[u(x) — s} + [fi(x) — sil0(2)[u(z) — s]Dif(z) dv = L + I + Is + Ls + I5.

Passiamo ai moduli e utilizzando la diseguaglianza triangolare ci riconduciamo a maggiorare il modulo di
ciascuno degli integrali al secondo membro mediante le diseguaglianze di Schwarz e di Holder

|11 S/ Z |aij (2)[| D;0(2)|[[u(z) = s][| Di{(z)[u(z) — s]}] <

m,0=1

ol

<[ me D)F|D,0(a ] {Zm{e —sw} ule) ] do <

7‘]1

V=
[N

1

sﬁ/B Zm )2 D,6(a ]{ZD{& _5]}2} ju() — | <

> Dﬁ(fﬂ)z] {Z | Di{6()[u(z) — 5]}I2} u(z) — s <

< Mn/
Br | j=1 i=1

gMn{ | 30Dt uta) ~ s dx} {Z [ 10t ute) = s dx} <

M22

Nl

/Zwe 2 Ju(e) — s da + & Z/ IDAO@)[u(z) — s} do <

7‘] 1

M3*n? ¢

2 En {0(2)[u(x) — s]}? dx
< g [, e o e+ 53 [ Do)

r

Qui sopra abbiamo utilizzato la maggiorazione valida per ogni a, b € R e per ogni £ > 0:
1 €
ab< —a®+ =b?
T 2 + 2
Nello stesso modo si maggiora |15

M3?n? c

2 En 1 r)ulxr)—Ss 2 X
Bl < S5, e st e 532 [ Do) — s 4

"

Mentre
c

|I5| < MW/E [u(z) — s)* dx
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1
2

L) < /B {Z[fxx)—si]?} [DDi{e(x)[u(w)—s]}F] dv <

= {/ ;fz - s’ w}% [2:/3 1Di{0(x)[u(a) — s]} dscr <
/TZfZ —s? do + = Z/ |D{6(z)[u(z) — s} da

”5'3/3 {ZW —sz} [Zw{e }|2ru<x>—s|dx

{/ > 1) - s } [/ > ID o) |u<>s|2dx] <

T7.1 ’“21

_25/ Zfl — 8] dm—i—%ﬁ/jg@(m)—sﬁdm.

7‘11 T

Da queste maggiorazioni, tenuto conto che su B, la funzione 0(z) = 1

VZ/B Difu(z) — 8|2 dz < VZ/B D0 [ulz) — s} dz < C((i””‘?/B (u(z) — )% do+

p)

1 z/ file) — sif2de 1+ % Z/ IDi0(@)[u(z) — 5] de.

Prendendo ¢ sufficientemente piccolo otteniamo la tesi.

Osservazione.

La maggiorazione di Caccioppoli caratterizza le equazioni ellittiche evidenziando il cosiddetto ”fenomeno
di autoregolarizzazione” delle soluzioni. Ovvero un problema di Dirichlet relativo ad un’equazione ellittica
con secondo membro nullo e dati al bordo non regolari ha soluzione C*° all’interno. Questo non lo ritroviamo
nei problemi non ellittici, ad esempio in quelli iperbolici. Un discorso a parte si deve fare per i sistemi ellittici
in quanto per questi in generale non vale la maggiorazione di Caccioppoli, per essi infatti entra in gioco anche
la regolaritd dei coefficienti. Nel capitolo 3 abbiamo dimostrato che il problema di Dirichlet relativo ai sistemi
debolmente ellittici (ellitticitd di Legendre-Hadamard) & ben posto nel caso che i coefficienti siano continui.
Il caso dei coefficienti L> non é stato affrontato non per carenza di strumenti matematici ma semplicemente
per il fatto che, in questo caso, il problema non ¢ ben posto come si vede dal controesempio esposto nel
paragrafo che segue.

6.2 Un controesempio
In questo paragrafo dimostriamo che il problema di Dirichlet relativo ad un sistema debolmente ellittico non e

in generale ben posto in H{(Q2, RY) con la sola ipotesi di debole ellitticita (ellitticitd di Legendre-Hadamard)
se 1 coefficienti delle matrici sono L.
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Infatti se il problema fosse ben posto si avrebbe che I'operatore A = 3° , _ 5=, D [aas (x)D?] & bigettivo

e continuo tra gli spazi H*(Q,RY) e H, ™ (Q,RY). Allora per il teorema dell’applicazione aperta di Banach,
possiamo scrivere

¢ ||UHH5"(Q,RN) < HAUHHO—"Z(Q,RN)» Vu € Hy* (Q,RY). (6.4)

Prendiamo allora la consueta funzione smussante (cut-off function) 6 € C§°(R) tale che

[ 1 se xe B(xo,p)
0(z) = { 0 se z¢Blzg,r), 0<p<r, [0]<1, (6.5)

procediamo nel modo gid visto moltiplicando I’equazione per u 6, ed usiamo la diseguaglianza (6.4) invece
dell’ellitticitd. Otteniamo allora la maggiorazione di Caccioppoli:

||u||H’”(B(x0,p),RN) < C( HAUHH*’"(B(%,T),]RN) + ||U||Hgn*1(3(m0,r),RN)), (6.6)

per ogni u € HJ'(Q,RY), dove zg € Q e dist(zg,0Q) < 7.
Ma questo ¢ in contraddizione con il seguente controesempio di Giaquinta e Soucek (vedi M. Giaquinta
and J. Soucek [9]).

Esempio. Siano B(0,e~2) C R* and N = 3. Poniamo

1 9) Tt Tk
P> S ErstEijk T 1y L= (x17$2ax3)7 (67)
log? ||z]| 8 7 =]

Ajj = brs6ij + (

dove 6, é il simbolo di Kronecker(!) e g4 6 il tensore(?) di Levi-Civita(®)(detto anche alternating tensor o
isotropic tensor of rank 3). Abbiamo che

Z Z AT (2)&-E My = €2 NP, YA€ R?, ve € R®. (6.8)

i,7=1 7r,s=1

Inoltre
A7¥ € L®(B(0,e7?)).

Allora la funzione vettoriale
1 - x _9
u(e) = (el loglel) T @ € BOe?),

appartiene a H'(B(0,e~2),R?) ed & una soluzione debole di

3 3
Z Z P [A}7 (z) Dou’] = 0,

e si dimostra che non verifica la maggiorazione di Caccioppoli.

ILeopold Kronecker (Legnica 1823 - Berlino 1891) Allievo di Dirichlet, dette importanti contributi alla teoria dei numeri.

Insegné all’universita di Berlino.
2

1 se (4,4, k) sono permutazioni pari di (1,2, 3),
€ijk = { -1 se (4,4,k) sono permutazioni dispari di (1,2, 3),
se t=jefoj=kelok=14,
3Tullio Levi-Civita (Padova 1873 - Roma 1941). Dette importanti contributi in vari settori della matematica, di grande
importanza quello sul calcolo tensoriale utilizzato da Albert Einstein nella sua teoria della relativid generale. Fu professore
ordinario di Analisi superiore all’universita di Roma. Venne licenziato in seguito alla promulgazione delle leggi razziali fatte dal
regime fascista nel 1938.
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Sopra abbiamo visto in particolare anche che un problema ellittico ben posto implica che vale la maggio-
razione di Caccioppoli. Ci chiediamo se vale il viceversa, ovvero se vale la maggiorazione allora il problema
¢ ben posto. E facile provare che dalla diseguaglianza di Caccioppoli segue:

[ull zm vy < CUAUl g-m @y, +lull g1 rvy), (6.9)

per ogni u € H'(Q,RY), da cui , per il Lemma of Peetre (vedi 3.5.1) otteniamo che dim kerA < +oo, ma
non in generale che dim kerA = 0. Per esempio Au = Au+ Au (dove A & un autovalore di —A) soddisfa (6.9)
ma dim kerA > 0.

6.3 Maggiorazioni fondamentali all’interno per 1’equazione
con coefficienti costanti.

Lemma 6.3.1 Sia {a;;}i j=1,....n matrice ellittica costante. Sia u € C*(B,) soluzione di

Z aijDiju(x) =0, z€B,.

ij=1
FEsiste una costante positiva c(v,n) tale che per ogni p € (0, 7]
2 PN 2
lu(z)]* de < c¢(v,n) (= |u(z)|* de. (6.10)
B, r B,
Dimostrazione.

Nella maggiorazione di Caccioppoli (6.2) prendiamo s = s; = f; =0, ¢ = 1,--- , n, ottenendo per ogni
o€ (0,r)

Z/B |Diu(z)]? da < C(”)(r—la)2/3 lu(z))? da. (6.11)

Osserviamo che, poiché i coefficienti sono costanti, D%u risolve ’equazione, qualunque sia il multi indice
a, infatti D*u € C*(B,) e

D¢ Z aijDiju(I) = Z aijDijDau(z) =0, z€B,.
i,j=1 i,j=1
Quindi se k € N e k > 1, applichiamo k—volte la (6.11) con § < 0y < 02 < -+ < 0_1 < r, dove ad esempio

aizi;—k—kg,coni:l,n-,k—l:

) Z/ D, Du(z) 2 dxg(gld_”)r)z 3 /B D)2 dz <

al=k—11=1 ol<k—
fol=ht jl=ht (6.12)

< <ely,r, k)/ lu(z)|* da.
B,
D’altra parte, per il teorema di immersione di Sobolev(*) prendendo k > 5 risulta

[ulloo, By < eln,m)|[ull e (s,

T
2

4Se Q ha la proprieta del cono e k >  allora HEP(Q) C CO(Q) e

k ._n
j—n
sup |u(z)| < e 8o P luljp.0;
Q j=0

dove c ¢ stabile per omotetia.
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Da questa mediante (6.12)

e, < clorr) [ Juta) e

Tenuto conto di queste maggiorazioni possiamo ottenere, per ogni p € (0, 5], la seguente

/B |u(z)| dxgc(n,y,r)p"/ |u(z)|® d. (6.13)

P B

Si tratta ora di stabilire la dipendenza di ¢(n,v,r) da r. Per questo operiamo un’omotetia nel modo che
segue. o
Se s > 0, allora la funzione v(x) = u(sz) appartiene a C>°(B=x ) ed ¢ soluzione sulla palla Br dell’equazione

31 j=1@ijDiju(z) = 0. Se prendiamo s = r allora da (6.13) applicata a v segue per ogni p € 0,%)

/Bg lw(@)|? dz < e(v,n) (g) /B v(z)|? da. (6.14)

Negli integrali effettuiamo il cambio di variabile: y = rz, ottenendo per ogni p € (0, 5], la maggiorazione
2 PN™ 2
| 1P dy < et (2)" [ putwla (6.15)
B, r B,

Completiamo la dimostrazione osservando che se 5 < p <7 allora

/B lu(z)? do g/B u(z)? dr = (2)" (;)n/B ()2 dr < 2 (f)"/B ()2 da. (6.16)

P L s

Come abbiamo osservato sopra D®u risolve I’equazione e quindi verifica le ipotesi del lemma che abbiamo
dimostrato, di conseguenza vale il seguente

Corollario 6.3.1 Se u verifica le ipotesi del Lemma 6.3.1 allora per ogni p € (0,7] e per ogni o € N™ wvale

/Bp Dou(e)? dw < c(v,m) (2) /B D ()| da. (6.17)

Lemma 6.3.2 Sia {a;;}; j=1,.. n matrice ellittica costante. Sia u € C*°(B,) soluzione di
n
Z aijDiju(sc) =0, x€B,.
ij=1

Esiste una costante positiva c(v) tale che per ogni p € (0,7] e per ogni s € R

/ lu(z) —up,|* dz < c(v,n) <g>n+2/ lu(x) — s|? d. (6.18)

P B,
Dimostrazione

Per ogni s € R, la funzione u — s verifica le ipotesi del Lemma 6.1.1, in particolare possiamo procedere
come nella maggiorazione (6.12) ottenendo
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[l — 3”?{’%2(35) < (v, k)/ lu(x) — s|? dz, (6.19)

r

applichiamo il teorema di immersione di Sobolev prendendo k > 5 + 1

Zsup\D (u—8)|? < e(n,r)|lu— s|, 2(By) S < c(n,v 7")/ lu(x) — s|? da. (6.20)

i=1 "% B,

Sia p € (0,%]. Per ogni « € B, risulta

ju(@) = u(O)? < c(n Zsupm ul?,

da cui tenuto conto di (6.20)(°)

J

La dipendenza della costante c¢(n,v,r) da r viene precisata nello stesso modo della dimostrazione del
Lemma 6.3.1 come pure la maggiorazione per p € (g,7].

lu(z) —up,|* dx S/

wx) —uw(0)]?dx < e(n,v,r)p" 2 u(z) — s|? da.
[ uta) —uO) e < el r)p [ )~ s d

P B

Corollario 6.3.2 Nelle ipotesi del Lemma 6.3.2, per ogni p € (0,7], per ogni a € N™ e per ogni s € R vale

/B IDu(z) — {D*u}g,|* dv < c(v,n) (g)”+2 /B \D*u(z) — 5|2 da. (6.21)

P

6.4 Maggiorazioni fondamentali all’interno per ’equazione
con coefficienti continui

Sia u € H%?(B,) soluzione debole dell’equazione

n

A(z, D)u= > Difa;;(z)Dju(x)] = ,ZD” fi (6.22)

ij=1
con f; € L*(B,), ai; € C°(B,) con la matrice {aij}ij=1,.. »n uniformemente ellittica su B, con costante

v. Poniamo

Ww(r) = sup sup |a;;(z) — aij(0)|2
ig=lon peBy

n

i,j=1

Lemma 6.4.1 Nelle ipotesi sui dati formulate sopra esiste una costante c(v) > 0 tale che per ogni p € (0,7]

;/BP |Dyu(z)? dz < c(v) { [(g) +w2(r)} ;/B |Diu(z)|? dz + ;/B |fi(37)|2d.%'}. (6.23)

58i vede facilmente che

/ u(z) — ug|?de = inf/ u(z) — cl? da.
Q ceR Jo
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Dimostrazione.

Da (6.22) scritta in forma debole ricaviamo

Z / ai;(0)Dju(x) Dip(x) du = » / fiw) + > [ai;(0) = as;(z)|Dju(x) p Dip(x) dw (6.24)

ij=1 i=1"Y Br j=1

in modo da applicare il cosiddetto artificio di Korn. Ovvero scomponiamo v nella somma u = v + w, dove v
e w risolvono rispettivamente i problemi

A(0,D)v =0 1in B,

(6.25)
v(z) =u(z) in 0B,
A0, D)yw = ZD {fi(x) + _[ai;(0) — aij(x)] Dju(z)} in B,
j=1 (6.26)

w(z) =0 in 0B,

Osserviamo che le funzioni f;(x) + >°7_,[ai;(0) — aj(2)]Dju(z) appartengono a L?*(B,). 1 problemi
(6.25), (6.26) ammettono una ed una sola soluzione. In particolare, poiché v € H?(B,) risolve (6.25), dove
i coefficienti sono costanti ed il secondo membro & nullo, quindi C*°, per il Teorema 4.2.3 v € H*2(B,), per
ogni o € (0,7) e per ogni k € N. Per il Teorema di immersione di Sobolev, v € C*°(B,). Possiamo quindi
applicare il Corollario 6.3.1, esiste quindi una costante c(v,n) > 0 tale che per ogni p € (0,0), con o € (5,7)

Z/ |D;v(z)]? dz < c(v,n) Z/ |D;v(x \dm<cun2” Z/ |D;v(z)|? dz.  (6.27)
i=1 7 Bp

Questa maggiorazione vale per ogni p € (0,7) per arbitrarieta di o.
Per quanto riguarda w vale la maggiorazione

Z/ |Diw(@)? dv < C(V)Z/ [1fi(@)* +w?(r)| Diu(x)[?] da. (6.28)
i=1 r i=1 r

Da (6.27), (6.28), segue per ogni p € (0,7]

Z/B \Dsu(z) dz < 2 Z/B Dso(2)[2 dz + |Diw()[? dz <
<) (2)"3 [ Do + )3 [ 5@+ D)) da

Da cui, essendo v = u — w, otteniamo

Z/B |Dsu(z)?dz < c(v,n) Z/ |D;ju(x |dac—|—cz/n Z/ | Dsw(x)|? d +
V)Z/B [1£i(@)]* + w?(r)| Diu(z)|*] da < (6.29)

r

< {(2)" [1+w2(r)]+w2(r)}§n:/ Dau(a) do ++c(v,n) [(2)" +1] i/B fil@)]? dx
1=1""r i=1"Pr
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Da cui la tesi.

Lemma 6.4.2 Nelle stesse ipotesi del Lemma precedente, esiste una costante c(v,n) > 0 tale che per ogni
p € (0,7] e per ogni oy, -+ ,am, P1,- -+, Bn € R vale

> [ 1) - (D, o < c(u,m{(f)"”i [ D) - 5 do+
o o (6.30)

+w2(7°)2/BT |Diu(x)]? do + E/BT |fi(x) — ai|2dx}.

Dimostrazione.

Procediamo come nella dimostrazione del Lemma precedente scomponendo u nella somma v = v + w,
dove v risolve (6.25) e w risolve (6.26). Applichiamo a v il Corollario 6.3.2

Z/ IDiv(z) — (D}, de < c(v,n) (3)"”2/ \Div(@) — Bi2de, Bi € R¥pe (0,r] (631)
=1 BP i=1 B,

r

Per w vale la maggiorazione

Z/ |Diw(z)? do < C(V)Z/ [1fi(z) — i|® + W?(r)| Dyu(a)|?] dz, a; € R. (6.32)

i=1"Y Br

Da queste otteniamo per ogni p € (0, r]

Z/ |Dyu(x) — {Diu}p, > dz < 2 Z/ |Djv(z) — {Dv}p, > dz + |Dyw(x) — {Dw}p |* do <
i=1" B i—1 7By

IN

et /B Piv(e) = (P}, e + 3 /B D)) de <

IN

o) (2)7X [ D@ - sl + )Y [ (o) - i + w2 0) D)) o
i=1YBr i=1YBr
Essendo v = u — w, segue

é/BP |D;u(z) — {Dsu}p,|* dx <
n+2 , o . " 2
< c(v,n) {(f) ;/B |Diu(x) = Bil " dz + {(f) +1} w (r);/& |Diu(z)|*dz+  (6.33)

+ ) [1fi(2) — aul? dm}~

Da cui la tesi.
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6.5 Regolarita delle derivate prime all’interno

Sia ) aperto limitato di R™. Su €2 consideriamo 1’equazione

> Di(aij(x)Dju(z)) = ZDz‘fz'(x)’ (6.34)

1,j=1

dove {a;;(x)}i j=1,.. n € una matrice uniformemente ellittica su  con costante di ellitticita v > 0.
Se B(wg,r) = {x : ||z — 0|l < r}, poniamo w?(zp,7) = sup sup |ai; () — aij(zo)|?.
i=1m Blag,r)

Teorema 6.5.1 Sia u € H"2(Q) una soluzione debole dell’equazione (6.34). Supponiamo che a;; € C°(Q),
fi € L22(Q), con 0 < X < n. Allora w € HY>*(Q0) (®) per ogni aperto Qq C Q e vale la maggiorazione

Z | D; U||L2 A Qo) S c(A v, Q) {Z 1D UHLZ(Q) + Z vaHLZ x(Q)* } (6.35)

=1

Dimostrazione.

Posto &y = dist (Q0,CN), sia B(xo,7) la palla di centro zy € Qg e raggio r < 2. Dal Lemma 6.4.1, per
ogni p € (0,r] vale

p
Z/ " |Diu(z)|? de < c(v ){Kr) + w?(zo, 7 Z/B($07T)|Du x)|? dx +

- MZM /(ro T)|fz |2dm} < (6.36)

gc@{[(;ﬁ) o] S5 [ s S i

Ponendo .
Z/ |Diu()?dz, B =Y _|Ifilli2x0);
B(zo,r) i=1

la maggiorazione (6.36) si scrive nella forma

e(p) < |e(2) +w* ()] e(r) + B, (6.37)
Siamo nelle condizioni di applicare il seguente Lemma algebrico

Lemma 6.5.1 (Lemma algebrico)
Siano ¢ e w funzioni non negative definite su (0,d] e ¢, B, «,  costanti positive con < «. Supponiamo
che

li =
Jm, w(o)=0

e che valga, Vp € (0,7], 0 < r < d,

p [e3%
e(p) < [c(2) +w?()] ¢(r) + 7B, (6.38)
r
allora per ogni e € (0, — B), esiste d. € (0,d] tale che per ogni p € (0,7] per ogni r € (0, d]
p a—¢g B
olp) < Ki(a,B,2.0) (2) " olr) + o Ka(a, B2, ) B. (6.39)

6Tndichiamo con H':2:*(Qy) il sottospazio di H2(Qp) delle funzioni che hanno le derivate prime in £2*(Qp).
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Per la dimostrazione vedi [6].

A ]
Applichiamo questo Lemma a (6.37) con £ = nT Esiste allora d. < 50 tale che per ogni p € (0,7],
con r € (0,d,]

elp) < Ki(nAe,0) (B) o) + o Ka(n A e,0)B

quindi

Z/ |Diu(z)]? da < K1
B(zo,p)

da cui segue per ogni xo € Q e per ogni p € (0,d.) e r = d.

Z/ Dau@)de + Kop® S il
z[)a

1=1

1
Sy LT C3 1D o SENCYCIR RS ol IR
B(zo,p) B(zo,r)

i=1

se invece p > d.

1 / 2 )2
— |Diu(x)|* de < () / |D;u(x)|* de < | Diul|?
; P JBo.p) Z B(xo.r) @2 Z we ¢

da cui la tesi.

Osservazione 6.5.1 Se nel Teorema precedente supponiamo che f; € L?™(Q), ovvero che f; € L>(Q),
non si ottiene che D;u € L?™(Qg), ma soltanto che D;u € L>"~¢(Qyq), per ogni ¢ € (0,n).

Consideriamo ora il caso in cui f; € £2"(Q) dimostrando il seguente risultato.

Teorema 6.5.2 Sia u € H%(Q) una soluzione debole dell’equazione (6.34). Supponiamo che a;; € C*%(Q),
€ (0,1], f; € L2™(Q). Allora v € HY2™(Qq) per ogni aperto Qg C Q e vale la maggiorazione

n

Z | D; UHLZ"(Q ysc¢ (aij, v, Qo) {Z [ D; U||L2(Q) + Z ||fz||L2n(Q) } (6.40)

i=1
Dimostrazione.

Siano 6y = dist (Q0,CN) e Qo € Q1 C Q. Possiamo prendere Q1 in modo che risulti
dist (Qo,CQy) = dist (Q1,CN) = —

Applicando il Teorema 6.5.1, con A = n — 2a, e tenuto conto del fatto che £2™(Q) C £2"~2%(Q), con
immersione continua, otteniamo la maggiorazione

Z ”Di“”%?m%a(ﬂl) < c(a, v, ) {Zz 1 11Di UHLZ(Q + i Hfi”zﬁ,nfh(g)}
=1 (6.41)

< c(a, v, ) {Z?:l IDiull2q) + >ims Hfz‘||2gm(9)} :

Utilizziamo il Lemma 6.4.2 dove prendiamo Bi = {Diu} B(o.r)> @ = {fi}B(xo,r)- Scrivendo la maggiora-
zione per ogni 29 € Qp e 0 < p < r < % si ottiene
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9 n+2 9
Z / |Dyu(x) — {Diu} play p)|* dz < c(v) Z / |Diu(z) — {Diu} plag.m|* dz +
B(zo0,p) B(zo,r)
(6.42)

+w2(x07r)2/ |Diu(x)|? do + Z/
i=1 Y B(zo,r)

Posto M = sup \aij%&u@), possiamo maggiorare il secondo addendo al secondo membro nel modo che
ij

|fi(x) = {fi} Baom | dm} .

B(zo,7)

segue

I /\

2an2azn2a |Du |2d$<
" B(zo,7) (6.43)

Mnrm Z?:l ||Diu||2L2,n—2a(Ql)~

OJ fL'O, / |D u\x |2d.’,U
Z B(zo,r)

IN

Da (6.41), (6.42) e (6.43) segue per ogni xo € Q e per ogni coppia di valori p, r che soddisfa la relazione
]
0<p<r< 50

n

n+2 n
Z/ |Diu(x) — {Diu} B(a,, p)| dr < ¢(v) / |Dju(x {Diu}B(IO,T)de—F
i—1 Y B(zo,p) B(zo,r)

(6.44)

+c(a, v, Qo)r {Z”D ullZ2(0) JrZ”fz“ﬂ " (Q) }

Ponendo
Z/ |D’LL DiuB(mO7p)|2dac, B = CCK v, Ql {Z|D U||L2(Q)+Z||f1”£2 n Q)}
170;

. = . - . . . d .
per ogni xy € () e per ogni coppia di valori p, r che soddisfa la relazione 0 < p < r < 50 scriviamo la

maggiorazione (6.44) come segue

Applichiamo il Lemma algebrico 5.3.1 con € = 1

oo <) (2)" or) + "B

do

Tenuto conto della posizione fatta, riscriviamo la maggiorazione per r = %

1 / 9
— |D;u(z) — {Dju} p(zo,py[Pdz < K (v ( ) / |D;u(x) — {D;u} sy |“dz+
Z P Blao.p) 0:P) Z Blzo, %0 5) B(zo,%)

n n
+Ko(a, v, M, Qo) {Z IDiul|72 ) + Z ||fz'||i2m(9)} <
=1 =1

< Cla v, M, Q0) {0, 1Ditl3 ) + i 1Fil2am | -
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Nell’ultima maggiorazione abbiamo tenuto conto che

, N 2 , 2
/B(wo}i?) |D;u(x) {DZU}B(QJO)%O” dargc(éo)/ N |D;ju(z)|” dx.

(wo, 2)

D’altra parte per ogni g € Qe p > %0 si ha

1 2m 2m
— |Diu(x) — {Diu}g(m,pﬂz dr < c— |Dsu(z)*dx < ¢ —n/ |Diu(x)|? da,
P Ja(zo.p) 06 Jaao.p) o Jo

da cui la tesi.

Teorema 6.5.3 Siau € H%(Q) una soluzione debole dell’equazione (6.34). Supponiamo che a;; € C%%(Q),
a € (0,1], fi € L2"F%(Q). Allora u ha le derivate prime localmente limitate in 0 e per ogni aperto Qy S
e vale la maggiorazione

Z 1Dsull?, o7 < elaij, v, ) {Z 1DsulF2e) + ||fi||2ﬁ2a”+a(9)'} (6.45)
i=1 i=1

Dimostrazione.

Siano &g = dist (Q0,CN) e Qo C Q1 C Q. Possiamo prendere Q; in modo che risulti
dist (Qo,CQy) = dist (Q1,CN) = —

Applicando il Teorema 6.5.1, con A = n — «, otteniamo la maggiorazione

ZHDiU”imw((zl) < (o, v, () {ZHD “HL?(Q ‘f’ZHszLM o (Q) } (6.46)
i=1

Utilizziamo il Lemma 6.4.2 dove prendiamo f; = {Diu} p(zo,r)» % = {fi} B(wo,r)- Scrivendo la maggiora-
zione per ogni 79 € Qpe 0 < p<r < %0 si ottiene

n+2 9
E / |Diu(x) — {Diu} p(a,, p)| dz < c(v E / |Dju(x) — {Diu} B(ay,m|” dx +
B(xo,p) B(zo,r)

+w? (w0, 7 Z/ )|Du z)[*dz + Z/ fi(@) = {fi} Baomy | dx} <
1077’ 1077’

(6.47)
n+2 9
B(xo,r

”+"‘ZHD ull 72 ) +T"+az [ filll.c n+a<ﬂ>}

i=1

Applicando il Lemma algebrico 5.3.1

n

Z[Diu]%%wa(no) < c(v, gy, QO){Z HDiu”zL?(sz) + Z ||fi||2czm+a(9)7}

i=1 i=1 i=1
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quindi D;u € C%%(Qq), i = 1,--- ,n, dalla maggiorazione seguente otteniamo la tesi(”)

sup | Diul? < e, @) {|| Dz ) + 1Ditll 2o g, } < eler Qo) {IDiulFqayy + 1Dl 2s v }
Qo

Teorema 6.5.4 Sia u € H"2(Q) una soluzione debole dell’equazione (6.54). Supponiamo che a;; € C**(Q),

€ (0,1], f; € L2"H22(Q). Allora u € HY?P(Qy), con B =n+2a, se 0 < a < 1, mentre  =n+2 — ¢, per
ogni e >0 se a =1, per ogni Qo C Q e vale la maggiorazione

> [Dsull 22,8 05y < €(aijs v, Qo) {Z 1Dl 20+ fi|%2«n+2a(9)-} (6.48)
i=1 i=1 i=1

Se a =1 allora la costante ¢ della maggiorazione tende a +0o per B a n + 2.

Dimostrazione.

Siano dg = dist (Q9,CN) e Qo € Q1 C Q. Possiamo prendere € in modo che risulti
e e do
dist (Q0,CQy) = dist (Q1,CQ) = —.

Utilizziamo il Lemma 6.4.2 dove prendiamo 3; = {Diu} g(zo,r), @ = {fi}B(xo,r)- Scrivendo la maggiora-
zione per ogni 190 € Qpe 0 < p <7 < %’ si ottiene

n

n+2 9
3 / Diu(e) — {Dyu} piag | da < c(v } : / Diu(e) — (Dot} pagm | d +
i—1 Y B(zo,p) B(zo,r)

+w? (xo,7 Z/ | Diu(x |2 dr + Z/ | fi(w {fi}B(:vo,r)|2 d:c} .

Procediamo come nella dimostrazione del Teorema precedente ed utilizziamo 1’inclusione

£2,n+2a(ﬂ) C £2,n+a (Q)

"Sew € C%P(Q),0< B <1ep>1,allora per ogni z, y € Q

[w(@)? < 2/{jw(@) — )l + [wE) P} < 2 {25 g le = y7 + @)} < e (diam )7 {[wlll?, 4 + @I}
Integrando rispetto a y su 2
@) < e { Il 5 g + 0l }
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e la maggiorazione (6.45) del Teorema 6.5.3, quindi per ogni p, r tali che 0 < p < r <9 %, possiamo scrivere

n

p n+2 n
E / |Dju(x) — ~{DZ-1L}>E;(I()7F,)|2 dx < ¢(v) (7) E / |D;u(x) — {DZ-LL]»,E;(I(]7,,)|2 dx +
B(wo,p) T i=1 Y B(zo,m)

i=1

+w2($077‘)2/3( )|D iU | dr + Z |fz {fi}B(zo,r)|2 dl‘} <
i=1 Zo,T

B(zo,r)

n+2
< (v { Z / o IDite) ~ (Dithpa o+
B(xzo,r)
(6.49)

+e(n, Qo) Mr2ey ”Z | Daul? 5, +7‘"+MZ|||fi|||£z,n+mm>} <

i=1

n+2
B(zo,r

+ c(n, Qo, M)r™t2e [Z 1Dl 20 + > |||fz‘|||£2=n+2a(9)]
=1 i=1

La tesi si ottiene mediante il Lemma algebrico 5.3.1.

Riassumiamo in breve quanto ottenuto in questo paragrafo (si veda anche il Teorema di immersione 5.3.4).
Sia u € H2(Q) soluzione dell’equazione (uniformemente ellittica su )

n

> Di(aij(x)Dju(w)) = ZDifi(I)

ij=1
Per ogni ¢ C Q valgono le inclusioni con le relative maggiorazioni

(1) Se f; € L*2Q), i = 1,---,n, con 0 < X\ < n, a;; € C°Q), allora u € H->*(Qp), in particolare

u € L2M2(Qy), se poi )\ € (n —2,n) allora u € CO’Y(QO) con y =1— "%

);

2) Se f; € L2™(Q), i =1,---,n, a;; € CY*(Q), con 0 < o < 1 allora v € H?"(Qp), in particolare se

g
u € L22(Qy), allora u € C%1(Qy);

3) Se f; € £L2MQ),i=1,---,n,conn < A<n+2, a;; € CPN), a =232 allora u € H">#(Qy), (dove

J 2

B=Asen<A<n+2ef=n+2—¢ pere>0se)=n+2). In particolare D;u € C%(Qy),
i=1,---,n,se B =\ mentre Dyju € C¥1=5(Qq),i=1,--- ,n,se A =n+2.
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Capitolo 7

Regolarita con coefficienti L°°

7.1 Il metodo di Campanato

Considero una matrice {a;;(x)}; j=1,... » uniformemente ellittica su €, con a;; € L*°(£2). Poniamo

SIS

5+ aji : . _ i —ay iy .
M = sup Z az.(x)| , af = %5 T4i (barte simmetrica), a;; = %45 — %51 (barte antisimmetrica).
o |53 7 ! 2 ! 2
Quindi a;; = ajj + a;;. Ovviamente
1 1
n 2 n 2
sup Z [a;g-]2(x) <M, sup Z [afj]Q(ac) < M,
& = ij=1
mentre per ogni £ = (&1, ,&,) € R”
n n
> af@)&g = Y ai(0)gig; > vllEl,
3,j=1 3,j=1
perche
n
> ag(@)&g =0,
i,j=1
in particolare M > v.
Valgono i seguenti Lemmi.
Lemma 7.1.1 Per ogni £ € R"
2
n n
DIME =Y afi(2)g | < (M —v)[ll*.
i=1 j=1
Dimostrazione.
Considero la forma bilineare simmetrica
n n
A&m) =My mi&— Y afi(x)mig;, & neR™
i=1 ij=1
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Questa ¢ positiva in quanto
A(€,€) > MIlgl, — M7 = o,

Vale quindi la diseguaglianza di Schwartz

A, )| < VA EVAMmM ) < (M —v)|[Ellalnlln-

sup A&, n)] < (m —v)[|¢]ln-

lInll=1

Quindi

Posto A" = {a};}ij=1, n

sup |A(§,n)| = sup [(MIig — AT)Em)n| = (M Iia — A7) n-
Imli=1 Ili=1

Da cui la tesi.

Lemma 7.1.2 Per ogni pt > 0 e per ogni & € R"

2
Do uME =Y ag@)g | < M1+ p?)|E)>
i=1 j=1
Dimostrazione.
2 , 2
Do uME =D an(@)g | = MAENL + D D aié | —2mM Y ag&l =
i=1 =1 i=1 | j=1 ij=1

2
= @MAENS + D | D aié | < MAL+ ).

Utilizzando questi due Lemmi dimostriamo il seguente risultato.

Lemma 7.1.3 Per ogni pt > 0 e per ogni & € R"

ST IM+ p Zam < M1+ 1+ p%) = vP|€]%.

i=1

Dimostrazione.

M1+ p)&; Za” =

N_
I M:
I

[N

- 2
D MEG =) af(@)& + Mps = ag; (@) <
i=1 | j=1 Jj=1
. . 2y % . 2 2
S Z Mfz — Zaj](x)ﬁj + Z Mﬂgz Za’m
i=1 j=1 =1 =1
< (M =v)[lEll + (M1 + p2)[[€]]
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Sia ) aperto limitato di R™. Su €2 consideriamo 1’equazione

Au = Z D;(a;j(x)Dju(z)) = 0, (7.1)

i,j=1
e dimostriamo per la soluzione di questa una maggiorazione fondamentale.
Teorema 7.1.1 Sia u € HY2(2) una soluzione debole dell’equazione (7.1.1). Supponiamo che a;; € L>(Q),
allora esiste un € = (v, M) > 0 per ogni B(xg,r) C Q e ogni p € (0,r) vale la maggiorazione

n

Z/ |\ Dyu()2dz < (v, M) 6"2/ | Dyu(z) |2 dz. (7.2)
B(xo,p) (zo,r

i=1

Dimostrazione.
Pongo v = v + w dove w risolve

M1+ p)Aw = M(1+ p)Au(z) — Au(z) in B(xg,r) 73)
7.3
w(z) =0 in OB(zg, 7).

Mentre v risolve
M1+ p)Av(z) =0, x € B(xg,r)
Per la maggiorazione (6.17) vale

n

S/ D@ de < cOfpn) ”Z/ |Div(z) P da. (7.4)
B(QEop) 10,

=1

Mentre per w valgono le maggiorazioni

1 n
|Dyw(z))?de < ———— / M(1 + p)Dyu(a ai;( dr <
Z/B(ro ) [M(]- + :U‘)]2 ; B(zo,r) Z !

(per il Lemma 7.1.3) (7.5)
M1+ 4/1 —
g +2 ) = V] Z/ |Dju(z)|? da.
M (1 + :u B(xzo,r)
Posto
qo_ MO+ V1+p%) -0
M?(1 + p)?
2 _ .2
notiamo che K < 1 per u > i Tenuto conto quindi della maggiorazioni scritte sopra abbiamo che
Z/ \Dsu(@)|2dz < (M, u,n) Z/ |DUFM+Z/ Dyw(@) do <
B(zo,p) B(zo,T) B(zo,r)
< (M, p,m) Z/ |Dyu(z)* de + [C(M,u, (g +1 Z/ |Diw(z)|*dx < (7.6)
B(zo,r) (zo,r)
< e(M, p,n) Z/ |Dju(x \2d:v+K[(M,u, (B +1 Z/ |Dsu(z)|? da.
B(xo,r) r B

(wo,’r‘)

92



d n
Esiste d > 0 tale che Ky = K [C(M,,u,n) <) + 1] < 1.
r

Posto
3
Z/ |Dsu(z)*dx p
B(zo,p)

otteniamo la tesi utilizzando il seguente Lemma algebrico.

Lemma 7.1.4 Sia ¢ una funzione non negativa e non decrescente su (0,d] e siano a > 0, Ky € (0,1),
A > 1. Supponiamo che per ogni p, r € (0,d], con p < r, valga

o(p) < [A(1 1K) (g)a i K1:| o(r)

Allora per ogni p, v € (0,d], con p < r, risulta

dove

logt — log A

E =
0<t< 150k

1—¢

C= e

Su €2 consideriamo ora l’equazione

Au = Z D;(a;j(xz)Dju(z)) = ZDifi(x)a (7.7)
i=1

i,j=1
dimostrando il seguente teorema.

Teorema 7.1.2 Sia u € H"*(Q) una soluzione debole dell’equazione (7.7). Supponiamo che a;; € L>(Q),
fi € L22(Q), con \ € [0,ne), dove £ & determinato nel Lemma precedente. Allora per ogni B(xg,7) C ) e
ogni p € (0,r) vale la maggiorazione

Z/B(% p)|Du )Pda < (v, M) {Z/ |Diu(z |2dx+2|fz||L“(Q)} (7.8)

Dimostrazione.
Procediamo come nella dimostrazione dei Teoremi di regolarita all’interno considerando v = w + v, dove
w risolve

Aw = ZDifi in B(xg,7)
i=1 (7.9)

w(z) =0 in 0B(xq, 1),

mentre v risolve
Av(z) =0, = € B(zg,r)
Per v vale la maggiorazione del Teorema 7.1.1

n

Z/ | Dyo(2)|2de < e(v, M) 5”2/ |Dyo(x)|2de. (7.10)
B(zo,p) B(xo,r)

i=1
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Per w vale invece
|Dyw(z)|? dz < c(v / | fi(2)], dz.
Z /B(ﬂﬂoﬂ“) Z B(zo,r)

Da queste, procedendo come nelle dimostrazioni dei Teoremi di regolarita all’interno dove si applica il Lemma
algebrico 5.3.1 otteniamo la tesi.

7.2 Il metodo del ”tappa buchi”

In questo paragrafo otteniamo un risultato analogo a quello ottenuto nel precedente seguendo una tecnica
diversa: in letteratura questa prende il nome di hole-filling technique. Il vantaggio di questo metodo &
quello di trattare contemporaneamente la regolarita all’interno e quella al bordo. Esso si basa su
una maggiorazione di Caccioppoli, leggermente diversa da quella che abbiamo esposto nel capitolo precedente,
a cui si arriva con una piccola variazione nella dimostrazione che abbiamo visto. Pitl precisamente posto

Q(.’I}Q,T) =an B(.’I}Q,T), Q(£077ﬁ7 p) =Qn [B(xo,T’) \B(J?(),p)]
vale
Lemma 7.2.1 Siano {a;;(x)}ij=1,..» una matrice uniformemente ellittica su Q con a;; € L>(Q), per

i,j=1,---,n, eu € HX(Q) una soluzione debole in Q dell’equazione

n

Z Dl(a”(x)DJu(x)) = ZDifi(Jﬁ), (7.11)

ij=1

con fi € L*(), i = 1,--- ,n. Allora esiste una costante c(v,n) > 0 tale che per ogni p € (0,r), per ogni
o € Q e per ogni s € R wvale

1
\Dsu(@)? dz < o(v,n) 7/ lu(z) — 5|2 dz + (@) da. | (7.12)
Z/Q(xo ) ( 2 Q(z0,7,p) Z !

T_p) Q(zo,r)

La dimostrazione ¢ identica a quella del Lemma 6.1.1. Basta osservare che la funzione smussante 6 vale
1 sulla palla B(xg,p) quindi il su gradiente su questa ¢ nullo. Per cui gli integrali in cui questo compare
possono essere considerati sulla corona circolare anziché sulla palla. Infine si deve tenere presente che quando
zo € 9N allora la funzione fu si annulla sul bordo di Q(zg,r) = B(zo,7) N Q in quanto u € H}(Q) e § =0
sul bordo di B(xq,T).

Da questo possiamo dedurre il seguente Teorema valido per le soluzioni che sono nulle al bordo.

Teorema 7.2.1 Siano {a;;(x)}ij=1,...n una matrice uniformemente ellittica su Q con a;; € L>*(Q), per
i,j=1,---,n, eu € H(Q) una soluzione debole in Q dell’equazione

n

Z Di(aij(z)Dju(z)) = ZDifi(l“)’ (7.13)

ij=1
con fi € L?(Q), i = 1,--- ,n. Allora esiste una costante c¢(v) > 0 tale che per ogni p € (0,7) e per ogni
zo € ) vale
n
Z/ |Diu(z)? do < c(v,n) TR Z |Diu(z)? dx + Z/ £ (@)% da.| (7.14)
i=1 7 Qz0,p) 7’ - Q(zo,m,p) Q(zo,r)
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Dimostrazione.

Nella maggiorazione (7.12) prendiamo s = {u}qz,.r), 5S¢ o € 2, s = 0 se x9 € 02, applicando poi le

diseguaglianze di Poincaré otteniamo la tesi.

Il seguente lemma ci consente di ottenere le maggiorazioni utili per ottenere la regolaritd che stiamo

studiando.

Lemma 7.2.2 Siano ¢, ® : (0,d] — RT funzioni non decrescenti. Supponiamo che per ogni p € (0,71)

valga la maggiorazione

cr? (r=p)*

p(p) < mﬁb@" (r—p)? + crp

®(r), ¢>0,p>1,

allora esiste o € (0,1) tale che per ogni p € (0,7), r < d, si abbia

op) < a* (£)" o) + (),

dove a > 1 dipende da c e da p.

Dimostrazione

Preso a > 1, per p = I, possiamo scrivere la maggiorazione (7.15) nella forma che segue
per p= 4, p 2g g

r crP (r— g)p
¢(2) S Tmmpaa )t oo e
quindi
r ca? (a—1)”
¢(5)§(a71)P+caP (r) (a—1)P + ca? ")
Posto
4 (a—1)P caP
(a—1)P + car’ (a—1)P + car’
otteniamo

Iteriamo il procedimento.

()2 5o(;) + a0(2) =

< B[Bé(r) + AB(r)] + Ad (2) <

< B%¢(r) + A(1+ B)®(r).

(Perché A=1- B)

95

(7.15)

(7.16)

(7.17)

(7.18)

(7.19)



Osserviamo che per ogni p € (0,r) esiste I € N tale che

— < < —
gz SP=

quindi
T
6(p) < ¢ (7)) < B0 () + 2 (). (7.20)
Possiamo scrivere
Bl+1 _ [cap}(Hl) ﬁ - caP +1 a(l+2)apa _ caPto +1 ﬁaa
[(a —1)P + caP]i+1 p* = | (a — 1)P + caP ro (@ —1)P + car re

A questo punto scegliamo « in modo che
caPte

(@ —1)P +car

1 ((a—l)p+ca”>
= log —_— .
loga ca?

P(a) = caPt™™ — (a — 1)P — ca?,

possiamo avere una valutazione approssimata del valore di «, ovvero

—1)p—1 1
a>u, se p>1, a>—- se p=1.
c

cpP

ovvero

In particolare, se poniamo

Teorema 7.2.2 Siano §2 aperto limitato di R™ con frontiera sufficientemente regolare e u € Hé’z(Q) una
soluzione debole dell’equazione (7.7). Supponiamo che a;; € L¥(), f; € L**(Q), con X € [0,n). Allora
esiste a € (0,1) tale che se A < a allora u € HY>*(2), se A > a allora w € HY2#(2) con p € (0, ).

Dimostrazione.
Nella maggiorazione (7.14) aggiungiamo ad entrambi i membri il termine

c(v,n) =7 22/ |Diu(x)|? dx
130;

ottenendo

n 2 n
Diu(z)|? de < o, n)r / D,u(x)|? dz +
Z/S I ( )| )2+C(Z/,TL)7"2 ; Q(zo,r) | ( )‘

i=1 7 Q(z0,p) (r—p
(7.21)

(r—p)?
+(7"—,0)2+c(1/, )r2 c(v,n Z/Q |£i(2)]? da.

(2077‘)

Applichiamo ora a questa maggiorazione il Lemma algebrico 7.2.2. Quindi per ogni p € (0,r)

n

S [ apar < (4) |mLPw+Z/ 55 dr =
Q(zo,p) Q(zo,7)

i=1 Q(zo,r)

"1
|Dyu(zx)? do + 7/ |fi(x)? dx <
Z/mmo,r) ; ™ Jogor)

ZA WuPM+#mew
Zo,T

Da cui applicando il Lemma algebrico 5.3.1 otteniamo che
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se A < a allora u € HM22(Q)

se A >« allora u € HY*#(Q) con u € (0, ).

7.3 Il teorema di De Giorgi.

In questo paragrafo diamo una interessante dimostrazione del teorema di De Giorgi, diversa da quella classica
(o classiche) e relativamente recente, dovuta a P. Tilli (vedi [29]).

Siano {a;j(x)}i j=1,...,» una matrice uniformemente ellittica su £ con a;; € L>(), per i,j =1,--- ,n, e
u € H(Q) una soluzione debole in 2 dell’equazione

n

> Di(ai;(z)Dju(z)) = 0, (7.22)
ij=1
Teorema 7.3.1 (De Giorgi) Se u € H2(Q) ¢ una soluzione debole dell’equazione (7.22) allora esiste
a € (0,1) tale che u € CR(Q).

loc

La dimostrazione di questo Teorema segue dal seguente Lemma, dove poniamo

w(r,zg) = sup wu(x)— inf wu(x).
z€B(z0,r) z€B(zo,7)

Lemma 7.3.1 Nelle ipotesi esposte sopra se esiste o € (0,1) tale che per ogni xo € 2 e per ogni

r € (0, 7&“(?’89)) vale

r
w (57960) < ow(2r, x9), (7.23)

allora esiste o € (0,1) tale che u € CU¥(Q).

loc
Dimostrazione (del Lemma)

Dall’ipotesi (7.23) deduciamo le seguenti diseguaglianze
T
w (i,xo) < ow(2r,xg)

w (%, :z:()) <ow (;%) < o%w(2r, o) (7.24)

w (22:ﬁ7x0> < Uh+1w(2r, zg), heN.

Per ogni p € (0,7) sia h € N tale che

T < T
922h+1 — p< 922h—1"
Quindi

w(p, ) <w (22}%1,%(0 < ow(2r, xg).

Osserviamo che essendo

1 log (22
22h r log 7
1
posto a = — % (quindi « € (0, 1)) risulta

ey
O'h — ehloga < e[log2+log Lla _ 9a (B) ]
r
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Quindi per ogni p € (0,7)

w (p7 .TQ) S 2¢ (B) W(2’l°7 1'0)7
T

T
Da queste considerazioni segue banalmente la tesi in quanto per ogni x,y € B(xq, 5)

ute) ~ ul)] < e~ sl.) < () 2w, an

Si tratta ora di dimostrare che le soluzioni di un’equazione ellittica verificano l'ipotesi (7.23), ovvero
proviamo che

Lemma 7.3.2 Nelle ipotesi del Teorema 7.5.1 esiste 8 > 0 tale che per ogni xy € 2 e per ogni

r e (0, M) vale

2 _
w (C,LEO) < Tew(%, Zo), (7.25)

Per dimostrare questo Lemma abbiamo bisogno del seguente Lemma di oscillazione

Lemma 7.3.3 (Lemma di oscillazione) Sia u € L°(By) N HY?(By) soluzione dell’equazione 7.22 sulla palla
By di centro l'origine e raggio 4. Se(*)

1
{u < 0}yNBif 2 5| B (7.26)

allora(?)

suput < C|{u >0} N By|*supu™. (7.27)
Bl B4

Come si vede nelle ipotesi del Lemma e richiesta la locale limitatezza della soluzione, per questo enunciamo
il seguente Teorema per la cui dimostrazione rimandiamo al capitolo 8 di [8].

Teorema 7.3.2 Sia Sia uw € HY2(Q) soluzione dell’equazione 7.22 su €. allora per ogni g € Q e r €
(0, dist(xo, 02)) risulta

1
2

1
sup |u| <C 7/ |u(z)|? dx
B(zo.5) |B(z0, )| JB(2o.r)

Dimostrazione del Lemma 7.5.2.

Per semplicita poniamo B(%,x0) = By e B(2r,20) = By. Non ¢ restrittivo supporre che ||ul/oo,5, = 1,
basta infatti dividere ’equazione per ||u||co,5,. Supponiamo quindi che

supu =1, infu=—1.
By By

Inoltre pur di prendere —u al posto di w risulta che (7.26) & verificata, come pure questa diseguaglianza
rimane soddisfatta se prendiamo al posto di w la funzione u — 1 4 € con € € (0,1). Applicando il Lemma di
Oscillazione alla funzione u — 1 + € otteniamo

supp, (u—14+¢e)T <CH(u—1+¢) >0} N By|*supp, (u—1+¢e)t <el|{(u—1+¢) >0} N By,
da cui

u—1+e<sup(u—1+¢e)" <eCl|{(u—1+¢)>0}NBy°,
B,

1Indichiamo con [€] la misura di .
2Poniamo ut = max {u;0}.
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quindi

supu < 1—e +eCl{(u—14¢)>0}NBa|*. =1—e+eC|A1_|°, (7.28)
B

dove
A ={x: u(z) >t} N By

Stimiamo la misura |A;_.| per € piccolo. Osserviamo che la funzione u risolve I'equazione (7.22) in forma
debole, dove prendiamo come funzione test
92

1—u’

Sp:

essendo 0 € C§°(By) la consueta funzione smussante che vale 1 su By. Quindi

Dju
Z/a” DuD]1 = Z/aw 1—710292+

1,7=1
(7.29)
D;6
+ Z / a;j(x)D; g 29 =0.
1,7=1
Da questa per Dellitticita
- D;6
2 J
I/Z/ |Du| )231-;/34&1]( )Dul_u29§
(7.30)

o [ 0wt ] [ o]

7,7=1

Abbiamo provato che(?)

[ Vul*
—_ < C.
/132 (l—u)de_C

Posto
w = max{—log(l —u);0}

osserviamo che

2
</ w(x) dx) < Cl/ lw(z)2dz < CQ/ |[Vwl|?dz < C3 IVl ull? dx < Cy.
By B, B B, ( u)

Nelle maggiorazioni sopra & stato possibile applicare la diseguaglianza di Poincaré percheé I'ipotesi (7.26)
garantisce che w = 0 su di un sottoinsieme di By con misura positiva. Infatti la misura dell’insieme dove
—log(1 — u) < 0 & positiva perche dire che [{1 —u > 1}| > 0 equivale a dire che [{u < 0}| > 0 che vale per
(7.26). Possiamo quindi scrivere

1
C3 2/ w(z) de > / —log(1 —u) dz > |A;_.|log —
Bs Ar_c €

Da questa e da (7.28) ricaviamo che per ¢ sufficientemente piccolo esiste una costante 6 > 0 tale che

supu <1—6.
By

n
3Poniamo Z |Diul? = ||Vul®.
i=1
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Tenuto conto del fatto che abbiamo preso supg, = 1 e infp, = —1, ponendo w(1) = w(F,ro) w(4) = w(2r, xo),
risulta w(4) = 2 ricaviamo

w(l)=supu — infu <1-60—-(-1)<2-0= 2;0(,‘1(4).
B B 2

La dimostrazione del Lemma di oscillazione utilizza un’altra formulazione della diseguaglianza di Cac-
cioppoli.

Lemma 7.3.4 Sia u € HY2(BR) soluzione debole di (7.22). Allora per ogni k € R
/ |V (u— k)" ||2de < C’/ IV (uw—E)T|| (u—Ek)" dH™t, (7.31)
B B,

per quasi ogni r € (0, R).

Dimostrazione.

Si procede come nelle dimostrazioni della maggiorazioni di Caccioppoli viste in precedenza prendendo,
questa volta, la funzione test ¢ = 0(u—k)™, essendo § € C*°(B,.). Procedendo con le consuete maggiorazioni
otteniamo

y/ 0|V (u — k)T||?dx < c/ (u — k)| Vu||Vo|dx.

d r

Nell’integrale al secondo membro prendiamo come funzione smussante

0(z) = 0-(z) = mm{l; r— |x|}’

e

e facendo tendere € a zero, otteniamo la tesi.

Dimostrazione del Lemma di Oscillazione.

Sia,

9(p) = /B IV (u—kp) ™| (u = kp)* dw, pe(0,1), (7.32)

dove k > 0 verra scelto nel seguito. Si vede facilmente che g ¢ assolutamente continua. Essendo poi
so)= [ IV k)" dr, pe0.0)
2—p

derivando si ottiene

—9'(p) = a(p) + kb(p), dove per q.o. p € (0,1)

(7.33)
o) = [ V=R k)t dH b = [ [ ko)
3327p B2—p

Poniamo per semplicita

My =supu™ (7.34)
By
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quindi

9*(p) < /B

n—2 n
<M /B IV (u— kp)*|Pde /B [(u— ko)1 de <

2—p 2—p

IV (u— p)*|Pda / [(u— kp)*J2de <

2—p By,

(utilizziamo la maggiorazione di Caccioppoli) (7.35)

n-2 n

<CM; a(p) / [(u—kp)T]7—Tdr <
By

(per le maggiorazion; di Sobolev e di Poincaré)

< CMj7 a(p) [ / n

n—1

IV (u— kPﬁH] dz.

2—p

Quindi

G(p) < CM;= alp) (o) 7T

Vogliamo ottenere una potenza di —g’(p) al secondo membro. A tale scopo utilizziamo la diseguaglianza di
Young

P 1 4 -1 -1
abg(g) 7+(€b),dove£>07p:2n ,q:2n
e/ p q n—1 n

1 2n711

2 p n— n—
g°(p) _ a’(p) gn a?(p) alp) | a alp) €=
< 9T (p) = L2 e (p) < [ 2L 4 ebb <[22 kb
= S e +e ()= —, = +eW(p) = |~ +erblp)) = | ==+ ——kblp)

Scegliendo € = k¥~ ¢ tenuto conto di (7.33), per q. 0. p€(0,1)

n
kn—1 2n—1

o= S A (7.36)

9°(p)
Essendo ¢(0) indipendente da k, osserviamo che scegliendo

k=CoM, ™ [g0))7 = CoMy ™ [ (IVu|ut do)™ (7.37)

B2

dove C & una costante da scegliere abbastanza grande in modo che g(1) = 0. Infatti, se per assurdo fosse
g(1) = 0, essendo ¢’ < 0, allora g(p) > 0 per ogni p € (0,1), possiamo allora scrivere (7.36) come segue

kzn-1 d 1
< L)
M42n71 P
Integrando su (0, 1)

0 <[g()]==T < [g(0)]"T — —=
M42n—1 C
Tenendo conto di (7.37) abbiamo l'assurdo per una scelta di Cy sufficientemente grande. Quindi g(1) =0 .

Come conseguenza, tenuto conto di (7.26) e di (7.32) otteniamo che (u — k)™ = 0 in By, ovvero u < k in Bj.
Allora da (7.37) e (7.34) segue
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suput < k= M;E C </ [Vut|jut da:) ' < M;:‘ C (/ [Vut|| da:) ' <
Bl B2 BQ
(7.38)

no1 b
§M4TC\{u>0}ﬂB2|%n (/ [Vut]|? dx) .

B2

Da questa otteniamo la tesi mediante la consueta maggiorazione di Caccioppoli con p =2 e r =4:

(/ Va2 dx) <o </ ()2 dx) " <oy
Bg B4

Osservazione.

Il Teorema 7.3.1 non ¢ valido per i sistemi in dimensione n > 3. Si veda a questo proposito il Controesempio
di De Giorgi in [6], cap. II, par. 8.
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Capitolo 8

Bibliografia

8.1 Commento bibliografico

I testi che trattano la problematica relativa alle equazioni ellittiche sono numerosi. Mi limito a segnalare quelli
che a mio giudizio sono i piu utili per un primo approccio all’argomento e poi per eventuali approfondimenti
degli argomenti che abbiamo svolto. Alcuni degli argomenti esposti li ho tratti dai libri di Giusti [11] e
di Michajlov [19]. Ovviamente non si pud omettere di citare anche alcuni dei i classici testi della scuola
russa Ladyzhenskaya [15] e Ladyzhenskaya, N. N. Ural’tseva [16]. Per le equazioni non variazionali un testo
abbastanza completo che tratta il caso di soluzioni forti & il classico Gilbarg-Trudinger [12] (nell’edizione
piu recente del 1998). E interessante anche il testo di Maugeri-Plagachev-Softova [21]. Per una trattazione
riguardante le soluzioni viscose si veda il recentissimo Krylov [13]. Per un primo approfondimento relativo
alle equazioni e/o ai sistemi di ordine superiore si possono vedere i libri di Campanato [6], di Miranda [20], vol
I1, Giaquinta-Martinazzi [8], Necas [22], Agmond [2] o il classico Lions-Magenes [17]. Infine non si pud non
citare come testo di base, non solo per le equazioni ellittiche ma per tutte le equazioni alle derivate parziali
il monumentale libro di Salsa [25].

Sono molto interessanti le dispense di Ambrosio [4], in particolare in esse si trova un’ottima e chiara
esposizione del teorema di De Giorgi. Recentemente sono state rielaborate e pubblicate nel libro: Ambrosio,
Carlotto, Massacesi [3]. Mi sembra utile segnalare anche I'interessante libro di Beck [5], nel quale si trova-
no ovviamente molti degli argomenti trattati in queste dispense, ma soprattutto una chiara ed esauriente
panoramica dei recenti sviluppi e delle recenti tecniche della teoria della regolarita ellittica.

Per quanto riguarda gli spazi £P-*, il primo testo in cui sono chiamati spazi di Campanato & quello di A.
Kufner, O. John, S. Fuéik [14]. Si tratta di un interessante libro in cui vengono trattati i principali spazi che
si usano nella teoria delle equazioni ellittiche, oltre ai citati £P*, anche gli spazi di Sobolev, Morrey , Orlicz,
Nikol’ski e Slobodeskii. In ogni caso come testo sugli spazi di Sobolev non si pué non citare il classico libro
di Adams [1], rivisto e pubblicato in una nuova edizione.

E possibile farsi un’idea dei metodi dell’analisi non lineare, e quindi confrontarli con la teoria degli operatori
vicini, consultando il libro di Deimling [10].
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