Corso di Laurea in Fisica
ANALISI MATEMATICA 11

Prova scritta del 12 giugno 2012

(1) Calcolare
lim [sin 3z + log(2z + 1)]*> — 2522
z—0+ €37 — cos 2w — a2

Svolgimento

Sviluppiamo con la formula di Taylor le funzioni che compaiono nell’espressione.
. 9 4 3
sin 3z = 3z — 5% +o(z”);

8
log(2z + 1) = 22 — 22° + ga:g + o(x*);
~ 2 9 3 2 8 3 ol 2 3 3
[sin 3z + log(2z + 1)]” = 5:177§x -2z +§z +o(z?)| =25z° —20z° 4 o(z”);

37" =14 322 + g;ﬁl + o(x*);

2
cos2z =1 — 227 + §x4 + o(x*).

Sostuiamo ottenendo

2522 — 2023 + o(z3) — 2523 _ 120 1
11m
e—0+ Ba? + gt 4 o(z?) —5z? -0+ 23

2) Studiare la funzione
flz) =v8x —2—V27x
e tracciarne il grafico.

Svolgimento.

1
Il campo di esistenza di f & la semiretta [, +00).

Comportamento agli estremi del C. E.

I F(x) I 8r —2—27x
1m ) = 1m = —
xr—+00 T—+00 4 /83; -2 + ,/273;

/()-2F

Esistenza di asintoti:

Non esistono asintoti obliqui.
Studio della derivata prima.
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Risulta f/(z) > 0 per 1 <z< 7—; Quindi f & crescente sull’intervallo <4, 7;) e decrescente su (7:5, +oo>.
27 | . .

Il punto g = — & punto di massimo.

Studio della derivata seconda
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£'(@)= -

f" si annulla nel punto z; =
[ <0su(5,21) e f">0su(4,+00).

f € concava su (i,xl) e convessa su (%, +00). Il punto x; & di flesso per f.
Sulla base di quanto ottenuto possiamo tracciare il seguente grafico.
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3) Data la famiglia di funzioni

2
fa,n(x) = g2t e " , a>0, neN,

a) Dimostrare che f, ,, ¢ integrabile in (0, +00).
b) Calcolare
+oo
/ x2n+1 efam2 dl’
0

in funzione di a e di n.

Svolgimento

a) Fissato n, per x sufficientemente grande, risulta

2n-+1
2n—+1 242 €z 1
x < ez S 5 < 73
eaT es®



Essendo la funzione e~ 5% integrabile su (0, +00), per il teorema del confronto anche f, , lo &.
Ricordiamo che Integrabilita di e~ 87 segue dal teorema del confronto e dalla maggiorazione

su [1,+00).
b)
Per n = 0 si ha, integrando per parti:

Sia n > 0.

Foo 2 1 oo 2
g2 F3ema dpy = 2T 2ge™% (—2q) do =
0 —2a Jo

2n+2 +oo + +
B " e + i/ OO(Qn—I— 2)332”"’16_‘“”2 dr =" 1 / N g2ntle=as® gy
—2a 0 2a J, a Jo

Nello stesso modo

Foo 2 n +oo 2
/ x2n+1e—az d.]? _ - / xQn—le—af d.]? —
0 0

a
+
n(nz_ 1) / > xZn—Se—amz dr.
a 0
Quindi
+ +
/ * $2n+3e—a7;2 dl‘ — (n + 1)”;(” B 1) / * x2n—3e—aa;2 dl‘ - .= /+Ooxe—aw2 dl‘ — (n + 1)'
0 a 0 0 2am+2

Quindi possiamo dedurre che

0 |
2 n.
m2n+1 e—ax Iz )
0 2an+1

Questa relazione si puo dimostrare per induzione:
Per n = 0 si ha, integrando per parti:
Foo 2 1
re T dr = —.
0 2a

Per quanto visto sopra e ovviamente induttiva

“+ o0 “+ o0
2 n+1 o2 n+ 1)!
$2n+36 ar® gy — .’E2n+16 ar” . — %
0 a 0 2Cln+



