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Esporre il procedimento di risoluzione degli esercizi in maniera completa e
leggibile.

1) Dimostrare la seguente diseguaglianza

(n+1)(2"-1) < ikz’“, n € N\ {0}.

2) Data la funzione

f(z) = =2z + log (1 + 649”),

determinare:

(a) campo di esistenza, comportamento agli estremi del c.e., eventuali asintoti;
(b) eventuali punti di massimo o di minimo relativo, intervalli di monotonia;

(¢) intervalli di concavita o convessita.

Tracciare un grafico approssimato di f.

(3) Calcolare il seguente integrale

jus .
4 , . (sinx + cosx
(cosz — sinzx) arcsin — dzx.
0



Soluzioni degli esercizi proposti.
1) Dimostrare la seguente diseguaglianza

(n+1)( Zkzk n e N\ {0}.

Svolgimento

Dimostriamo per induzione.
Pern=1: (1+1)(2'=1) <1 -2 ovvero 2 <2,
Dimostriamo che la proposizione e induttiva, ossia:

n+1

(n+1)( Zkzk — (+2)2" —1) < ) k2
Sviluppando la sommatoria:

n+1

dk2k =D k2 4+ (n+ 12"t >
k=1 k=1

(per l'ipotesi induttiva)

> (n+1)(2"—=1) + (n+1)2"
Otteniamo la tesi provando la seguente diseguaglianza:
(n+1D@2"=1) + (n+1)2"" > (n+2) (2" —1),
che * equivalente alla seguente

no" 4+ 2" —n — 142"y 4 ot > pontl 4 ogontl _ oy 9
Semplificando

14+n2" 42" 4 2" > 29" 0 142" 42" > 22" «—= 14+n2" > 2"
Che ¢ vera per ogni n.

2) Data la funzione

f(z) = =22 + log (1 + €4x),

determinare:



(a) campo di esistenza, comportamento agli estremi del c.e., eventuali asintoti;

(b) eventuali punti di massimo o di minimo relativo, intervalli di monotonia;

(c) intervalli di concavita o convessita.
Tracciare un grafico approssimato di f.
Svolgimento.

Il campo di esistenza di f e tutto R.
Esaminiamo il comportamento della funzione agli estremi del dominio

lim f(z) = 400,

T——00
perché
lim e'* =0.
T——00
Mentre
lim f(z) = 400,
r—+00
perché

lim f(z)= lim —2z +log (1 + €*) = lim —2z + log [¢™ (e™* +1)] =

T——+400 T—-+400 T——400

lim —2z + loge® + log (6_4:6 + 1) = lim —2x + 4z + log (6_4‘” + 1) =

T—-+00 T—-+00

lim 2z + log (6_4I + 1) = +00.

r—-+400
Determiniamo 'eventuale asintoto a —oo.

4
m = lim —f(x) = lim -2 + —log(1+e )

T——00 €T Tr——00 €T

=2

?

g= lim f(z) + 2z = lim log (1+e4’”) =0.

r——00

Asintoto per x che tende a meno infinito e la retta di equazione
y = —2u.

Determiniamo I’eventuale asintoto a +o00, scomponendo 'argomento del logaritmo nel modo
fatto sopra.

—4x
m = lim M: lim —2+4+M

r—+oo T——+00 X

=2,

g= lim f(xr) — 2z = lim —4+4+10g(e_4x+1)20.

T—-+00 r——+00



Calcoliamo la derivata prima.

4 et® , 2(et” — 1)
w0 T ="rm

Studiamo il segno di f’ e quindi la monotonia di f.

fla) = -2 +

flx) >0 <= " -1>0 <= z2>0.

fllx) <0 <= " -1<0 <= z2<0.
fllx)=0 <= " -1=0 <= 2=0.

Da queste deduxciamo che la funzione cresce su (0, +00) e decrescente su (—oo,0). Il punto
x = 0 e di minimo.
Calcoliamo la derivata seconda.

g 16e'
P =gy

Osserviamo che per ogni € R risulta f”(x) > 0. Quindi la funzione ¢ convessa su tutto R.
Possiamo traccia il grafico approssimato della funzione.

y=-2x. Cy=2x




(3) Calcolare il seguente integrale

jus .
1 , . (sinx + cosx
(cosz — sinzx) arcsin — dzx.
0

Svolgimento.

Effettuiamo il seguente cambiamento di variabile:

sinx + cosx ) cosr — sinx
t= ———F—— dacui dt = —— dx.
2 2
Inoltre se x = 0 si ha che t = %, mentre se x = 7 risulta ¢t = ‘/75 Sostituendo
T . n V2
1 sin x cos T 2
/ (cosz — sinz) arcsin (f) dx = 2/ arcsint dt.

0 3

Integrando per parti:

T
2 / arcsint dt = 2[t arcsint]
1

S \%

t
— dl =
2

_ Ve +[M]2:‘/_T—
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