Corso di Laurea in Ingegneria Biomedica
ANALISI MATEMATICA 1

Prova scritta del 4 febbraio 2017
Fila 1.

Esporre il procedimento di risoluzione degli esercizi in maniera completa e
leggibile.

1. (Punti 9) Data l'equazione:
Z'(1414) — 256 = 0,
a) (punti 6) determinare tutti i valori z € C che la verificano;

b) (punti 3) dimostrare che la somma di tutte le radici & zero.

2. (Punti 10) Data la funzione
flx) = Vdx? — 1 — Va2 — 1

a) (punti 4) determinare il suo campo di esistenza, segno, comportamento agli estremi del
dominio ed eventuali asintoti;

b) (punti 2) determinare gli intervalli di monotonia ed eventuali punti di massimo o di
minimo relativo;

c) (punti 2) determinare gli intervalli di concavita e di convessita;

d) (punti 2) disegnare il suo grafico approssimato.

3. (Punti 8) Si consideri 'integrale improprio

oo ,.n
xr
/ — dr, néeN.
0

e
a) (punti 2) dimostrare che esiste finito mediante uno studio a priori;

b) (punti 6) dimostrare per induzione che
+oo .n |
x n!
/0 QE dr = W, n € N.

4. (Punti 6) Determinare il comportamento della serie
i n! +2"
n® + 1

n=1




Esercizio 1 a)

256 256(1 — 1) , .
i = =128(1 — 2 =128(1
S Tw -+ (1+9) : (1+9)

Esprimiamo il numero complesso 1 — ¢ in forma trigonometrica.

1 1
1+i:\/§<cos Z—lﬂ' + 1 Sinzﬂ'),

da cui, applicando la formula per il calcolo delle radici ennesime di un numero complesso,
otteniamo che le soluzioni dell’equazione assegnata sono

T k2w T k2w
2 V2 — 4+ — jsin | — + — k=0,1,2,3,4,565.
ze{ \/_{cos<28—|— 7)—|—zsm(28~l— 7)}, y 4y, 4, 9, 4, 0, }

Oppure in forma esponenziale

ze {2 W2eE T | —0,1,2, 3, 4, 5, 6}

Esercizio 1 b)
Sfruttiamo l’espressione delle radici ennesime nella forma esponenziale:

6 6
k=0

k=0

Sfruttiamo la formula della somma dei primi n termini di una progressione geometrica(')

Perche e*™% = 1.
Esercizio 2

Il campo di esistenza ¢ dato dai valori di x tali che

42 —1>0
{x2—1>_0. (1)

Il sistema ha soluzioni > 1 oppure z < —1. f(£1) = V3
Osserviamo che la funzione ¢ positiva se v/4x2 — 1 > /22 — 1, che & verificata per ogni = € R.

1

Zak: T a € R,

n 1— anJrl
k=0

dove a # 1.



La funzione e pari: f(—x) = f(x), infatti

= VA1) =1 — (—2)? =1 = Va2 — 1 — Va2 — 1= f(x)

E dunque sufficiente studiare f per x > 0 e poi effettuare la simmetria rispetto all’asse y.
Comportamento all’infinito:

Jm flr) = lim (\/4‘5‘ V! ‘;) Fo0.

Vediamo se la funzione ammette asintoti all’infinito.

. flx) oVAe? — 1 — Va? -1
m= lim ——= = lim
rx—+o00 I Tr——+00
= lim

P —w— ) _
=t W%Vg)—

¢= lim f(z)—2= lim V42 —1—Va2 -1 — 1=

T—r+00 T—+00

= i 2\/1 ! \/1 !
" oo 4a? 2 "

Applichiamo lo sviluppo di Taylor

(1+t)*=1+ at + oft)

1 1
cont—IQeOz—2

) 1 1 1 1 .51 1
qzmgrfoox 2—@+0 o _1+ﬁ+0 pes _x:xgglool_lﬁ—l—o o = 0.

Quindi per x che tende a 400 'asintoto ¢ y = x. Poiche la funzione e dispari, per x che tende
a —oo l'asintoto & y = —x (per simmetria rispetto all’asse y).

Calcolo della derivata prima per determinare gli eventuali punti di massimo o minimo relativo
e gli intervalli di monotonia, per x > 0

4x _ x
Viadz? =1 Va2 =1

f'(x) =
V5

fl(z) >0 <= 122 — 15> 0 <= T>



Quindi la funzione risulta crescente in (‘/75, +00) e decrescente in [1, ‘/75)
Il punto xy = \/75 e di minimo assoluto.
Per simmetria: la funzione risulta crescente in (—*/75, —1] e decrescente in (—oo, —\/75)
Il punto x; = —‘/75 ¢ di minimo assoluto.
Inoltre

lim f'(z) = —c0.

z—1t f ( )
Procediamo al calcolo della derivata seconda.

—4 1

@) = (422 — 1)V422 — 1 * (2 —1)Va? =1
Risulta f”(z) > 0, per x > 1. Infatti, tenendo presente che 42> —1 > 0, 2> — 1 > 0,
f(x) >0 <= (42 — D)V4a? — 1> 4(2? — 1)Va? — 1,
questa e vera perche
(42 — V422 — 1> 4(a® — DV422 — 1> 4(2® — 1)V — 1

La funzione risulta convessa per x > 1.
Per simmetria la funzione risulta convessa anche per x < —1. Tenuto conto di quanto
dimostrato possiamo tracciare il seguente grafico approssimato di f.

y

Xi —i 0 1 ‘Xo



Esercizio 3 a)

Essendo 'esponenziale un infinito di ordine superiore a qualunque potenza di x (per x che
tende a +00) in quanto per ogni n € N

possiamo dedurre, dalla definizione di limite con € = 1, che esiste o > 0 tale che per ogni
T > X

" < et
Da questo possiamo scrivere, per ogni x >
" el 1

ebr < edr - e_x

La funzione e~ ¢ integrabile su [z, +00) in quanto

+oo
/ et =e".
xo

Queste osservazioni ci permettono di concludere, tenuto conto che la funzione integranda
e positiva ed utilizzando il teorema del confronto per gli integrali impropri, che 'integrale
assegnato esiste finito.
Esercizio 3 b)
Per n = 0 l'identita e’ banalmente verificata in quanto

too g ¢ 1 ¢ 1

/ —— dr = lim e dr = lim |—=e 5| = =

0 e T c—=+o0 Ji c—+oo 5 0 5

Dimostriamo il passo induttivo (ovvero I'induttivita), considerando

+oo an+1 c
dr = lim 2" e dr =
0 6533 c—+o00 0

1 ¢ 1 [° " 1 [ca"
= lim —— e Tt o / (n+ 1)x_ = lim ~ il / T dr =
T—+00 ) 0 5 Jo eoT c—+oo D 0 edT

B n+1/+°° "
5 Jy e

(Per l'ipotesi induttiva)

_n+1 n (n+1)
5 gl gnd2

Esercizio 4.



La serie e a termini positivi. Per questo possiamo applicare il criterio del confronto asintotico
dopo aver osservato che l'infinito piu forte al numeratore € n! mentre al denominatore e n",
infatti

n!

lim — = +o0.

. . . . . |
Confrontiamo il termine generale della serie data con la successione =

n!42m ] on
. T ) nl(l+ %) n?
lim 4L — Jim —( ”1') — =1
n—+oo L n——+oo N (1 + —n) n!
n n

Quindi la serie data converge in quanto si comporta come la serie

+o00 ]
n.

nn’
1

che a sua volta converge in quanto per il criterio del rapporto abbiamo

(n+1)! 1 1
n n+1 .
lim %: lim ﬁ:—<1
n——+oo T:L_n n—+o00 (1 —+ ﬁ) e



Corso di Laurea in Ingegneria Biomedica
ANALISI MATEMATICA 1

Prova scritta del 4 febbraio 2017
Fila 2.

Esporre il procedimento di risoluzione degli esercizi in maniera completa e
leggibile.

1. (Punti 9) Data l'equazione:
Z(—1+1i) — 125 =0
a) (punti 6) determinare tutti i valori z € C che la verificano;

b) (punti 3) dimostrare che la somma di tutte le radici & zero.

2. (Punti 10) Data la funzione
flz) = V92?2 — 1 — Va2 — 1

a) (punti 4) determinare il suo campo di esistenza, segno, comportamento agli estremi del
dominio ed eventuali asintoti;

b) (punti 2) determinare gli intervalli di monotonia ed eventuali punti di massimo o di
minimo relativo;

c) (punti 2) determinare gli intervalli di concavita e di convessita;

d) (punti 2) disegnare il suo grafico approssimato.

3. (Punti 8) Si consideri 'integrale improprio

oo ,.n
xr
/ — dr, néeN.
0

etz
a) (punti 2) dimostrare che esiste finito mediante uno studio a priori;

b) (punti 6) dimostrare per induzione che
+oo .n |
x n!
/0 dﬂ dr = W, n € N.

4. (Punti 6) Determinare il comportamento della serie
f 3" +n
n! +5




Esercizio 1 a)

125 125(-1—4) 125 _ 125 .
Z = = =""(-1-1i) = 2PB=""(-1
S il o T s S B =)

Esprimiamo il numero complesso —1 — ¢ in forma trigonometrica.

3 3
—1+i:\/§(cos ZW + 1 sin1ﬂ>,

da cui, applicando la formula per il calcolo delle radici ennesime di un numero complesso,
otteniamo che le soluzioni dell’equazione assegnata sono

k2 k2
ze{% [cos(gjt%) +isin(%+%>}, k=0, 1,2}.

Oppure in forma esponenziale

2 e {5€/Ee(%+’%”>i, k=0 1, 2}

Esercizio 1 b)
Sfruttiamo la formula della somma dei primi n termini di una progressione geometrica ed
otteniamo

Perche e*™% = 1.

Esercizio 2

C.E.: (—o0, —=1) U (1, +00). La funzione ¢ sempre positiva, ed inoltre ¢ una funzione pari.
Asintoto per x che tende a +o00: y = 2x.
Asintoto per x che tende a —oo: y = —2x.

9x T

F@) = Jga= =~ Va1

Per x > 0,
V10
f'(z) >0 < T >

Quindi la funzione risulta crescente in (@, +00) e decrescente in [1, @)

Il punto zy = % ¢ di minimo assoluto.

Per simmetria: la funzione risulta crescente in (—@, —1] e decrescente in (—oo, —@).
Il punto z, = —@ e di minimo assoluto.

Procediamo al calcolo della derivata seconda.



-9 1
+
(922 = 1)V922 -1 (22— 1)va? -1

Risulta f”(z) > 0, per x > 1. Infatti, tenendo presente che 922 — 1 > 0, 22 — 1 > 0,
f(x) >0 <= (922 —1)v922 —1 > 9(z® — 1)Va2 — 1,
questa ¢ vera perche
(927 — 1)vV922 — 1> 9(z® — 1)vV922 — 1 > 9(z® — 1)V — 1

La funzione risulta convessa per > 1.

Per simmetria la funzione risulta convessa anche per x < —1.

Tenuto conto di quanto dimostrato possiamo tracciare il grafico approssimato di f (vedi
grafico Fila 1).

f'(z) =

Esercizio 3a e 3b: vedi soluzione del 3a e 3b della Fila 1.

Esercizio 4.

La serie e a termini positivi. Per questo possiamo applicare il criterio del confronto asintotico
dopo aver osservato che 'infinito piu forte al numeratore ¢ 3™ mentre al denominatore ¢ n!,
infatti

371
lim — = 400,
n—-+oo 1
Confrontiamo il termine generale della serie data con la successione ?T'
3"+n 3n (1 n ]
. nl4+5 1 ( + 3_”) n _

Quindi la serie data converge in quanto si comporta come la serie
+o00 3n
Pt
— nl

che a sua volta converge in quanto per il criterio del rapporto abbiamo

3n+1
. (n+1)!
1 = =0<1
nﬁlJroo % n——+00 (n + 1)



Corso di Laurea in Ingegneria Biomedica
ANALISI MATEMATICA 1

Prova scritta del 4 febbraio 2017
Fila 3.

Esporre il procedimento di risoluzione degli esercizi in maniera completa e
leggibile.

1. (Punti 9) Data l'equazione:
Z(—1—1i) — 243 = 0
a) (punti 6) determinare tutti i valori z € C che la verificano;

b) (punti 3) dimostrare che la somma di tutte le radici & zero.

2. (Punti 10) Data la funzione
flz) = V1622 — 1 — Va2 — 1

a) (punti 4) determinare il suo campo di esistenza, segno, comportamento agli estremi del
dominio ed eventuali asintoti;

b) (punti 2) determinare gli intervalli di monotonia ed eventuali punti di massimo o di
minimo relativo;

c) (punti 2) determinare gli intervalli di concavita e di convessita;

d) (punti 2) disegnare il suo grafico approssimato.

3. (Punti 8) Si consideri 'integrale improprio

oo ,.n
xr
/ — dxr, néeN.
0

ebz
a) (punti 2) dimostrare che esiste finito mediante uno studio a priori;

b) (punti 6) dimostrare per induzione che
+oo .n |
x n!
/0 e@ dr = W, n € N.

4. (Punti 6) Determinare il comportamento della serie

f nd +2
4n 4 p2’

n=1

10



Esercizio 1 a)

243 243(—1+i) 243 , 243 .
S el o Y s Sl B G A (=1-19)

Esprimiamo il numero complesso —1 — ¢ in forma trigonometrica.

5 5
—l—i:ﬁ(cos Z?T + 1 Siniﬂ)’

da cui, applicando la formula per il calcolo delle radici ennesime di un numero complesso,
otteniamo che le soluzioni dell’equazione assegnata sono

3 ™ k27 .. (7T k2w
G{T\/ﬁ |:COS(Z +T) +ZSIH(Z+T>:|, 1{7—0,1,2,3,4}.

Oppure in forma esponenziale

Esercizio 1 b)
Sfruttiamo la formula della somma dei primi n termini di una progressione geometrica ed
otteniamo

_eim 1 —e5

4
1-— 1-1
ZG% 6 - gTFiZO
=0

Perche e?™% = 1.
Esercizio 2

C.E.: (—oo, —1) U (1, +00). La funzione & sempre positiva, ed inoltre & una funzione pari.
Asintoto per x che tende a +o00: y = 3.

Asintoto per x che tende a —oo: y = —3x.
f(z) = 16z _ T

V1622 — 1 Va2 —1

Per z > 0
f(z) >0 < x>@.

Quindi la funzione risulta crescente in (‘/ﬁ, +00) e decrescente in [1, @)
Il punto zy = ‘ﬁ e di minimo assoluto.
Per simmetria: la funzione risulta crescente in (—@, —1] e decrescente in (—oo, —@).
Il punto z; = —@ ¢ di minimo assoluto.
Procediamo al calcolo della derivata seconda.

—16 1

@) = (1622 — DV =1 (@ —1)Va? -1

11



Risulta f”(z) > 0, per > 1. Infatti, tenendo presente che 162> — 1 > 0, 22 — 1 > 0,
f'(z) >0 < (162° — 1)V1622 — 1 > 16(z* — 1)Va2 — 1,
questa e vera perche

(162 — 1)V1622 — 1 > 16(2* — 1)V 1622 — 1 > 16(z* — 1)Va2 — 1

La funzione risulta convessa per x > 1.

Per simmetria la funzione risulta convessa anche per x < —1.

Tenuto conto di quanto dimostrato possiamo tracciare il grafico approssimato di f (vedi
grafico Fila 1).

Esercizio 3a e 3b: vedi soluzione del 3a e 3b della Fila 1.
Esercizio 4.

La serie e a termini positivi. Per questo possiamo applicare il criterio del confronto asintotico
dopo aver osservato che l'infinito pilt forte al numeratore & n® mentre al denominatore & 47,

infatti
47l
lim — = +o0.
n—-+00 712
. . . . . 3
Confrontiamo il termine generale della serie data con la successione 7
n342 3 2\ gn
lim - = —_— s =1,
n—+o00 Z_" n—+oo 4n (1 + Z_n) n3

Quindi la serie data converge in quanto si comporta come la serie
+00
n3
>
1
che a sua volta converge in quanto per il criterio del rapporto abbiamo

(n+1)? 3
m . 1 1 1
lim 41 — hm—(l—i——) = - <1
n 4

3
n—+oco 12 n——+oo
4’I’L

12



Corso di Laurea in Ingegneria Biomedica
ANALISI MATEMATICA 1

Prova scritta del 4 febbraio 2017

Fila 4.
Esporre il procedimento di risoluzione degli esercizi in maniera completa e
leggibile.
1. (Punti 9) Data l'equazione:
7% +729 = 0

a) (punti 6) determinare tutti i valori z € C che la verificano;

b) (punti 3) dimostrare che la somma di tutte le radici ¢ zero.

2. (Punti 10) Data la funzione
flz) = V2522 — 1 — Va2 — 1

a) (punti 4) determinare il suo campo di esistenza, segno, comportamento agli estremi del
dominio ed eventuali asintoti;

b) (punti 2) determinare gli intervalli di monotonia ed eventuali punti di massimo o di
minimo relativo;

c) (punti 2) determinare gli intervalli di concavita e di convessita;

d) (punti 2) disegnare il suo grafico approssimato.

3. (Punti 8) Si consideri 'integrale improprio

‘oo .n
x
/ e, meN.
0

ebz
a) (punti 2) dimostrare che esiste finito mediante uno studio a priori;

b) (punti 6) dimostrare per induzione che
oo .n |
x n!

4. (Punti 6) Determinare il comportamento della serie
i’f n® + 10"
= T+nm

13



Esercizio 1 a)

729 7294
2= 22109 e 25 =729 (—i)
1 11

Esprimiamo il numero complesso —¢ in forma trigonometrica.

. 3 L isi 3
—i=(cos =7 i sin=m
2 2 7

da cui, applicando la formula per il calcolo delle radici ennesime di un numero complesso,
otteniamo che le soluzioni dell’equazione assegnata sono

T kmw . (m km
zE{S{COS(Z +?) —l—zsm(z—i-?)}, k=0, 1,2,3,4,5}.

Oppure in forma esponenziale

ze{3é%“?h k:O,LQ,&455}

Esercizio 1 b)
Sfruttiamo la formula della somma dei primi n termini di una progressione geometrica ed
otteniamo

iigw__l—ém__l—l Ly
— 1—e3" 1—e3!
Perche e*™¢ = 1.

Esercizio 2

C.E.: (=00, —=1) U (1, +00). La funzione & sempre positiva, ed inoltre & una funzione pari.
Asintoto per x che tende a +oo: y = 4.

Asintoto per x che tende a —oo: y = —4x.
() 2bx x
) = i .
V2hx? -1 Va2 -—1
Per z > 0
V26
f(z) >0 < T > =
Quindi la funzione risulta crescente in (@, +00) e decrescente in [1, @)
Il punto zy = @ e di minimo assoluto.
Per simmetria: la funzione risulta crescente in (—@, —1] e decrescente in (—oo, —@).
Il punto z; = —@ ¢ di minimo assoluto.
Procediamo al calcolo della derivata seconda.
—25 1

fw<x)::(25x2-—]J\/25x2—-1 RN

14



Risulta f”(z) > 0, per > 1. Infatti, tenendo presente che 162> — 1 > 0, 22 — 1 > 0,
f'(z) >0 < (162° — 1)V1622 — 1 > 16(z* — 1)Va2 — 1,
questa e vera perche

(162 — 1)V1622 — 1 > 16(2* — 1)V 1622 — 1 > 16(z* — 1)Va2 — 1

La funzione risulta convessa per x > 1.

Per simmetria la funzione risulta convessa anche per x < —1.

Tenuto conto di quanto dimostrato possiamo tracciare il grafico approssimato di f (vedi
grafico Fila 1).

Esercizio 3a e 3b: vedi soluzione del 3a e 3b della Fila 1.
Esercizio 4.

La serie e a termini positivi. Per questo possiamo applicare il criterio del confronto asintotico
dopo aver osservato che l'infinito pilt forte al numeratore & n® mentre al denominatore & 47,

infatti
47l
lim — = +o0.
n—-+00 712
. . . . . 3
Confrontiamo il termine generale della serie data con la successione 7
n342 3 2\ gn
lim - = —_— s =1,
n—+o00 Z_" n—+oo 4n (1 + Z_n) n3

Quindi la serie data converge in quanto si comporta come la serie
+00
n3
>
1
che a sua volta converge in quanto per il criterio del rapporto abbiamo

(n+1)? 3
m . 1 1 1
lim 41 — hm—(l—i——) = - <1
n 4

3
n—+oco 12 n——+oo
4’I’L

15



Corso di Laurea in Ingegneria Biomedica
ANALISI MATEMATICA 1

Prova scritta del 4 febbraio 2017

Fila 4.
Esporre il procedimento di risoluzione degli esercizi in maniera completa e
leggibile.
1. (Punti 9) Data l'equazione:
7% +729 = 0

a) (punti 6) determinare tutti i valori z € C che la verificano;

b) (punti 3) dimostrare che la somma di tutte le radici ¢ zero.

2. (Punti 10) Data la funzione
flz) = V2522 — 1 — Va2 — 1

a) (punti 4) determinare il suo campo di esistenza, segno, comportamento agli estremi del
dominio ed eventuali asintoti;

b) (punti 2) determinare gli intervalli di monotonia ed eventuali punti di massimo o di
minimo relativo;

c) (punti 2) determinare gli intervalli di concavita e di convessita;

d) (punti 2) disegnare il suo grafico approssimato.

3. (Punti 8) Si consideri 'integrale improprio

‘oo .n
x
/ e, meN.
0

ebz
a) (punti 2) dimostrare che esiste finito mediante uno studio a priori;

b) (punti 6) dimostrare per induzione che
oo .n |
x n!

4. (Punti 6) Determinare il comportamento della serie
i’f n® + 10"
= T+nm

16



Esercizio 1 a)

729 7294
2= 22109 e 25 =729 (—i)
1 11

Esprimiamo il numero complesso —¢ in forma trigonometrica.

. 3 L isi 3
—i=(cos =7 i sin=m
2 2 7

da cui, applicando la formula per il calcolo delle radici ennesime di un numero complesso,
otteniamo che le soluzioni dell’equazione assegnata sono

T kmw . (m km
zE{S{COS(Z +?) —l—zsm(z—i-?)}, k=0, 1,2,3,4,5}.

Oppure in forma esponenziale

ze{3é%“?h k:O,LQ,&455}

Esercizio 1 b)
Sfruttiamo la formula della somma dei primi n termini di una progressione geometrica ed
otteniamo

iigw__l—ém__l—l Ly
— 1—e3" 1—e3!
Perche e*™¢ = 1.

Esercizio 2

C.E.: (=00, —=1) U (1, +00). La funzione & sempre positiva, ed inoltre & una funzione pari.
Asintoto per x che tende a +oo: y = 4.

Asintoto per x che tende a —oo: y = —4x.
() 2bx x
) = i .
V2hx? -1 Va2 -—1
Per z > 0
V26
f(z) >0 < T > =
Quindi la funzione risulta crescente in (@, +00) e decrescente in [1, @)
Il punto zy = @ e di minimo assoluto.
Per simmetria: la funzione risulta crescente in (—@, —1] e decrescente in (—oo, —@).
Il punto z; = —@ ¢ di minimo assoluto.
Procediamo al calcolo della derivata seconda.
—25 1

fw<x)::(25x2-—]J\/25x2—-1 RN

17



Risulta f”(z) > 0, per x > 1. Infatti, tenendo presente che 252> — 1 >0, 22 — 1 > 0,
f'(z) >0 < (252° — 1)v2522 — 1 > 25(z* — 1)Va2 — 1,
questa e vera perche

(2507 — 1)v/2522 — 1 > 25(2® — 1)v/2522 — 1 > 25(z* — 1)Va2 — 1

La funzione risulta convessa per x > 1.

Per simmetria la funzione risulta convessa anche per x < —1.

Tenuto conto di quanto dimostrato possiamo tracciare il grafico approssimato di f (vedi
grafico Fila 1).

Esercizio 3a e 3b: vedi soluzione del 3a e 3b della Fila 1.
Esercizio 4.

La serie e a termini positivi. Per questo possiamo applicare il criterio del confronto asintotico
dopo aver osservato che I'infinito piu forte al numeratore € 10™ mentre al denominatore e n",
infatti

. 1o
lim — = +o0.
n—-+00 715
. . . . . n
Confrontiamo il termine generale della serie data con la successione 1%5
5
5 n n n
+10 n>
T U (mn + 1) o
hm 10m = hm n7— Ton ==

Quindi la serie data converge in quanto si comporta come la serie

&% 107

nn’
1

che a sua volta converge in quanto per il criterio del rapporto abbiamo

10n+1

n n . ]-0 "
lim (T)—lﬂ = lim n =0<1.
n—+oo = ns+toon+ 1 \n+1

nTL

Perche
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