Corso di Laurea in Ingegneria Biomedica
ANALISI MATEMATICA 1

Prova scritta del 10 giugno 2017
Fila 1.

Esporre il procedimento di risoluzione degli esercizi in maniera completa e
leggibile.

1. (Punti 8) Deteminare modulo e argomento delle soluzioni della seguente equazione nel
campo complesso

(1 + V3i)z* = 4(1—V3i).
2. (Punti 10) Data la funzione
1 x=0
fz) = 22
e 4 a2

x#0

a) (punti 2) determinare il suo campo di esistenza, comportamento agli estremi del dominio
ed eventuali asintoti;

b) (punti 2) dimostrare che f ¢ continua e derivabile su R;

c) (punti 2) determinare gli intervalli di monotonia ed eventuali punti di massimo o di minimo
relativo;

d) (punti 2) determinare i punti di massimo e di minimo assoluto se esistono;

e) (punti 2) disegnare il suo grafico approssimato.

3. (Punti 8) Dato l'integrale

16 4 2
/ (arctan ﬁ + arctan 4—) dx
0 2 Vv

a) (punti 2) Dimostrare che esiste finito, senza calcolarlo, mediante uno studio a priori della
funzione integranda;

b) (punti 6) calcolare il suo valore.

4. (Punti 8) Studiare il comportamento della serie

+o00

~ (n+1)! + 3"



Corso di Laurea in Ingegneria Biomedica
ANALISI MATEMATICA 1

Prova scritta del 10 giugno 2017
Fila 2.

Esporre il procedimento di risoluzione degli esercizi in maniera completa e
leggibile.

1. (Punti 8) Deteminare modulo e argomento delle soluzioni della seguente equazione nel
campo complesso

(—1 + V3i)2* = (1+\/§z‘)%.

2. (Punti 10) Data la funzione
1 r=0

f(x) = 1

x
— ©#0,
(L‘4 4+ e 2
a) (punti 2) determinare il suo campo di esistenza, comportamento agli estremi del dominio
ed eventuali asintoti;
b) (punti 2) dimostrare che f ¢ continua e derivabile su R;

c) (punti2) determinare gli intervalli di monotonia ed eventuali punti di massimo o di minimo
relativo;

d) (punti 2) determinare i punti di massimo e di minimo assoluto se esistono;

e) (punti 2) disegnare il suo grafico approssimato.

3. (Punti 8) Dato integrale

256 8 2
/ (arctan \/—E + arctan 8—) dx
0 2 N

a) (punti 2) Dimostrare che esiste finito, senza calcolarlo, mediante uno studio a priori della
funzione integranda;

b) (punti 6) calcolare il suo valore.

4. (Punti 8) Studiare il comportamento della serie

—+00

Z5n+4n+3n2
n5" 4+ nl0 + 1

n=0




SVOLGIMENTO DEGLI ESERCIZI DELLA FILA 1

Esercizio 1.

Trasformiamo l’equazione portando al secondo membro il coefficiente di z* e sviluppia-

mo l'espressione moltiplicando numeratore e denominatore per il complesso coniugato del
denominatore

1+v3i  (1+V3i)(1 —V39)

Il numero complesso —2 —2v/37 ha come modulo 4 e argomento § = % 7. Applichiamo quindi
ad esso la formula delle radici ennesime di un numero complesso

ze{ﬁ[cos(g—i—kg) +isin<%+k%>}, k=0,1, 2, 3}

S AM-VE) _A0-VEU-VEY) _ L, e

Le quattro soluzioni dell’equazione hanno modulo v/2 e argomenti

5 4 11
L0 =T gy = = — T

- AL R
3 6 3 6

Esercizio 2.

La funzione ¢ definita per ogni z € R ed e positiva. Inoltre ¢ una funzione pari e quindi basta
studiarla per > 0. Il seguente limite ci fornisce il suo andamento all’infinito (abbiamo
messo in evidenza x? al denominatore):

1
li = lm ——— =1
SRS = A0 T Tt

perche, cambiando variabile nel limite ¢ = %, otteniamo

_8 2

) e ot ) t
lim = lim —
z—4oo0 12 t—0+ eS8t

=0.

Quindi la retta y = 1 € un asintoto orizzontale per la funzione quando x tende a piu infinito
e, per la simmetria di f, anche per x che tende a meno infinito.

La funzione risulta continua e derivabile su R\{0} in quanto composizione di funzioni continue
e derivabili. Esaminiamo la sua continuita in x = 0 calcolando il seguente limite:

. , 1
a:li>%1+f($) N zli>r(r]1+ T L
— +1

xT

Anche in questo caso abbiamo messo in evidenza 2% ed abbiamo tenuto conto del seguente

limite, dopo aver fatto il cambio di variabile x = %

. et ot
lim = lim — =0,
z—0+ 12 t—+oo 8t

3



perche l'infinito dell’esponenziale ¢ piu forte di quello polinomiale. Ovviamente lo stesso

risultato si ottiene per x che tende a 0~. Possiamo quindi dedurre che la funzione risulta

continua anche in x = 0 in quanto hH(l) f(z) = f(0) = 1. Studiamo la sua derivabilita in
—

x = 0 calcolando ling) f'(x) ed applicando il criterio di derivabilita(!).
z—
_2e7 (2 —16)
3 ( oS i x2>2

Quindi, mettendo in evidenza 22 al denominatore e ragionando come per il limite visto in
precedenza

f'(x)

- 4 _ -1 4 _
lim 2e (x* — 16) i 2e (z* — 16) -
=0 g3 _8 9 z—0 g7 -8
(5 ) Emn

Essendo la funzione continua in = = 0, per il criterio di derivabilita otteniamo che la funzione
e derivabile in questo punto e risulta

£1(0) = 0.

Il segno di f/, per x > 0 & determinato dal segno del polinomio z* — 16 che risulta positivo se
x > 2, negativo per 0 < x < 2. Quindi la funzione risulta crescente per x > 2 e decrescente
nell'intervallo (0, 2). Nel punto x = 2 ha un minimo relativo che e anche assoluto. Mentre
segno di f', per x < 0, & determinato dal segno del rapporto tra il polinomio 2% — 16 e a3,
che risulta positivo se —2 < x < 0, negativo per x < —2. Quindi la funzione risulta crescente
in (—2, 0) e decrescente nell’intervallo (—oo, —2). Nel punto # = —2 ha un minimo relativo
che é anche assoluto. Nel punto x = 0 la funzione ammette un massimo assoluto. Possiamo
a questo punto tracciare il seguente grafico di f.

Esercizio 3

LCriterio di derivabilita. Sia f: [a,b] — R una funzione continua su [a, b] e derivabile su [a, b] \ {zo},

con a < zg < b. Se esite finito lim f'(z) = L allora f & derivabile in zg e f/(x¢) = L.
T—T0o



Osserviamo che la funzione integranda

4
x
r) = arctan —— + arctan —
¢ costante in (0, +oo) perche si vede facilmente che ¢'(x) = 0. In particolare g(x) = 7 per
ogni z € (0,400). Quindi non solo ¢ integrabile in senso improrio nellintervallo considerato,
ma anche scondo Riemann. Tenuto conto di questo l'integrale si calcola facilmente:

16 16
/ g(x) dx = / — dx = 8.
0 0o 2

Se questa proprieta non si conosce o non viene in mente, si puo procedere come si farebbe
con una qualunque funzione nel modo che segue.

Esercizio 3.a

La funzione integranda e costituita dalla somma di due funzioni. La prima ¢ arctan 4‘/75 che
risulta continua sull’intervallo di integrazione [0, 16], quindi ¢ integrabile secondo Riemann.
La seconda ¢ continua su (0, 16] e ha una singolarita in x = 0. Si tratta quindi di vedere se
essa ¢ integrabile in senso improprio. D’altra parte risulta

) T
lim arctan = 5

rz—0+ \AVE

Possiamo quindi prolungarla per continuita ponendola uguale a 7 nel punto x = 0. Otteniamo
in tal modo una funzione continua su tutto l'intervallo [0, 16] che risulta integrabile non solo
in senso improprio ma anche secondo Riemann.

Esercizio 3.b

Effettuiamo il cambio di variabile 2 = t*, per cui dx = 4t3dt. Per x =0, t =0 e per x = 16,
t = 2. Otteniamo

16 4 2
T 2 t 2
lim arctan £ + arctan — | dzx = lim 4¢3 [ arctan — + arctan = | dt
=0+ J, 2 Vx =0+ . 2 t

Sviluppando ed integrando per parti:

2 t 2 2
/ 4¢3 arctan§ dt + / 4¢3 arctan; dt =

2 2 4 2 2 4
t 1 t 2 t 2
= [t4 arctan —} - = / —— dt + lt‘l arctan —} — / 7 (— —2> dt =
2 c 2 c 1 + = t c c 1 + 2 t

t
4

2 4
c 2t
= 471 — c* arctan — — dt
s carcan2 /c4+t2 +

2 2 2t c 2
+47 — * arctan = + / dt = 87 — ¢* arctan— — ¢* arctan =.
c c A+1t2 2 c



Possiamo quindi scrivere

. S t 2
lim 4t arctan§ + arctanz dt =

c—0+ c

. c 2
lim 87 — ¢* arctan — — ¢* arctan = = 8.
c—0+ 2 C

Perche

1
lim ¢* arctan = = lim — arctan2s =0
=0+ ¢ s—+oo 54

Esercizio 4.

La serie € a termini positivi. Applichiammo il criterio del confronto asintotico confrontando
il termine generale di essa con la successione %

n! 4 5n? n2
lim GADl+sm lim n —n! + 5n* = lim n Lt 5"_' =1
n—r—400 % n—4-00 (n + 1)! + 3n n—t+oon+11 + % ’

Quindi la serie data diverge perche si comporta come la serie armonica
+oo
>
n=1 n

che diverge.

SVOLGIMENTO DEGLI ESERCIZI DELLA FILA 2

Esercizio 1.

Trasformiamo l’equazione portando al secondo membro il coefficiente di 2° e sviluppia-
mo l’espressione moltiplicando numeratore e denominatore per il complesso coniugato del
denominatore

. 2 (1++/31i) 2 (1++3i)(—1—+/34) 1

z

=B 14V VBl+vBi—1—vB) a2 T 2V3)

Il numero complesso 2—13(2 — 24/3) ha come modulo \/lg e argomento 0 = %7‘(‘. Applichiamo
quindi ad esso la formula delle radici ennesime di un numero complesso

2 s 27 s 27
5/ 2 k==  sin | = + k— k=0,1,2 3,4
ze{ \/g{cos<3+ 5>+231n<3+ 5)}, 0,1, 2, 3, }

Le quattro soluzioni dell’equazione hanno modulo ¢ \% e argomenti

_117T _177T
T 157 T 15

0 _237r 297
AT 15

s
eozg, 91 4 —
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Esercizio 2.

La funzione e definita per ogni z € R ed e positiva. Inoltre ¢ una funzione pari e quindi basta
studiarla per x > 0. Il seguente limite ci fornisce il suo andamento all’infinito (abbiamo
messo in evidenza x? al denominatore):

. . 1
Jm fz) = lim ———e =1,

14 ¢

$4
perche, cambiando variabile nel limite ¢ = %, otteniamo

A1 8o

e t
lim = lim —
T—+00 I t—0+ e8¢

=0.

Quindi la retta y = 1 ¢ un asintoto orizzontale per la funzione quando x tende a pit infinito
e, per la simmetria di f, anche per x che tende a meno infinito.

La funzione risulta continua e derivabile su R\ {0} in quanto composizione di funzioni continue
e derivabili. Esaminiamo la sua continuita in x = 0 calcolando il seguente limite:

1

li = lim —— =1.
xir(l)lJr f(l‘) IL\I(IJ{F 1 + E;Z%

2

Anche in questo caso abbiamo messo in evidenza z° ed abbiamo tenuto conto del seguente

1

limite, dopo aver fatto il cambio di variabile z = ¢

8
e a? . tt
lim = lim —
z—0-+ Qj'4 t—+oo 8t

=0,

perche 'infinito dell’esponenziale ¢ piu forte di quello polinomiale. Ovviamente lo stesso

risultato si ottiene per x che tende a 0~. Possiamo quindi dedurre che la funzione risulta

continua anche in z = 0 in quanto hH(l) f(z) = f(0) = 1. Studiamo la sua derivabilita in
—

x = 0 calcolando hII(l) f'(x) ed applicando il criterio di derivabilita(?).
z—
(2% — 4)

<x4 + 6182>2

Quindi, mettendo in evidenza z* al denominatore e ragionando come per il limite visto in
precedenza

Fla)=dze 2

24 4e” 22 24
11m4xe_m% (z ) 5 = lim 67 (@ ) 5 = 0.
x—0 4 _% z—0 X -8
(o] T ()
b

2Criterio di derivabilita. Sia f: [a,b] — R una funzione continua su [a, b] e derivabile su [a, b] \ {zo},

con a < zg < b. Se esite finito lim f’(z) = L allora f & derivabile in zg e f/(x¢) = L.
T—To



Essendo la funzione continua in z = 0, per il criterio di derivabilita otteniamo che la funzione
¢ derivabile in questo punto e risulta

£(0) = 0.

Il segno di f/, per x > 0 & determinato dal segno del polinomio 22 — 4 che risulta positivo se
x > 2, negativo per 0 < x < 2. Quindi la funzione risulta crescente per z > 2 e decrescente
nellintervallo (0, 2). Nel punto = 2 ha un minimo relativo che ¢ anche assoluto. Mentre
segno di f’, per x < 0, & determinato dal segno del prodotto tra il polinomio 22 — 4 e x, che
risulta positivo se —2 < x < 0, negativo per x < —2. Quindi la funzione risulta crescente
in (—2, 0) e decrescente nell’intervallo (—oo, —2). Nel punto z = —2 ha un minimo relativo
che é anche assoluto. Nel punto x = 0 la funzione ammette un massimo assoluto. Possiamo
a questo punto tracciare il grafico di f che risultera simile a quello della Fila 1.

Esercizio 3
Osserviamo che la funzione integranda

/T
g(x) = arctan 5 + arctan

2
&
e costante in (0, +00) perche si vede facilmente che ¢'(z) = 0.

In particolare g(x) = 7 per ogni z € (0, +00). Quindi non solo ¢ integrabile in senso improrio
nell’intervallo considerato, ma anche scondo Riemann. Tenuto conto di questo l'integrale si

calcola facilmente:
256 256
/ g(x) do = / — dx = 128n.
0 0o 2

Se questa proprieta non si conosce o non viene in mente, si puo procedere come si farebbe
con una qualunque funzione nel modo che segue.

Esercizio 3.a

La funzione integranda e costituita dalla somma di due funzioni. La prima ¢ arctan 8‘/75 che
risulta continua sull’intervallo di integrazione [0, 256], quindi ¢ integrabile secondo Riemann.
La seconda & continua su (0, 256] e ha una singolarita in = 0. Si tratta quindi di vedere se
essa ¢ integrabile in senso improprio. D’altra parte risulta

. 2
lim arctan — =

z—0+ % 5

Possiamo quindi prolungarla per continuita ponendola uguale a 7 nel punto x = 0. Otteniamo
in tal modo una funzione continua su tutto l'intervallo [0, 256] che risulta integrabile non solo
in senso improprio ma anche secondo Riemann.

Esercizio 3.b

Effettuiamo il cambio di variabile x = 8, per cui dx = 8t" dt. Per x = 0, t = 0 e per x = 256,
t = 2. Otteniamo



256 s 9 2 " 9
lim arctan ﬁ + arctan — | dz = lim 8¢7 [ arctan — + arctan = | dt
=0+ J, 2 Jx =0+ /. 2 t

Sviluppando ed integrando per parti:

2 t 2 2
/ 8t” arctan§ dt + / 8t7 arctan; dt =

2 2 8 2 2 2
t 1 t 2 t 2
= |tSarctan = | — —/ ~ dt + [t®arctan = —/ T == ) dt =
2], 2).1+¢2 t], J.1+4 2

2 8
c 2t
= 647 — ®arctan — — dt
i carcan2 /c4+t2 +

8 2 2 248 < c g 2
+647m — ¢ arctan — + ——— dt = 128 7™ — ¢ arctan — — ¢° arctan —.
c . A+ 1? 2 c

Possiamo quindi scrivere

2 t 2
lim ]¢7 (arctané + arctan ;) dt =

c—0+ c
. 8 c 8 2
lim 128 7 — c¢®arctan — — ¢ arctan — = 128 7.
c—0+ 2 c
Perche .
lim ¢® arctan = = lim — arctan2s =0
c—0+ ¢ s—+oo 88

Esercizio 4.

La serie € a termini positivi. Applichiamo il criterio del confronto asintotico confrontando il
termine generale di essa con la successione 1

n"

5" 4 4™ 4 3n? 4 2
lim ——5—— = lim n m = lim 5 i

Quindi la serie data diverge perche si comporta come la serie armonica
+oo
>
n
n=1

che diverge.



