Corso di Laurea in Ingegneria Biomedica
ANALISI MATEMATICA 1
Prova scritta del 22 luglio

Esporre il procedimento di risoluzione degli esercizi in maniera completa e
leggibile.

1. (Punti 8) Risolvere il seguente sistema nel campo complesso.

(1+V3i)z"t +2=0
Imz >0
Rez > 0

2. (Punti 10) Data la funzione

flx) = V922 — 4 — V422 — 9

a) (punti 3) determinare il suo campo di esistenza, comportamento agli estremi del dominio
ed eventuali asintoti;

b) (punti 3) determinare gli intervalli di monotonia ed eventuali punti di massimo o di
minimo relativo;

c) (punti 2) determinare gli intervalli di concavita e di convessita ed eventuali flessi;
d) (punti 2) disegnare il suo grafico approssimato.

3. (Punti 6)

Dimostrare, mediante uno studio a priori, che la funzione

o) = log(z — 1)
(z+15)yx + 15

¢ integrabile in senso improprio sull’intervallo (1, +00).

[ ate) an

4. (Punti 8) Calcolare

dove g e la funzione dell’esercizio 3.



SVOLGIMENTO DEGLI ESERCIZI

Esercizio 1.
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1+V3i)M +2=0 = 2=

= = = = —=
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Calcoliamo le radici undicesime del numero —% + ‘/732 Per fare questo lo scriviamo in forma

trigonometrica ed applichiamo la formula per il calcolo delle radici di un numero complesso.

1 V3 2 2

-5 + 7@ = COS§7T + isingﬂ'.

Quindi le soluzioni dell’equazione (1) sono

2T 27 2 2
= — 4+ k— jsin | —+k— ), k=0,1,2,---10.
2k 008(33+ 11)+zsm(33+ 11), y Ly 2, )
Determiniamo tra queste quelle che verificano le altre due condizioni poste nel sistema:
Imz > 0e Rez > 0. Ovvero quelle per le quali I’argomento principale di 2z, ¢ compre-
so tra 0 e 7. Si vede facilmente che questo accade per k = 0, 1, 2. Infatti per &k = 0 ¢ ovvio,
mentre per k =1

27 n 2 - T PN 8 - 1

33 11 2 33 2
Per k& = 2 risulta

2 4w < T 14 < 1

33 11 2 33 2
Per k > 3 risulta

27 21 T 9

— +k— > = k> —

33 11 2 11

Quindi le soluzioni del sistema sono zy, 21, 22 .

Esercizio 2.

Il campo di esistenza della funzione ¢ dato dai valori di x che rendono positivi i radicandi e
si ottengono risolvendo il sistema

2 2
912 —4 > 0 TS ogVaezg 3 3
i?_9 > o = m§—§VxZ§ (2)
- acg—%\/ng



Quindi il campo di esistenza di f ¢ I'insieme (—oo, —3] U [2, +00). La funzione all'infinito

assume una forma indeterminata (400 — 0o0) che risolviamo nel modo che segue

i f@) = i VA= VI 9O~ + VAT Z9)
z—Fo0 r—Fo0 \/9$2 — 4+ \/4I2 — =

5022 + 5
= —|—OQ

J:—):I:OO \/91;2 + \/4:1;2

Si puo anche piu semplicemente procedere cosi.

) 4 9
Jm flz) = lim |l [3\/1 BT

Vediamo se la funzione ammette asintoti obliqui.

o @) 7 4 9
m= lm ===t BV e W T e
1

utilizziamo lo sviluppo di Taylor: (1+%)* =1+at+o(t), con a = 5 = — 4 nella prima
2 © B
radice e t = —%xQ nella seconda)

) 2 1 9 1 19
sAne e e tolE)) T e o)) Ty T e =0

Procedendo nello stesso modo, per x che tende a meno infinito, si ottiene

. . 4 9
q:xgleoof(x)—mx—xgr_noo [3( x)\/1 — 022 — 2(—xz)4/1 — 2 +z|=..=0.
Gli asintoti obliqui sono:
per x che tende a piu infinito: y = x, per x che tende a meno infinito; y = —=.

Studiamo ora gli intervalli di monotonia della funzione mediante la derivata prima.

Da questa, per x > %, quindi x > 0:

9 4
() > 0 <— >
J'(w) V9x2 — 4 Vix? — 9
133 _ 3
— 81(42* —9) > 16(92% —4) <= 202° — 65 >0 =z > %~ 3



Da questo possiamo dedurre che la funzione ¢ crescente sull’intervallo ( %, +00) e decre-

3 133 . . _ 133 -« . . . . .
scente su [3, 1/ 53¢ ), quindi z; = 1/%¢ & punto di minimo relativo, in questo caso anche
assoluto. Tenendo presente che la funzione e pari deduciamo anche che ¢ decrescente sull’in-
133 133 _ 3 N 133 » Co
tervallo (—oo, —4/5%¢) e crescente su (— /3¢, —3], quindi 23 = —4/%¢ ¢ punto di minimo
relativo, in questo caso anche assoluto.
Infine
: ! : !/
lim f'(x) =—0c0, lim f'(x)= 400,
x—>%7L z——3"
il grafi ipuntiz =2ex=—2hat te verticale. Inolt ti h

ovvero il grafico nei punti * = 5 e x = —3 ha tangente verticale. Inoltre questi sono anche

punti di massimo relativo.

Valutiamo gli intervalli di concavita e di convessita di f studiando il segno della derivata
seconda.

—36 36
+ .
(922 —4)v/92? — 4 (42 —9)v4z? — 9

Da questa, per i valori di x che appartengono al campo di esistenza di f:

f(z) =

1 1
<
(922 —4)v/92%? — 4 (42? — 9)v/4a? — 9

= 9’ —4>42? -9 <= ?> -5,

fz) >0 —

—

che e sempre verificata, quindi f e convessa sul suo campo di esistenza.
Possiamo a questo punto tracciare il seguente grafico di f.

y

X, =32 0 32 X, X



Si osservi che la funzione & pari: f(z) = f(—z). E possibile quindi limitarsi a studiarla per
x > 0 e poi fare una simmetria rispetto all’asse delle ordinate.

Esercizio 3.

La funzione non e limitata nell’intorno del punto x = 1, inoltre non ammettendo altri punti
singolari nell’intervallo considerato, possiamo studiare 'integrabilita di g separatamente, ad
esempio, su (1,2] e [2,+00). Dobbiamo provare la sua integrabilita su questi intervalli.
Nell'intervallo (1, 2] risulta g(z) < 0, per cui consideriamo il suo valore assoluto e proviamo
che |g(z)| & integrabile mediante il criterio del confronto:

e V| < Jlog(e — 1)l
og(x —
(:1:+15)\/9c+1 = 1798 64
Wm risulta decrescente sull’intervallo considerato, basta fare
la derivata prima e veder che & negativa. La funzione z — |log(z — 1)| & integrabile su (1, 2]
come si vede dai seguenti calcoli

l9(x)] =

perche la funzione r —

2 1
/ |log(z —1)| de = —/ logt dt = — lim logt dt = — lim [tlogt — t]} = 1
1

c—=0t+ /. c—0t

Su [2, +00) la funzione risulta positiva. Anche in questo caso possiamo applicare il criterio
del confronto tenendo presente che valgono le seguenti maggiorazioni:

1 1
< ;
(z+15)Vz+15  xyx

mentre per z grande si verifica, ad esempio, log(z — 1) < Vz.
Quindi per x sufficientemente grande

(x+15)Vr+15 > 2z <

log(x — 1) 1
(z+15)vz + 15 — < logle —1) T g

La funzione z — —& risulta integrabile sull’intervallo [2, +00) (il suo esponente ¢ maggiore

0<g(z) =

di uno), quindi, per 11 criterio del confronto, anche g lo e.

Esercizio 4.

Heo [T log(x—1) B
/1 gla) dv = /1 G Ve T

2 log(x —1) ¢ log(z—1)
= i dr + i d
ciﬁ/c @+ 1)Watls ety (2 15)vat 15

Procediamo al calcolo delle primitive di ¢ mediante I'integrazione per parti osservando che

! (z+15)72 = —2 d (z +15)"
=\ = —Z2— |\
(x+15)vx + 15 dx

N
N|=




e quindi

log(z — 1) 1 / 1 1
dr = =2 ——==log(z — 1) +2 dz
/ (@ + 15V 1 15 NEST i Vit z—1

Nell'ultimo integrale effettuiamo il cambio di variabile t = /2 + 15, quindi t?* = z + 15 e
dx = 2t dt:

[ o= [
vVr+15 x—1 t?2 — 16
Applichiamo la tecnica di risoluzione degli integrali di funzioni razionali determinando i valori
dei numeri reali A e B per i quali si verifica:
1A B A(t+4)+ B(t—4)
P16 14 t+4 2 — 16 ’

che implica
At+4)+B(t—4) =1

da questa per t = 4 otteniamo A = % mentre per t = —4 B = —%. Sostituiamo

1 11 1[0l 1. |t—4
S dt=- ——dt— - [ —— dt=-log|—|+C
/t—16 h=5)i=a® 8/t+4 at SOg‘t+4’+C

Tornando all’integrale di partenza

1 1 1 vr+15—-4
dr = - log | ————|+C
vr+15 x—1 4 vr+15+4
Infine
1 -1 1 1 vV 15—4
(x +15)v/xz + 15 x+15 2 Ve +15+4

Tenuto conto di questo

oo [T log(x—1) _
/1 gla) dr = /1 (x+15)vz + 15 de =

2 . c o
— i / Ps@—-1 4 4 tim lgw—-1 4, —
=1+ J. (x +15)y/xz + 15 cotoo Jo (x4 15)v/x 4+ 15
1 ve+15 -4
— lim 2 log(c — 1) — = log | Y222 "2
o1+ c+15 oglc—1) 2 8 Ve + 15+4‘
1 ve+ 15 —4
+ lim -2 log(c —1) + = log | —| =
Jm =2 s losle = 1) 4 5 log \/c+15+4‘
1 1 1
= lim 2 log(c —1) — = log(Ve+15—4) + —log(vVe+15+4) + 0 + — logl =
=1+ c+15 2 2 2
lim 2 —— log(c— 1) — ~ log(Ve 715 —4) + = log?2
= 1m —_ _— — — =
Jim 1 og(c 5 log(Ve 5 log

6



1 1
= lim 5 log(ec —1) b log(Ve+15—4) + g log2 =

c—1+

1 —1
= lim — log < 3

c—1+ 2 \/C—i-l —4

(cambio variabile s = ¢ — 1, quindi per ¢ che tende a 17 si ha che s tende a 07)

10g2 =

3
10g2 = 6 log 2.

= lim - lo
50t 2 & /s 16 _4 v/ s+ 16
Perche, utilizzando lo sviluppo di Taylor di (1+7)*, con a = 1 e r = % otteniamo
lim ———— = lim i —3.

520t /s +16—4 20+ 4(1+ 5 +o(s)) —4
Oppure moltiplicando e dividendo per v/s + 16 + 4

s , 3(\/s+16+4)_8
. .

lim ——— = lim

s—=0t /s +16 —4 s—0+




