Corso di Laurea in Ingegneria Biomedica
ANALISI MATEMATICA 1

Prova scritta del 14 gennaio 2017
Fila 1.

Esporre il procedimento di risoluzione degli esercizi in maniera completa e
leggibile.

1. (Punti 6) Determinare i valori di z € C che verificano 'equazione:

2. (Punti 9) Data la funzione

f(z) = log (e2 — &™)

a) (punti 3) determinare il suo campo di esistenza, segno, comportamento agli estremi del
dominio ed eventuali asintoti;

b) (punti2)determinare gli intervalli di monotonia ed eventuali punti di massimo o di minimo
relativo;

c) (punti 2) determinare gli intervalli di concavita e di convessita;

d) (punti 2)disegnare il suo grafico approssimato.

3. (Punti 12) Si consideri l'integrale improprio

/+°° log(1 4+ +/7x +9)
2
1

T

a) (punti 3) dimostrare che esiste finito mediante mediante uno studio a priori;

b) (punti 9) calcolarne il valore.

4. (Punti 6) Determinare il comportamento della serie

+oo 2
Z n e_% — cosi
Jn

n=1



RISOLUZIONE DEGLI ESERCIZI PROPOSTI

1. (Punti 6) Determinare i valori di z € C che verificano 'equazione:

Svolgimento.

(I metodo.)
Posto z = = + 1y, x, y € R il primo membro dell’equazione puo essere espresso nella forma

seguente
e = MW — Y — ¢7Y(cosx + isinx).

di conseguenza l’equazione diventa
e Y(cosz + isinz) =i, <= e Ycosx +ie Ysinx =i

Eguagliando rispettivamente la parte reale e qualla immaginaria del primo membro con quelle
del secondo otteniamo il sistema

e Ycosr =0
e ¥Ysinez =1
La prima equazione ammette come soluzioni

xk:g—l—kﬂ, ke

Le xj, che verificano anche la seconda sono solo quelle con indice per cui sinx; = 1, mentre
deve essere y = 0. In definitiva ’equazione ammette come soluzioni

zk:g+2k7r, ke Z.

2. (Punti 9) Data la funzione

f(x) = log (e% — ")

a) determinare il suo campo di esistenza, comportamento agli estremi del dominio ed even-
tuali asintoti;

b) determinare gli intervalli di monotonia ed eventuali punti di massimo o di minimo relativo;
c) determinare gli intervalli di concavita e di convessita;

d) disegnare il suo grafico approssimato.



Svolgimento.

Il campo di esistenza ¢ determinato dai valori della variabile x che rendono positivo ’argo-
mento del logaritmo:

x x x
ez — " >0 = e2 > = 3 > e+l = <=2
Segno della funzione:
dato che per ogni z € R, risulta: ez — e**! < 1, perche ez < e* < €' 4 1, allora f(x) <0
per ogni x < —2.
Determiniamo il comportamento della funzione agli estremi del suo dominio.

: £zl
xggi log (62 e )

= —00,

perche per z che tende a —2~ I'argomento del logaritmo tende a 0. Infatti
e% o e:v+1 — €x+1 (e%fxfl o 1) >0

perche¢ 3 —x —1> 0 per z > —2.

Mentre

: £zl
Il_1>£noolog (e? e )

—= _OO,

perche possiamo scrivere I’argomento del logaritmo come prodotto
log [e2 (1 —e 2™t )] =log [e? (1 —e2t!)],

dove per x che tende a meno infinito (1 — e%“) tende a 1, mentre e2 tende a 0.
Vediamo se esiste un asintoto obliqui, ¥ = mx + ¢ per x che tende a —oo, calcolando i limiti
che seguono.

) T . log(ez — ¢
m = lim & = lim ( ) =
(per il teorema dell’Hospital)
i %ei — ertl . 3 % —eatl 1
= lim = lim & *—5—=-.
z——00 e3 — e+l z—cc ez |1 —eat! 2

o 1
o . . _ . z 1)y _
q= xl_l)r_noo f(z) —mz xEr_noo log (ez — ") 5T
x 1 (6% - ex+1) z 4
= lim log (65 — e”l) — loge2® = lim log——* = lim log (1 —e2™ ) = 0.
T——00 T—>—00 e2? T——00

Ne segue che 'asinto obliquo per z che tende a meno infinito e la retta di equazione

y=5x



Calcoliamo la derivata prima per studiare la monotonia della funzione.

1.2 +1
o) =222
6% — eztl ’

Imponiamo f’(z) > 0. Tenuto conto che il denominatore ¢ sempre positivo otteniamo

1 .

565 >e’-e = e
Da questo deduciamo che la f’ risulta positiva sulla semiretta (—oo, —log 4 — 2) e negativa
in (—log4 — 2). La funzione ¢ quindi crescente su (—oo,—log 4 — 2) e decrescente su
(—log4 — 2,—2). Il punto o = —log4 — 2 & di massimo assoluto.
Determiniamo gli intervalli di concavita e/o convessita della funzione mediante la sua derivata
seconda.

[SIE]

> 26 <— —%>10g(26) — x<-—logd — 2

1 s 1
f” )= — = €§z+1 .
Ovviamente per ogni < —2 risulta f”(z) < 0. Quindi la funzione & concava su tutto il suo
campo di esistenza. Tenuto conto di quanto dimostrato possiamo tracciare il seguente grafico

approssimato di f.

3. (Punti 12) Si consideri 'integrale improprio

> log(1 + Tz +9) p
1 2 !

T

4



a) (punti 3) dimostrare che esiste finito mediante mediante uno studio a priori;

b) (punti 9) calcolarne il valore.

Svolgimento.

(a) Osserviamo che la funzione integranda risulta positiva e continua su [1,400), inoltre
per x che tende a +o00 tende a zero. Infatti il logaritmo posto al numeratore € un infinito di
ordine inferiore rispetto a qualunque potenza positiva di x. Valutiamo I’ordine di infinitesimo
mediante il teorema del confronto asintotico. Dato che al denominatore della funzione data
compare 2, basterd effettuare il confronto con una funzione armonica che abbia esponente

minore di due, ed ovviamente maggiore di uno, ad esempio -, che ¢ integrabile.
T2

. fx) . log(1+ /T2 +9)
lim -+ = lim 0 =0
T—+00 —5 T—r+00 T2

xr2

Da questo deduciamo che 'infinitesimo al denominatore e ”piu forte” di quello al numeratore
e quindi lo maggiora definitivamente a meno di una costante, ovvero esistono C' > 0 e xg > 1
tali che per ogni x > x

0

log(1+ /72 + 9 1
_ og( +x2x+ ><C_§7
2

x
quindi, per il teorema del confronto, I'integrale esiste finito.

(b) Calcolo dell'integrale.

/*OO log(1 + /72 +9) i — lim /C log(1+ 7z +9) I
1 2 1 2 .

i

T c—-+o00o
Effettuiamo nell’integrale il cambio di variabile

2 -9 2
i dx = =tdt,

2=7r4+49 < =
T + X o -

perz=1,t=4 perxz=c,t=+7c+9. Tenuto conto di questo otteniamo

“log(1+ 7z +9 Vietd 2t
Jim / og(1 + Al ) dr = lim 7/ log(1 + 1) ——— dt.
c—+oo [y €T c—+00 4 (t2 _ 9)2
Risolviamo integrando per parti(!)
2t 1 1

f(x) = @ _op = f(r) = — 79 g(x) =log(1+t) = ¢'(z)= T

[ r@sta) s = f@ @)k - [ f@)(a) da.



Quindi

1 VTeF9 Nic==1 1
7 1 — log(1 + ¢ dt » =
reot [ g los(l+ )L +/4 (1 +6)(2—9)

7 i L log(1 + V7o 9) + 1982 +/ - ! dt
= 11m —_— C E—
7c 8 7 s 1+ —9)

c——+00

\7c+9 1

=1 1 dt =
ogb + 7 lim | 1+0)(2—9)

La funzione integranda ¢ di tipo razionale. Utilizziamo il metodo di Hermite determinando
le costanti reali A, B, C' tali che

1 A B C  A{t+3)1+t)+B{t—-3)1+t)+C(t*—-9)

(1+t)(t2—9)_t—3+t+3+1+t_ (1+1)(t2 —9)

Da cui

1=At+3)1+t)+ Bt —3)(1+1t)+Ct* —9)

Questa identita deve valere per ogni ¢t € R. Al fine di calcolare le costanti A, B, C' possia-
mo assegnare quindi opportuni valori alla variabile ¢, in particolare assegneremo quelli che
annullando alcuni dei binomi facilitano il calcolo.

Per t = 3 otteniamo A = 24, se t = —3 otteniamo B = 12, mentre per t = —1, C' = —é. Per
questo possiamo scrivere

VTet9 1
/ it =
—1m1d—l—1mldt 1/m1dt—
24/, t—3 12 t+3 8/, 1+t
1 C C 1 C
= —— [log|t —3[J;™" [10g|t+3|] YT = 2 flog [14¢))YTF =
24 8
1 1 1 1
= ﬂ log(V7c+9—3) + D log(vV7c+9+3) — D log7 — S log(1+V7c+9) + 3 logh =
log (V7c+9 3)24(\/7c+ 9+ 3)12 L oe 4 Mows
— — —1lo —log 5.
(1++/Tct9)s 12 TR
Tenuto conto che
1 =+t 9 _ 35 9 . 3\
VRO (Ve ek T - R (TR )R
cres (1+ V7 +9)s e (L + 7+ s
(VD= (VD)=




perche i + 1—12 = %, otteniamo infine

T log(1 + v/ 1
/ og(l + V7z +9) dr = —510g5—110g7.
1 x? 8 12

4. (Punti 6) Determinare il comportamento della serie

+oo 2
Z n 6_% — cosi
vn

Svolgimento.

Il termine racchiuso tra le parentesi e infinitesimo in quanto risulta

. 2 .
lim en =1 e lim cos — = 1.
n—-+o0o n—-+o0o \/ﬁ

Stabiliamo il suo ordine di infinitesimo considerando gli sviluppi di Taylor delle funzioni che
vi compaiono.
t Ly 2
e :1+t+§t + o(t%).

Quindi pert:%
2 2 2 1
en=1-—+—=+4o0|—
n  n? n?

1 1
t=1— >+ —t t?
cos 5 + o + o(t?)

2 1 2 N 2 n 1
cos—=1—=-+-—+o|— ).
vn n  3n? n?

Tenuto conto di queste eguaglianze otteniamo

L, 2 \? 41 N 1\\? 161 N 1
e n — CcoS——= =|(-—+0|— =——4o0|(—].
vn 3n? n? 9 nt n*

Il termine generale della serie si puo quindi scrivere nella forma

161+ 1 161+ 1
ap=n|——+o|l—||=——+o0|—=|.
9 nt nt 9 n3 n3

1

Applichiamo il teorema del confronto asintotico confrontando a,, con la serie armonica -5

Mentre da

ricaviamo con t = ln

L Bh o) 16
n—-+oo % 9 )

Possiamo concludere che la serie data e convergente, dato che si comporta come la serie
armonica con esponente 3.



Corso di Laurea in Ingegneria Biomedica
ANALISI MATEMATICA 1

Prova scritta del 14 gennaio 2017
Fila 2.

Esporre il procedimento di risoluzione degli esercizi in maniera completa e
leggibile.

1. (Punti 6) Determinare i valori di z € C che verificano 'equazione:

2. (Punti 9) Data la funzione

f(z) = log (€3 — &™)

a) (punti 3) determinare il suo campo di esistenza, segno, comportamento agli estremi del
dominio ed eventuali asintoti;

b) (punti 2) determinare gli intervalli di monotonia ed eventuali punti di massimo o di
minimo relativo;

c) (punti 2) determinare gli intervalli di concavita e di convessita;

d) (punti 2) disegnare il suo grafico approssimato.

3. (Punti 12) Si consideri l'integrale improprio

/+°° log(1 + vz + 16)
2
1

x
a) (punti 3) dimostrare che esiste finito mediante mediante uno studio a priori;

b) (punti 9) calcolarne il valore.

4. (Punti 6) Determinare il comportamento della serie

+0o0
2 4
Z n? {sin2 — — log (1 + —2)}
n n

n=1



RISOLUZIONE DEGLI ESERCIZI PROPOSTI

1. (Punti 6) Determinare i valori di z € C che verificano 'equazione:

Svolgimento.

(I metodo.)
Posto z = z + iy, x, y € R il primo membro dell’equazione puo essere espresso nella forma

seguente
e = W) — Y — cVY(cosx + isinz).

di conseguenza l’equazione diventa

e Y(cosz + isinz) = —i, <= e Ycosx +ie Ysinex = —i

Eguagliando rispettivamente la parte reale e qualla immaginaria del primo membro con quelle
del secondo otteniamo il sistema

e Ycosx =0
e Ysine = —1
La prima equazione ammette come soluzioni

xk:g—l—kﬂ, ke

Le xj, che verificano anche la seconda sono solo quelle per cui sin zp, = —1, mentre deve essere
y = 0. In definitiva I’equazione ammette come soluzioni

3
zk:§+2k7r, kel

2. Punti 9
C.E.: (—o0,-3).

Asintoto y = = x.
3 3
f cresce su | —oo, ) [2 + log 3] |, decresce ~3 [2+log3], —3|.

To= =5 [2 + log 3] & punto di massimo assoluto.

f & convessa.
Il grafico ¢ simile a quello della Fila 1.

3. (Punti 12) Si consideri l'integrale improprio

/+°° log(1 4 vz + 16)
2
1

T




a) (punti 3) dimostrare che esiste finito mediante mediante uno studio a priori;

b) (punti 9) calcolarne il valore.

Svolgimento.

(a) Osserviamo che la funzione integranda risulta positiva e continua su [1,400), inoltre
per x che tende a +o00 tende a zero. Infatti il logaritmo posto al numeratore € un infinito di
ordine inferiore rispetto a qualunque potenza positiva di x. Valutiamo I’ordine di infinitesimo
mediante il teorema del confronto asintotico. Dato che al denominatore della funzione data
compare 2, basterd effettuare il confronto con una funzione armonica che abbia esponente

minore di due, ed ovviamente maggiore di uno, ad esempio -, che ¢ integrabile.
T2

. fx) . log(l+ vz +16)
lim -+ = lim 0 =0
T—+00 —5 T—r+00 T2

xr2

Da questo deduciamo che 'infinitesimo al denominatore e ”piu forte” di quello al numeratore
e quindi lo maggiora definitivamente a meno di una costante, ovvero esistono C' > 0 e xg > 1
tali che per ogni x > x

0

log(1 + vz + 16 1
_ log(1 + 7+ ) oL
T 2

x
quindi, per il teorema del confronto, I'integrale esiste finito.

(b) Calcolo dell'integrale.

2 log(1 + vz + 16) L “log(1 + vz + 16)
5 dz hin 5 dz .
1 c—+00 1

x B x
Effettuiamo nell’integrale il cambio di variabile
tP=x+16 < x=t>—16; dr=2tdt,

perx =1,t=+/17, per x = ¢, t = +/c+ 16. Tenuto conto di questo otteniamo

“log(l + vz + 16 vetrl6 2t
lim / BUAVIHIO) iy log(1+ 1) ———— dt.
c—~400 1 €x c—+00 ViT (t - 16)2

Risolviamo integrando per parti(?)

ﬁ - : g(0) =log(1 +1) = ¢(z)= .

fl(x) = 1+t

b b
[ r@sta) iz = f@ @)k - [ f@) () da,

10



Quindi

Vc+16 Vec+16
I L jog(14 1) + / ! dt
11m — (0] =

= lim - log(1 + ¢+ 16) + log(1 + V17) +/ ~19) dt

c—+00 ViT (1 + t) (t2
NG 1
=log(1+V17) + lim dt =

c——+00 Vi7 (1 + t) (t2 — 16)

La funzione integranda ¢ di tipo razionale. Utilizziamo il metodo di Hermite determinando
le costanti reali A, B, C' tali che

1 A B C  A{t+4)(1+t)+B(t—4)(1+t)+ C(t* — 16)
(1+t)(t2—16)_t—4+t+4+1+t_ (1+1)(t2 — 16)

Da cui

1=A{t+4)(1+1t)+ Bt —4)(1+1t) + C(t* — 16)

Questa identita deve valere per ogni ¢t € R. Al fine di calcolare le costanti A, B, C' possia-
mo assegnare quindi opportuni valori alla variabile ¢, in particolare assegneremo quelli che
annullando alcuni dei binomi facilitano il calcolo.

Per t = 4 otteniamo A = %, se t = —4 otteniamo B = i, mentre per t = —1, C' = —%. Per
questo possiamo scrivere
\Vc+16 1
/ at =
ViT (1 + If)(t2 — 16)
40 S t—4 24 Jym  t+4 15 ) 14+t

1 vc+16 1 Ve+16 1 \Vc+16
=0 [log|t—4|]\/%1 + o1 [log|zf—|—4|]\/%r ~ 1 [10g|1—i—zf|]\/%rl =

1 1 1
=10 log(vVe+16 —4) + 2 log(vVe+16+4) — 1—510g(1—|—\/c+16)+

1 1 1
0 log(v/17 — 4) — 2 log(V17 + 4) + = log(1+V17) =

Vet 16 — 4)0 (/o + 16 + 4)2 1 1 1
g VEF JOWet 16443 L (VT 4) — L log(VIT+4) + = log(1 + VI7).
1+/cF+16)T 40 24 15
(14 +Vc+16)
Tenuto conto che
1,1 1 1
L (e TB - E (Ve e+t LS m (LT )R
im - = lim = 1,
emrtoo (1++Vc+16)5 eteo (%+,/1+%)%c%

11



perche % + ﬁ = 3—10, otteniamo infine

0 10e(1 / 1 1 1 1
/ og(1+ 2x+ 0) dr = — — log(vV17 — 4) — ﬁlog(\/ﬁ+4)+1—§log(1+\/ﬁ)-
1

T 40

4. (Punti 6) Determinare il comportamento della serie

“+oo

2 4
Z n? {sin2 — — log (1 + —2>}
n n

n=1

Svolgimento.

Il termine racchiuso tra le parentesi € infinitesimo in quanto risulta

n——4oo n n—-+o0o

2 4
lim sin?= =0 e lim log (1 + —2) = 0.
n

Stabiliamo il suo ordine di infinitesimo considerando gli sviluppi di Taylor delle funzioni che
vi compaiono.

1
sint =t + 6153 + o(t?).

24 4 (1
sin“ - = — — — 4o —
n n?  3nt n4

1
log(1+1t)=1t— §t2 + o(t?)

| 4 4 8 1
B\ ) Tt teGa)
Tenuto conto di queste eguaglianze otteniamo
2 4 20 1 1
) o
sin E—log <1+ﬁ> = ?ﬁ—i_()(ﬁ)’
Il termine generale della serie si puo quindi scrivere nella forma

5120 1 + 1 20 1 n 1
Ap =N —_— ol — = —— ol — |.
3 n4 nt 3 n? n?

Dato che la serie risulta con termini definitivamente positivi, possiamo applicare il teorema
del confronto asintotico confrontando a,, con la serie armonica #

Quindi per t = %

Mentre da

4

ricaviamo con t = —

2k +o(k) 2

Possiamo concludere che la serie data e convergente, dato che si comporta come la serie
armonica con esponente 2.

12



Corso di Laurea in Ingegneria Biomedica
ANALISI MATEMATICA 1

Prova scritta del 14 gennaio 2017
Fila 3.

Esporre il procedimento di risoluzione degli esercizi in maniera completa e
leggibile.

1. (Punti 6) Determinare i valori di z € C che verificano 'equazione:

e” = 1.

2. (Punti 9) Data la funzione

f(z) = log (et — &™)

a) (punti 3) determinare il suo campo di esistenza, segno, comportamento agli estremi del
dominio ed eventuali asintoti;

b) (punti 2) determinare gli intervalli di monotonia ed eventuali punti di massimo o di
minimo relativo;

c) (punti 2) determinare gli intervalli di concavita e di convessita;

d) (punti 2) disegnare il suo grafico approssimato.

3. (Punti 12) Si consideri l'integrale improprio

/+°° log(1 + x + 4)
3
1

x
a) (punti 3) dimostrare che esiste finito mediante mediante uno studio a priori;

b) (punti 9) calcolarne il valore.

4. (Punti 6) Determinare il comportamento della serie

+o0 2
15 __9 3
E n e 2nt — cos —
n

13



RISOLUZIONE DEGLI ESERCIZI PROPOSTI

1. (Punti 6) Determinare i valori di z € C che verificano 'equazione:

e” = 1.

Svolgimento.

(I metodo.)
Posto z = x + iy, x, y € R il primo membro dell’equazione puo essere espresso nella forma
seguente

e = W) — Y — cVY(cosx + isinz).

di conseguenza l’equazione diventa

e Y(cosx + isinz) =1, <= e Ycosx +ie Ysinx =1

Eguagliando rispettivamente la parte reale e qualla immaginaria del primo membro con quelle
del secondo otteniamo il sistema

e Ycosx=1
e Ysinx =0
La prima equazione ammette come soluzioni
rp = k2w, k€.

Le z; che verificano anche la seconda sono solo quelle per cui sinz = 0, mentre deve essere
y = 0. In definitiva 'equazione ammette come soluzioni

zr = 2km, k€ 7.

2. Punti 9

C.E.: (—oo,—%).
1

Asintoto y = 1 x

4 4 4
f cresce su (—oo, e 1 —|—10g4]), decresce (—g 1+ log4], —g)

To= —3 [1 4 log4] ¢ punto di massimo assoluto.

f e convessa.
Il grafico e simile a quello della Fila 1.

3. (Punti 12) Si consideri 'integrale improprio

/+°° log(1 4 vz +4)
2
1

T

14



a) (punti 3) dimostrare che esiste finito mediante mediante uno studio a priori;

b) (punti 9) calcolarne il valore.

Svolgimento.

(a) Osserviamo che la funzione integranda risulta positiva e continua su [1,400), inoltre
per x che tende a +o00 tende a zero. Infatti il logaritmo posto al numeratore € un infinito di
ordine inferiore rispetto a qualunque potenza positiva di x. Valutiamo I’ordine di infinitesimo
mediante il teorema del confronto asintotico. Dato che al denominatore della funzione data
compare 2, basterd effettuare il confronto con una funzione armonica che abbia esponente

minore di due, ed ovviamente maggiore di uno, ad esempio -, che ¢ integrabile.
T2

log(1 + +/ 4
lim /() = lim og(1 + - v+d) =0
T—+00 -5 T—+00 T2

Da questo deduciamo che 'infinitesimo al denominatore e ”piu forte” di quello al numeratore
e quindi lo maggiora definitivamente a meno di una costante, ovvero esistono C' > 0 e xg > 1
tali che per ogni x > x

0

log(1 + +/ 4 1
< o8 +2x+ )<C—3,
x €xr2

quindi, per il teorema del confronto, I'integrale esiste finito.

(b) Calcolo dell'integrale.

T log(1+ vz + 4) , “log(1 + x + 4)
5 dr = lim 5 dz .
1 1

X - c——+00 T

Effettuiamo nell’integrale il cambio di variabile
P=x+4 = z=t"—4; dr=2tdt,
per x =1, t = /5, per = ¢, t = v/c + 4. Tenuto conto di questo otteniamo

“log(1+ vz +4 verd 2
/ BUFVIHD) 4 iy log(1 +1) ——— dt.
1 : LNy @ — 1y

lim
c——+00

Risolviamo integrando per parti(®)

2 1 , 1
e — g @) =log(l ) = @) =

b b
[ r@sta) iz = f@ @)k - [ f@) () da,

15



Quindi

1 Verd Vetd 1
lim — log(1 +1t) + / dt =
c—+00 2 —4 VB 5 (1+1t)(t2—4)

1 Vetd 1
= lim - log(14+Ve+4) + log(l—i-\/g) + / 12— 4) dt

Vetrd 1

= log(1 li dt =
sl VO + | GraeEd

La funzione integranda ¢ di tipo razionale. Utilizziamo il metodo di Hermite determinando
le costanti reali A, B, C' tali che

1 A B C At +2)(1+t)+ Bt —2)(1+1t) +C(t* — 4)

010@E—1 1—2 152 "i4i 1+)(E2—4)

Da cui

1=At+2)(1+t)+ Bt —2)(1+1t)+ C(* —4)

Questa identita deve valere per ogni ¢t € R. Al fine di calcolare le costanti A, B, C' possia-
mo assegnare quindi opportuni valori alla variabile ¢, in particolare assegneremo quelli che

annullando alcuni dei binomi facilitano il calcolo.

Per t = 2 otteniamo A = %, se t = —2 otteniamo B = i, mentre per t = —1, C' = —%. Per

questo possiamo scrivere

Vet 1
/ it
i @+t —-4)

1 Vvet+4 1 1 /\/0-0—4 1 1 /\/C+4 1
12 J 5 t—2 4 V5 t+2 3 )5 1+t

1

1
Vet+d Vvet+4
-1 llog [t — 2|]\/5Jr + 2 [log|1§+2|]\/§r —

1 1
=13 log(Ve+4—-2) + 1 log(vVe+4+2) — glog(1+\/c+4)+

—% log(v/5 —2) — ilog(\/g—l—Q) + é log(1 4 V5) =

Vetd—2)u (Ve+da+2)i 1 1 1
zlog( et )= ( C+1 +2): — — log(vV5—2) — = log(v5 +2) + = log(1 4+ V5).
(1++Vc+4)s 12 4 3
Tenuto conto che
1 1 ats( /144 2\ 144 2 \1
hy Verd-n(erdyr s(Yl+i— )1+ 2+ %) ,
im - = lim =1,
c—+00 (1—0—«/0—1—4)5 c—+00 (%—i— 1_|_‘_1)%C%
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perche i + % = %, otteniamo infine

T log(1l +Vx + 4) J
1 2 )

T

= —%log(\/_—2) — 1—1210g(\/5+2) +§log(1+\/g)-

4. (Punti 6) Determinare il comportamento della serie

+oo 2
15 __9 3
E n e 2nt — cos —
n

n=1
Il termine racchiuso tra le parentesi e infinitesimo in quanto risulta
. _ 9 .
lim e 22" =1 e lim cos— = 1.

n—-+00 n—-+00 77,2

Stabiliamo il suo ordine di infinitesimo considerando gli sviluppi di Taylor delle funzioni che
vi compaiono.

1
el = 1+t+§t2+0(t2).

N a1
¢ a 2nt = 8nd © ns

1 1
t=1—-t> 4+ —t t
oS 5 + o + o(t)

Quindi per t = —%

Mentre da

ricaviamo con t = %

Tenuto conto di queste eguaglianze otteniamo

o 3\ [271 1\]* 620 1 1
€ 2n —COSE = Zﬁ—i_o e —1—6ﬁ+0 16 ) -

Il termine generale della serie si puo quindi scrivere nella forma

151629 1 n 1 629 1 " 1
ap,=n"|——4o0|— || =—=+0(—-].
16 nlé nl6 16 n n

Dato che la serie risulta con termini definitivamente positivi, possiamo applicare il teorema
del confronto asintotico confrontando a,, con la serie armonica %
629 1 1
- Txto(i) 629
lim =2——0% = ——

n—-+00 1 16 .
n

Possiamo concludere che la serie data ¢ divergente, dato che si comporta come la serie
armonica con esponente 1.
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Corso di Laurea in Ingegneria Biomedica
ANALISI MATEMATICA 1

Prova scritta del 14 gennaio 2017
Fila 4.

Esporre il procedimento di risoluzione degli esercizi in maniera completa e
leggibile.

1. (Punti 6) Determinare i valori di z € C che verificano 'equazione:

e” = —1.

2. (Punti 9) Data la funzione

f(z) = log (e5 — &™)

a) (punti 3) determinare il suo campo di esistenza, segno, comportamento agli estremi del
dominio ed eventuali asintoti;

b) (punti 2) determinare gli intervalli di monotonia ed eventuali punti di massimo o di
minimo relativo;

c) (punti 2) determinare gli intervalli di concavita e di convessita;

d) (punti 2) disegnare il suo grafico approssimato.

3. (Punti 12) Si consideri l'integrale improprio

/+°° log(1 4+ vz + 25)
2
1

x
a) (punti 3) dimostrare che esiste finito mediante mediante uno studio a priori;

b) (punti 9) calcolarne il valore.

4. (Punti 6) Determinare il comportamento della serie

+oo
3 9
Z n’ [sinQE — log (1 + ﬁ)]

n=1
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1. (Punti 6) Determinare i valori di z € C che verificano '’equazione:

e” = —1.

Svolgimento.

Posto z = = + 1y, x, y € R il primo membro dell’equazione puo essere espresso nella forma

seguente
e = W) — Y — cVY(cosz + isinz).

di conseguenza l’equazione diventa

e Y(cosz + isinz) = =1, <= e Ycosx +ie Ysine = —1

Eguagliando rispettivamente la parte reale e qualla immaginaria del primo membro con quelle
del secondo otteniamo il sistema

e Ycosr =—1
e Ysinex =0
La prima equazione ammette come soluzioni
r,=m + k2w, k€ Z.

Le z; che verificano anche la seconda sono solo quelle per cui sinz, = 0, mentre deve essere
y = 0. In definitiva ’equazione ammette come soluzioni

2z, = m+ k2n, k€ 7.

2. Punti 9

CE.: (—oo0,~3).
1

Asintoto y = £ 7

D D )
f cresce su (—oo, ~2 [2 + log 5]>, decresce (_Z [2 +log 5], —5)

To= [2 4+ log 5] € punto di massimo assoluto.

f e convessa.
I1 grafico ¢ simile a quello della Fila 1.

3. (Punti 12) Si consideri l'integrale improprio

/+°° log(1 + vz + 25)
2
1

x
a) (punti 3) dimostrare che esiste finito mediante mediante uno studio a priori;

b) (punti 9) calcolarne il valore.
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Svolgimento.

(a) Osserviamo che la funzione integranda risulta positiva e continua su [1,400), inoltre
per x che tende a 400 tende a zero. Infatti il logaritmo posto al numeratore € un infinito di
ordine inferiore rispetto a qualunque potenza positiva di x. Valutiamo l’ordine di infinitesimo
mediante il teorema del confronto asintotico. Dato che al denominatore della funzione data
compare z2, bastera effettuare il confronto con una funzione armonica che abbia esponente
minore di due, ed ovviamente maggiore di uno, ad esempio L%, che ¢ integrabile.

x

. f(o) log(1 + vz + 25)
lim == = lim - =0
r—=t+oo —5 T—r+400 T2
x2

Da questo deduciamo che 'infinitesimo al denominatore ¢ ”pit forte” di quello al numeratore
e quindi lo maggiora definitivamente a meno di una costante, ovvero esistono C' > 0 e xy > 1
tali che per ogni x > =z

1
e
2

0 C

log(1 4+ vz + 25)
< 2 <

)
i

quindi, per il teorema del confronto, I'integrale esiste finito.

(b) Calcolo dell’integrale.

T 1og(1 + & + 25) _ “log(1 + vz + 25)
5 dr = lim 5 dz .
1 1

Xz

X c—+00
Effettuiamo nell’integrale il cambio di variabile
P =2425 < z=t>—25 dr=2tdt,

per x = 1,1t =+/26, per x = ¢, t = v/c+ 25. Tenuto conto di questo otteniamo

<] 1 / ) Ve+25 2t
lim / og(1 + QI +25) dr = lim log(1+1) - dt.
=400 fg x c—>+oo J /o6 (t - 25)2

Risolviamo integrando per parti(*)

2t 1 1

o — (@)= g @) =leltt) = ¢l@) =

f(x) = 1+t

b b
/ fl(@)g(z) de = [f(z) g(2)]; —/ f(@) g (x) da.
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Quindi

1 Vet25 c+2 1
lim |:— log(l + t)} + / dt p =
c—+00 t2 — 25 N NoT (1 + t)( — 25)

= lim - log(1 + v/ +25) + log(1 + v/26) +/ ~55) dt

c—+00 V76 (1 + t) (t2
NG 1
=log(1+V26) + lim dt =

c——+00 V26 (1 + t) (t2 — 25)

La funzione integranda ¢ di tipo razionale. Utilizziamo il metodo di Hermite determinando

le costanti reali A, B, C' tali che
1 A N B N C  A{t+5)(1+t)+B(t—5)(1+t)+C(t* —25)
(1+t)(t2—25) t—5 t+5 1+t (1+1)(t2 — 25)

Da cui

1=A{t+5)(1+1t)+ B(t—5)(1+1t) + C(t* — 25)

Questa identita deve valere per ogni ¢t € R. Al fine di calcolare le costanti A, B, C' possia-
mo assegnare quindi opportuni valori alla variabile ¢, in particolare assegneremo quelli che
annullando alcuni dei binomi facilitano il calcolo.

Per t = 5 otteniamo A = 60, se t = —5 otteniamo B = 40, mentre per t = —1, C' = —i. Per
questo possiamo scrivere
c+25 1

[ "=

/36 (L+1)(t2 —25)
= — ——dt + — —dt — — —dt =

60 Jy5g t—5 40 J 5 tH+5 24 ) ps 1+t
= = lloglt — 515" + - llog |t + 5[V — o llog |1+ H]Ye™

1 1 1
=0 log(vVe+25—5) + ) log(vVe+25+5) — ﬂlog(l—l—\/c+25)+
1 1 1

(Ve + 25 — 5)® (ve+ 25 + 5) 1
L+ vVeT )k

Tenuto conto che

(vVc+ 25 —5)e (ve+ 254 5)1w

(T B - 5 (15 B+ )
lim = lim .y

e+too (14++c+25) c+oo (L + /1+25>L4 =

Ve

= log

1 1 1
~ w0 log(V/26 — 5) — 0 log(V/26 + 5) + oY log(1 + v/26).
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perche ﬁ + % = ﬁ, otteniamo infine

T log(1 + vz + 25) 1 1

dr = — — log(v26 —5) — — log(v26 +5 — 1

/1 2 T =~ o o8l ) = g0 o8(v26+5) + 55 log
4. (Punti 6) Determinare il comportamento della serie

+o00
.9 3 9
Z n’ [sm2ﬁ — log (1 + ﬁ)}

n=1

(1+26).

Svolgimento
Il termine racchiuso tra le parentesi e infinitesimo in quanto risulta

3 9
lim sin® — =0 e lim log (1 + —4) = 0.
n——+oo n n——+oo n
Stabiliamo il suo ordine di infinitesimo considerando gli sviluppi di Taylor delle funzioni che

vi compaiono.
: L s 3
sint =t + ét + o(t”).

Quindi per t = %
.93 9 27 1
O R B
Mentre da 1
log(1+1t)=1t— §t2 + o(t?)
ricaviamo con t = %
| 9y 9 81 1
og 1+F —ﬁ—l—ﬁ—ko 5

Tenuto conto di queste eguaglianze otteniamo
sin23 lo 1+9 —271—1—0 L
n? & nt) 2 nd ns )’
Il termine generale della serie si puo quindi scrivere nella forma

an, =n" 2—7i—i-0 i —2—71—1—0 l
"o 2 nd ns)| 2n nj)’

Dato che la serie risulta con termini definitivamente positivi, possiamo applicare il teorema

del confronto asintotico confrontando a, con la serie armonica %
27 1
ptoly) 27
T = —.
n
Possiamo concludere che la serie data e divergente, dato che si comporta come la serie

armonica con esponente 1.
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