ANALISI MATEMATICA I+II-A
CORSO DI LAUREA IN FISICA
Prova scritta del 20/7/2009

TUTTE LE RISPOSTE DEVONO ESSERE MOTIVATE

ESERCIZIO 1. (Punti 7)

Calcolare mediante la formula di Taylor il valore del seguente limite

L sin(/TH A - 1)]% — log(1 + 422)

0+ e=27% _ cos2x

ESERCIZIO 2. (Punti 7)

Data 'equazione
2 +nz —n =0 necN\/{0},

(a) dimostrare che ammette una ed una sola radice z, > 0;
(b) calcolare lim .
n—-+400
ESERCIZIO 3. (Punti 7)
Dato il problema di Cauchy

u'(t) = t* (sin t)?

L(BY 7
2 DX

(1) Determinare Pespressione che definisce in maniera implicita la soluzione w.
(ii) Determinare 'intervallo massimale di esistenza di w.

(iii) Calcolare lim wu(t).

r——+0o0

(iii) Tracciare un grafico approssimato di w.

ESERCIZIO 4. (Punti 5)

Stabilire il comportamento della serie
—+oo

Z 277,2 -+ 56”
—~ n3 + e2n ’

ESERCIZIO 5. (Punti 7)

Risolvere il seguente sistema nel campo complesso



SOLUZIONI.

ESERCIZIO 1. (Punti 7)

Calcolare mediante la formula di Taylor il valore del seguente limite

e i/ AT — 1)]* — log(1 + 4a2)

0+ e=27% _ cos2x

Svolgimento.

Consideriamo gli sviluppi di Taylor, con punto iniziale g = 0, delle funzioni che compaiono nell’espressione
del limite cominciando con la radice quadrata.

1 1
Vi+t=1+ it — gtz +o(t?), posto t = 4z, abbiamo V1 + 4z = 1+ 2z — 42* + o(z?).

da cui

V14 4z — 1 =2z — 42° + o(z?).
1 1
sin®t = [t — 6tf‘ +o(tH]? =1* — §t4 +o(tY),

posto t = 2z — 4x2 + o(z?), abbiamo

1
sin?(v1 + 4z — 1) = [2z — 42% + o(z?)]* — §[2x — 422 + o(2®))* 4 o[22z — 42 + o(2?)]*) = 42? — 162> + o(2?).
Perché

[22 — 42”4 o(x?)]? = 42t — 1623 + 162 + o(x*) + 4zo(z?) — 82°%0(2?) =
=4z — 162> + o(2®) + o(z?) + o(z?) 4 o(z?) = 42 — 162* 4 o(2®);
[2z — 42” + o(xQ)]4 =2t 4+ o(2?) = o(2?)

1
log(l+t)=1t-— §t2 + o(t?), posto t = 42?, abbiamo log(1 + 42?) = 42® — 8z* + o(z?),

1
el =1+t+ 5162 + o(t?), posto t = —2x2, abbiamo e™2" =1 22% 4 22% + o(z)

1 1 2
cost=1-— 5752 + ﬂt‘l + o(t*), posto t = 2, abbiamo cos2z = 1 — 222 + §x4 + o(z?).

Quanto ottenuto finora ci permette di scrivere
[sin(v1+ 4z — 1)]2 — log(1 + 42?) = 42? — 162> + o(2®) — 4% + 82* + o(z*) = —162> + o(z®)

2 4
672 _ cos22 =1 — 222 + 22 + o(a) — 1+ 222 — §x4 +o(x?) = —a* + o(z*)

3
Sostituiamo nel limite, applichiamo il principio di sostituzione degli infinitesimi e semplifichiamo
_ [sin(WTF 4z — 1)]” —log(1+422) —162% + o(z?) 1
lim —5o3 = lim —(———— > =-12 lim — = —o0.
a—0+4 e=2%* — cos2x e—0+  sat + o(zt) 0+ X



ESERCIZIO 2. (Punti 7)

Data I’equazione
2 +nxr —n =0, neN\{0},

(a) dimostrare che ammette una ed una sola radice z, > 0;

(b) calcolare lim .
n—-—+o0o

Svolgimento.

(a)

Le radici dell’equazione coincidono con gli zeri della funzione
f(x) =2° + nx —n

Osserviamo che f, trattandosi di un polinomio, & continua su R, inoltre f(0) = —n, f(1) = 1. Per il teorema
sugli zeri delle funzioni continue esiste almeno un punto g € (0, 1) tale che f(xg) = 0. Per dimostrare I'unicita
¢ sufficiente osservare che la derivata prima di f € sempre positiva e quindi f € strettamente monotona:

f/(z) =5z* +n > 0.

(b)
Si ha f”(x) = 202® > 0 per ogni x > 0. f risulta convessa in (0,+occ). Di conseguenza se consideriamo
la corda che congiunge i punti (0, f(0)) = (—n,0)) e (1, f(1)) = (1,1) si ha che questa si trova, in (0, 1),
al disopra del grafico di f. Ovvero si ha che la retta passante per i punti (—n,0), (1,1) che ha equazione
y =x(n+ 1) — n, verifica

Vee (0,1): z(n+1)—n> f(z).

Da quanto detto finora si ha z,(n+ 1) —n > f(z,) = 0 ovvero, essendo anche z,, € (0,1)

< < 1.
n+1 “n

Da questa deduciamo

lim =z, = 1.
n——+oo n

ESERCIZIO 3. (Punti 8)
Dato il problema di Cauchy

u'(t) = t* [sin u(t)]*

(2

(i) Determinare Pespressione che definisce in maniera implicita la soluzione w.

™
27

(i) Determinare l'intervallo massimale di esistenza di u.

m - u(t).

(iii) Calcolare i
x——+00

(iii) Tracciare un grafico approssimato di u.



Svolgimento.
Posto A(t) = t* e B(u) = sin u, osserviamo che il dato iniziale & compreso tra due radici di B, ovvero tra 0 e
m, mentre A € definita su tutto R. La soluzione esistera e sard unica su tutto R. Per calcolarla consideriamo
I’equazione
u'(t)
sin® u(t)

. . 15
ed integriamo tra > et:

Al secondo membro si ha

t t 5
/ stds = [1155] = 1t‘r’ - 1(15) .
1 5 E 5 5 32

Al primo membro effettuiamo il cambiamento di variabile r = u(t), e quindi per t = % r=

ol

u(t)

t / u(t) 1 tan% 1 2\4 2 tan <5 1 3 2 3 4 6
/ u(s())ds:/ a dr:/ (1+407) da:/ +30% +308 +0°
L 1 1

1 sin u(s x sin® r 1604 1+ 02 8ot

Nel ’integrale sopra abbiamo effettuato il cambiamento di variabile:

tang =0, quindi dr = T3 2 do, sinr = 1 —|2—ro'2.
Procedendo nel calcolo abbiamo
tan 25 4 352 4 354 1 o6 tan 252/ 1 ) 17 11 3 1 1™ 3
[ P “‘Z[ (&+3ﬁ+3+0)da:S{_3ﬁ__a+%+30 T
-1 1 301 3 1 u) 35
= 57 U0 3 a@ + 3 tanu(t) + 2 tan - T I3

2

In definitiva la soluzione del problema di Cauchy proposto ¢ data implicitamente dall’espressione:

11
— 2 tanu(t) + — tan® 9L 2 _ 45
24 taq? 40 tan@“Ls anu(t) + 57 tan 12 5 5 32

1 3 1 u(t) 35 15 1(15)°
> .

| w

Per risolvere il punto (iii) deduciamo, dall’equazione, che la derivata prima dalla soluzione ¢ sempre positiva
in quanto il termine al secondo membro, t* sin* u(t) & sempre maggiore di zero. Di conseguenza u ¢ monotona
crescente. Per il teorema di regolarita delle funzioni monotone u ammette limite sia per x che tende a +oo
sia per = che tende a —oo. Tale limite ¢ un numero reale [ in quanto w e limitata tra 0 e m, che sono gli zeri
di B (vedi le considerazioni che abbiamo fatto all’inizio sulla tesi del teorema di essitenza di soluzioni delle
equazioni differenziali a variabili separabili).

Per calcolare [ integriamo primo e secondo membro dell’equazione di partenza

ut) -5 = [ W = [ st uo)tds
ovvero
u(t) = % + /Q s* [sin u(s)]* ds (1)



Se fosse liT u(t) =1 con 0 <l < 7 si avrebbe lir}ra sin® u(t) = sin? 1 # 0. Ma in questo caso in (1) il primo
T— 100 T— 100

membro tenderebbe al valore finito I mentre il secondo membro andrebbe a +oc. Infatti, dato che sin u(t)
4
sin” {

tende a sin* I per ¢ che tende a 400, esisterebbe t, tale che per ogni t > ty sin’ u(t) > . In tal caso in

(1) si avrebbe

15 t t 15 sin*l 15\ 15 sin*l +ioo
ult) = / 5* [sin u(s)] ds > / LRI (t—)sm = o,
2 2

Assurdo perché u e limitata. Quindi L’unica possibilita & che [ = 7. Nello stesso modo si ragione se z — —o0
per stabilire che [ = 0.
11 grafico di w ¢ il seguente.

u
s
o2 /
0 15/2 t
e
ESERCIZIO 4. (Punti 5)
Stabilire il comportamento della serie
+§ 2n2% 4+ 5e”
— ond et

Svolgimento.

Il termine generale della serie € positivo. Possiamo applicare il criterio della convergenza asintotica confron-
—+o0

tandolo con la serie Z e~ ", in quanto l'infinito piu forte al numeratore del termine generale della serie data

n=1
¢ € mentre al denominatore & €27,
- 2
2n% +5e" 62" 2n~ + 5
. nd + e2n . emn
lim ———— = lim 3 =5
n—-+4oo o n—-+oo 6271 (L; + ]_)



—+oo
Quindi la serie data & convergente in quanto ha lo stesso comportamento di g e~ ", che & una serie geometrica
n=1

di ragione 0 < e~! < 1.

ESERCIZIO 5. (Punti 7)

Risolvere il seguente sistema nel campo complesso

Svolgimento.
Moltiplichiamo per w il primo e secondo membro della prima equazione:
2iwt + ww = 4iuwS.
Tenuto conto della seconda equazione e del fatto che ww = |w|? si ha
2iwt + 1 = 4iw® <= 4iw® - 2ivw* —1=0

2

Poniamo z = w*, con z = z + 1y, z, y € R, otteniamo

4i23 — 2122 -1 =0

Essendo |z| = |w?| = |w|? =1ezz=2%| =1si ha

4i23 — 2122 — 22 =0 < 422 -2z -2 =0

4i2? = 2z + 7 = |4i2?] = 2i(z +iy) + x —iy| <=
= [4i]|2%] = |(z — 2y) +i(2z —y)| <= 4|i]|z)> = V(z —29)2 + 2z —y)? —
= 16 = (z —2y)* + (22 — y)? < 11 = —8ay.

Questo ¢ assurdo perché |z| = 1 equivale a 22 + y? = 1, e quindi deve essere |zy| < 1, mentre
11
11 = —8zy = |zy| = 5 > 1.

Il sistema dato non ha soluzioni.



