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Liminf e limsup. Esercizi.

ESERCIZI

Esercizio 1. Studiare il comportamento (esistenza di limite, limsup e liminf), per (x,y) — (0,0), delle
funzioni sequenti:
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Esercizio 2. Usando le coordinate polari, calcolare limsup e liminf, per (xz,y) — (0,0), della funzione
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Esercizio 3. Data la funzione F : R\ {(0,0)} — R
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calcolare
limsup F(z,y) e liminf F(z,y).
(,)—(0,0) (:9)—(0,0)

Esercizio 4. Data la funzione F : R?\ {(0,0)} — R
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calcolare
limsup F(z,y) e liminf F(z,y).
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SOLUZIONE DI ESERCIZIO 2

Osservazione 5. Osserviamo che
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st possono calcolare anche senza l'utilizzo delle coordinate polari. Infatti,
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Soluzione di Esercizio 2. In coordinate polari abbiamo

r3 cos B sin? 0 r cos 6 sin? 6
r2¢cos260 +risin*f®  cos26 +r2sintf

F(r cos B, rsin 9) =
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00| F(rcos6,7sin )| =0
se e solo se
0=y [r cos 0 sin® 9} (0082 0 + r2sin’ 9) — 1 cos fsin® 0 9y [COSQ 0 + 72 sin* 9}
= (2rsin0cos?0 — rsin0) (cos®0 + 1?sin' 0) — rcosOsin® 0 (— 2sin o3 + 4rsin® G cos 0
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Quando sin # = 0, abbiamo che F(r cos 6, rsinf) = 0.

Consideriamo il caso 5 4 )
r*sin®*0(1 4+ cos” 0
cos?h = ( — ) .
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Allora,
cos?h < 2r2,

e di conseguenza
sin?f =1 —cos>0 = 1+ O(r?).

Tornando all’equazione per 6,
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Quindi,
su rcosf,rsin = " L + O(TQ) <1 + O(TQ)) = 1 7"2 .
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inf F(rcosf,rsinf) = — ry1+00%) (1+007)) _ ! + O(r?)
0 ’ r2(1+ 0(r?)) +r2(1+0(r2))2 2 .

Di conseguenza,
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li F f,rsinf) = = lim inf inf F 0,rsinf) = ——
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SOLUZIONE DI ESERCIZIO 3

In coordinate polari abbiamo
r* cos? 0 sin? 6 rcos? 0 sin’ @
r(r2cos? 0+ risin*0)  cos2 6+ r2sint 0’

F(rcosf,rsinf) =

Quindi

9 [ r200529sin.29 ] 0
cos2 0 + r2sin? 9
se e solo se
0=0y [7“ cos? 6 sin’ 0} (COS2 0 4 12 sin? 9) — (r cos? 6 sin’ 0) Og [cos2 0 + r?sin* 9]
= { — 2rsin® @ cos 6 + 2r cos® § sin 0} (COS2 0 + r%sin* 9) — (7’ cos? 6 sin? 9) { — 2sin 6 cos § + 412 cos fsin® 0
= 2rsinf cosd [( — sin? § 4 cos? 9) (C082 0 + r2 sin? 9) + cos? 0 sin” 6 (1 — 2r? sin? 0)}
= 2rsinf cosd ( cos? @ — r? sin? 6)
= 2rsin90059(cos2 0 + r sin? 9) (0052 6 — rsin’ 9).
Quindi le soluzioni sono
cos =0, sinf =0, oppure cos?f =rsin?0,
che (siccome cos? @ + sin? § = 1) possiamo scrivere anche come

cos?f =

cos =0, sinf =0, oppure { o
sin“ 0 = ——

Caso 1.
cosf =0 oppure sinf =0.

In questo caso
F(rcosf,rsinf) = 0.
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Allora,
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Di conseguenza,
r

max F(rcosf,rsinf) = e max F(rcos,rsinf) = 0.
0€[0,27) 1+ 2r 6€[0,27]
In conclusione,

limsup F(z,y) = liminf F(x,y) =0.
(z,9)—(0,0) (z,y)—(0,0)

SOLUZIONE DI ESERCIZIO 4

In coordinate polari abbiamo

rcos O sin® 0 r cos 0 sin® 6
r(r2cos?f + risin*0)  cos26 4 r2sint 0’

F(rcosf,rsinf) =

Quindi

7 cos fsin® @ _0
cos20 +r2sin*0]
se e solo se
0=0y [r cos 6 sin® 0} (cos2 0 + 2 sin* 9) — <r cos 6 sin® 0) Oy {0052 0 + r? sin* 0}
= [ — rsin® 0 + 3r cos? 0 sin? 0} (c052 6 + r%sin* 9) — (r cos 0 sin® 9) [ — 2sin 0 cos 0 4 4r? cos 0 sin® 9]
= rsin® 6 [( — sin” § 4 3 cos? 0) ((:052 0 + r?sin? 9) + cos? B sin? 6 (2 — 4r? sin? 9)}
= 1 sin’ 9(0052 0(1 + 2cos? ) — r? sin’ 0) .
Quindi le soluzioni sono
sinf =0, oppure cos®@(1 +2cos®0) = r?(1 — cos®0)*.
Caso 1. sinf = 0. In questo caso
F(rcosf,rsinf) = 0.
Caso 2. cos?0(1 + 2cos?0) = r?(1 — cos? §)2. Osserviamo che se @ & soluzione di
cos? O(1 4 2cos® §) = (1 — cos? )2,
allora necessariamente cos? § < 2 e di conseguenza
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Possiamo scrivere quindi
cos® 0 = r*(1 4 O(r?)) e sin?f = 1+ O(r?).
Di conseguenza, se cos#sin @ ¢ positivo, allora
7 cos 0 sin® 0 7‘2(1+O(7’2))1/2(1+O(7“2))3/2 1

o2+ r2smts L+ 00) + ey o~ 20O

F(rcosf,rsinf) =

Di conseguenza,

1
lim{ max F(r cosG,rsinH)} =_.
r—0 L 9€[0,2n] 2

Analogamente,

1
lim { min F'(r cos 9,rsin0)} =——.
r—0  9e[0,2n] 2

In conclusione,

1 1
limsup F(z,y) == e liminf F(x,y)=—-=.
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