Analisi Matematica I1 a.a. 2021-2022

Prova scritta — Gennaio 2022

Non & consetito 'uso di telefoni cellulari, tablet, smartwatch (né di altri dispositivi
connessi), né di calcolatrici, libri, dispense, appunti...
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Parte 1

(Domande a risposta aperta. Sara valutata solo la risposta finale.)

Esercizio 1. Con By indichiamo la palla di raggio R > 0 e centro (0,0) in R?
Br = {(x,y) R TR RQ}.

Consideriamo gli insiems

@ ={ouxpup\B: (B ={01x01}n5;
© 9c={pUxOU}uB: (D) =B\ {01x0.1}:
(E) Qp = {(0, 1] x (0,1]} U B ; (F) QF:Bm{(o, 1] % (0, 1]} .

Gli insiemi seguenti sono aperti : ¢ i > 7.-:
/

Gli insiemi seguenti sono chiusi : A

Esercizio 2. Consideriamo le sequenti funzioni di due variabili.

(A) A(z,y) ==y (B) B(z,y) =x(z +vy)

(C) C(z,y)=2*@*+y?) (D) D(z,y)=ay@@®+y®)  (B) Elz,y)=a"—y

Le seguenti funzioni hanno un minimo relativo in (0,0) : c

Le seguenti funzioni hanno un massimo relativo in (0,0) : N

Le seguenti funzioni hanno un punto di sella in (0,0) : A B @ F
)— 2~ ) =



OTu (XJ) s xa_ - (x"—ta“)
Esercizio 3. Sviluppare fino al secondo ordine in zero la funzione

1 1

1 — z — sin(zy)

1
— 1z —sin(zy)

= i-w't-*?taj + a4 o('x'-fa')

- {-=x- xJ + o(oz'«-al)

d
Esercizio 4. Calcolare la derivata —dt‘ OF('y(t)), dove:
t=

~y(t) = <e3t+t2 — ¢!, sin(4t) cos(2t)> e F(z,y) = (1+z—y)?+ 1 +ay)

il 00 = pl@) OF(pe@)= (2,4).(2,-2) = -

2

x —_—
Esercizio 5. Trovare tutti i punti critici della funzione F(x,y) = o y2
x

I punti critici sono: (1, O) , (— ‘.) O)

in R2.

x(x — 3y)
1+ zy
Dire se H ¢ definita positiva, semi-definita positiva, definita negativa, semi-definita negativa o in-

definita.

Esercizio 6. Calcolare la matrice hessiana H della funzione F(x,y) = nel punto (0,0).

2 -3
\-2 O

H

La matrice H é: 132 {/4’“.’{4\

Esercizio 7. Calcolare l'integrale della funzione F(xz,y) =y sull’insieme

Q:Blﬁ{(:ﬂ,y) x>0, yZO}.

SNE \ / /
//QF(ac,y)dxdyg)Ja'JaJat é%{l—x")oht:;z('l—i) 6/

Esercizio 8. Dato il campo vettoriale

P = (

3x 2x —y
w2+y?+27 a2 +y2+3)7

calcolare lintegrale della divergenza di F sulla palla di raggio 1 e centro (0,0) in R2.

//B1 div F(z,y) dz dy = ‘73;‘\

Esercizio 9. Per quali valori del parametro ¢ € R la forma o = (yz*+x) dz+ (ca:3+02y) dy & chiusa ?




Parte 2

Saranno valutate sia la risposta finale che lo svolgimento degli esercizi.

Esercizio 10. Consideriamo la funzione

1 1
F(x,y) = gx?’ — 2xy + gy?’.

Trovare (se esistono!) i punti critici di F in R? e, studiando la matrice Hessiana, dire se si tratta di
punti di massimo relativo, di minimo relativo oppure di punti di sella.

Esercizio 11. Consideriamo la funzione

(x2 + y2)1/2xy

P = e )

Calcolare limsup F(x,y) e liminf F(z,y) e dire se esiste il limite lim  F(x,y).

()| o0 |(z,y)|—o0 [(z,y)]—o00

Esercizio 12. Consideriamo la funzione F : R? — R definita come

s s 2
FO.0=0 ¢ Flag) = S e my) £ 0,0)

(1) Dire se F' é derivabile in zero e calcolare, se esiste il gradiente VF(0,0) = (0,0).

(2) Dire se F ¢ derivabile su R? e determinare se le sue derivate parziali 0, F e OyF' sono funzioni
continue su R2.

(3) Dire se F ¢ differenziabile in zero.
(4) Dire se I ¢ continua su R2.

(5) Calcolare, al variare del vettore V.= (a,b) # (0,0), la derivata direzionale

9
By F(0,0) = aLZOF(W).

Ffw,a)zéx’—&fdvu}/g}

(%3) ¢ we punte exibeo &= oi’"—Cz3>= (co)
= 9“7:(1’3) =0

%f (’?',a) = O

3



=2
—2% +3210
x‘(
d° z
=) 9
-.276 -+ _a— = 0
Y
=
<= > {9 03__63
32 "
_ - O
x (=480 @-b)(aMabil
Vd =) 9 /?
OCC'D(-?,)CX(-I U+ ) ~ O
j— ﬂuu'/.' CQT;L,'('; odoveo

Cx/a)z(ozo) (4 ('I/J):. G/'Z>.
ﬂ<0k W«.:!’?Tr-e &e))faua 01} f h oy
3eue—e‘?c. /7"“'l° (9,0) e\

OtF(2y) = g
S RN



)A/e( /umlo e “hseo (O,o)

_2>
O'F(co)- L

Aot (clr-(oo 7
, O'F(g0) < J/ /-
o (0/0> e\uu]ﬂ,«w’() 0’ sellle

2) Sfuvece T (2 2)

Q%?F(2,2) = ( -2)

det (o2 0) < ¥*- ¢t 12 >o

1< (o F(22)= ¥+ = § >o

. f e 0 F(22) o 0%‘..71:: Jposi Kean

Py CZ,Z) 6\ Ua ,(,a’é J[ MmO RE LATIVO .



@ j; (OO?J;M“A— /40(20?:/
2 = Y o> (O ) a: Rsa ©

a ééia.—., .
—_— (] 8 Tu&
'/‘ (QC‘D) &/ QS;‘L, &) = 2@ @ °
R '@+« 202 O
2 cooQ O S

codl® + 218,12 e

99%(Qcm&/,23§.. S)“Z:_ D
<=5 99[72“’?'83‘\@]((%‘81* R'sie 9)
- P(oog&mg 89 coo’&-;— 225{1’5] =0

<= )/Q/(COQQS _on2B) ((oo"& + Qzéh“?@)
- RlasBnO (- 200 BcosB +2 D2 BB 0

=D COOZ@ - ‘2207“18 =0
Nicom ? y
Cco~Q C?{D S+ i’ =1 , aélofuc——o

codtO = » ., on'O- .
’-FE {+Q&




¥ 4
— y K | .
=) cobgz-m ’ o0 Ji e’
max F(r,z(oge’ Qsh’s)
& QZ R -
LN O
> LA - 2
1+2° A
AM&&“"‘“J‘
/
M i 1-(?‘0..)6/ Qsﬁ-@} :"é‘ :
©
= ) Z )\»'a F(7J3)= g'-n gbép P(QC°2QQ57-55§
/(’Y,a)/a-e,o 2"’*00
/
’p ’(Z ) /ﬂ-a {rl\— ﬁ(Pt.)&Qs‘.\B)}
l N:hj " jsa ‘}2—94.;0 4
P’lé‘pl—i’-mo /’



=) ;{ e\«-f/e p{\— /’:{7,3} Nnow p'ab)&.
(Cra ) <

@ o (x"x&>21 » (%3) #C)

}'{7;3,):. 9(2_“61
O se (%3)=(9%.

é?ccov{ ’?g-i _ 0(11‘*39 )
X -fa‘
aéé?awo OER

¢ T'. e\ COM‘/:uud.. Jw (49,0)

"?uuk T [ (o] ‘))

cz> G e ¢on
s F o A//euu,:a;,{_ a (59
cz) O ¢ /%/e«enuaé n (0,0)
- F e Doriwtdl n (00)
c=> (O e %vfwé,-é 7w (0,0),
dove G € @(auwn—:ou



XL () 2@
G(’X/ ): 7c7+aa
2 o s @,9):(:30) ]

(1) C o Avva Sl ~ >) . j:/e.t/:/,
/(. C;('J(IO)—G[o/o)-_- /._M ©c-o o

=

x X =y O
x — 0

g G,(O,L)-G\(°;°) _ ﬂh o-06
9—90 a' a"O 5’
(‘/) (op.-/.'hu'il*\ 00’ G:

'6(7/,6)—&(‘3")/
Za?‘ /
= (7/, = 2 N
| 6 (%) / =~
jw (owép)uclt pa’/w.’

6» (7/}) = G[Q(oag/rpsfvb)

= 2(03833\“79‘
&:((okt gt ﬂuuﬁaq 9 [— CODBA“-?B




c\ conTma e G il A o ZD, 2'/73/
aé!fdwo Ao M
G (()?&)B, s B) < 72 M

o O m\fS/ .
AD‘-‘Q M = ax ’ g
aéfo,rz';;]

Qurnd: |6 (53] = O.
CHEXID)

':) G C\ /D\J[u“* e (‘,/o>

=? F e condlmmo 5o [o/&/.

( <) Docrsade dizesicl.
é')‘u V= [a, é) #LO’").
QV?:(O,O) - 9,G(«4¢)
- d] Gl
At t=o

J 'tas- fzéz _ o é‘l
] O’Q-l:/ 23(a% by a?+ bt

é:()



(3)Cta, quande ctdo o b7 2 abbos

Gleer # D602
u &)

a?+é’

Qurudl.’ //Mw foce G L e &%@'&ﬂ»-ﬁ-!é
fL [DD) Quu ’ M?au&é-l

\ 0[ /e-rou«r?aéré o [c)/ o).

(2) ée O hoviwte pazsel
O.F R 5 R
o,F — P

d/am?a %mey.., corbiea e (00
b Jescere M ;%zw,,,g,

> dvzctlg Vet )L‘ \ op/(‘reuvaétg
;n [0/ 0). ([)/cz@/‘?a Pa?té/

aéé?awo a/a/,,._g e a[),‘o-a s*ru‘)v




ée.m 7: " S e\ oj//lr.euas‘c_.!{g

———

(0/0). Quf(.o’.’/’g V/QTYJQZO
ﬁ 927: e %ﬁ NOoN

r
/7~
—

/701-7".0

o CQ\,.?lfw—e oy (o/o).



