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Integrazione su grafici. Esercizi ed esempi

AREA DI UN PARABOLOIDE

Esempio 1. Sia Bg il disco di raggio R in R2. Calcolare 'area del grafico T della funzione
F:Bg — R, F(z,y) = 2> + 9.
Soluzione. Definiamo ®(z,y) = (x,y, F(z,y)). Allora,
0, P(x,y) = (1,0,81-F(a:,y)) e 0y @ (z,y) = (O, 1,8yF(33,y)),

e quindi
0P NOyP = ( — 0. F, =0y F, 1).
Di conseguenza,

10,0 7 0,0 = \/1+|0,F|* + |o,F|"
Siccome nel nostro caso
0 F(z,y) =2z e 0y F(x,y) dy = 2y,

Area (') = // V14 4x? + 4y? de dy.
Br

otteniamo che

In coordinate polari, abbiamo

Area (T') = // V14422 + 4y? de dy
Br
R 27
:/ / V14 4r2drdr
o Jo

R
:277/ V144r2 rdr
0
4R? 1
=27 \/1—|—s§ds (ponendo s = 4r?, ds = 8rdr)
0
T2 sp 4R o\ 3/2
=7 } = T((1+4R?)" —1).
15097 =g(ramy™-1)

AREA DI UN CONO

Esempio 2. Sia By il disco di raggio R in R?. Calcolare l’area del grafico T' della funzione

F:Br — R, F(z,y) = Va2 + 32
Soluzione. Definiamo ®(z,y) = (x,y, F(z,y)). Allora,
0:®(z,y) = (L,0,0:F(z,y)) e  0y®(z,y) = (0,1,0,F(z,y)),

e quindi

0,0 N 0,0 = (— 0. F,—0,F1) e [0,070,0] =\/1+|0.F* +|0,F["

Siccome nel nostro caso
x x

0 F(x,y) = —m——— e Oy F(x,y)dy = ——,

Area (') = / V2dzx dy = 27 R?.
Br

otteniamo che
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AREA DI UNA SEMISFERA

Esempio 3. Sia Bg il disco di raggio R in R?. Calcolare Uarea del grafico T della funzione
F:Br — R, F(z,y) =+ R?>— a2 —y>.
Soluzione. Definiamo ®(x,y) = (x,y, F(z,y)). Allora,
0:®(x,y) = (1,0,8wF(a:,y)) e 0y ®(x,y) = (0, 1,8yF(x,y)),

e quindi
0P N0y = ( — 0. F, =0y F, 1).

Di conseguenza,

10,0 7 0,0 = \/1+ |0, F|" + |o,F|"
Siccome nel nostro caso

— -t _ Y
OuF(z,y) = e Oy F(x,y) dy = e

2
Area (T // 1+ /———— vy dzdy—// 5 dxdy.
Br R —a22 —y? Br —332

In coordinate polari, abbiamo

R p27m R2
Area(F):/ / \/ﬁ dfrdr
—27r/ \/ 7r2

=27R ds (ponendo s = R% — 12, ds = 2rdr)

otteniamo che

ESERCIZI

Esercizio 4 (Area di un semicilindro). Sia R = [-1,1] x [0, L] un rettangolo in R?.
Calcolare l'area del grafico T’ della funzione

F:R =R, F(z,y) = vV1—22.

Esempio 5. Sia Bp il disco di raggio R in R?. Calcolare Uarea del grafico T della funzione
F:Br — R, F(z,y) = z? — >
Esempio 6. Sia By il disco di raggio R in R?. Calcolare ’area del grafico T' della funzione
F:Br—R, F(z,y) = zy.
Esempio 7. Sia Bg il disco di raggio R in R?. Calcolare Uarea del grafico T della funzione
F:Br — R, F(z,y) = 2z.
Esempio 8. Sia By il disco di raggio R in R?. Dato il grafico I della funzione

F:Bgr — R, F(z,y) = V% + v,

calcolare / G, dove G : R® = R ¢ la funzione
r

G(z,y,2) =



