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Un altro esempio di una 1-forma chiusa, ma non esatta

Esercizio 1. Consideriamo la 1-forma
—siny n T Ccosy
x
22 + (siny)? 22 + (siny)? Y

definita su Q = R?\ {(mr, 0):ne€ Z}. Mostrare che la forma o é chiusa, ma non esatta.

Soluzione. Per dimostrare che la forma ¢ chiusa basta verificare che
9 [ 7SII.1y } { xco.sy ]
Y22 + (siny)? ? |22 + (siny)?
Rimande da dimostrare che la forma « non sia esatta. Per ogni r > 0 fissato consideriamo la curva chiusa
v 1 [0,27] = R?, vr(0) = (rcosb, rsind),
e calcoliamo l'integrale

/ a:/2w< : —sin (rsin ) 7 cos f cos (rsin ) )-(—rsin@,rcos@) "
r 0 T

cos2 6 + sin® (rsin6) ~ 72 cos? § + sin” (rsin )

Ora, osserviamo che
siny =y + O(y°),
ovvero esistono § > 0 e C' > 0 tali che
‘siny - y‘ < Cly? per ogni 0<|yl <.
Di conseguenza,
| sin(rsin 0) — rsin 0‘ < Cor? per ogni 0<r<d e per ogni 0 €10,2n].
Come al solito, scriveremo semplicemente
sin(rsin @) = rsind + O(r®).
Di conseguenza, anche
sin?(rsin ) = ‘r sinf + ( sin(rsin @) — rsin 9) ‘2
=7r?sin? 6 + Q(Sin(rsinﬂ) — rsin@)rsinf) + | sin(rsin ) — rsin 6 ?
=r?sin? 0 + 2r0(r®) + O(r%) = r?sin* 0 + O(r*).
Analogamente,

cos(rsinf) = 14 O(r?).
Quindi,

/ a:/2w< : —Sin(rsmﬂ) rcosf cos(rsin@) )~(—rsin9,rcos€)d0
- 0 r2co

s2 0 + sin? (r sin 0) " 12 cos2 § + sin? (T sin 9)

_ /% ( —(rsind + O(r3)) rcosf (1+O0(r?))
0

, -(—7sinf,rcosf) db
72c0s20 + r2sin® 0 + O(r4) " 12 cos? 0 + r2sin? 0 + O(r4)> ( )

27
[ o ((rsing + 00 rsing 12 cos? (14 00) ) do
0

2+ O0(r*)
PO 4 TR0 1 0 ) e om 1 o
_/0 2+ O0(rt) da_/o 11 0(2) da—/o (1+O( )) do = 27w+ O(r?).

In conclusione, per r abbastanza piccolo

/cv>0,
Tr

e quindi la forma « non puo essere esatta. O



