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Formule di Gauss-Green sul disco

PARTIZIONE DEL DISCO IN DOMINI NORMALI
Sia R > 0 un raggio dato. Fissiamo un angolo
T
0 e (0,-
0.3)
e consideriamo gli insiemi
D, = {(m,y) €Br : z< —Rcos@};
Dy = {(x,y) € Br : —Rcosf <z < Rcos@};
Dj = {(x,y) €Br : x> Rcos&}.
Infatti, Dy € un dominio normale nella direzione y
Dy = {(a:,y) €R? : —Rcosf <z < Rcosb , us(z) <y < vg(x)},

dove
va(x) ==V R% — 22 e ug(x) := =V R? — 22 ;

mentre D; e D3 sono domini normali nella direzione x,
D, = {(amy) €R? : —Rsinf <y < Rsinf , ur(y) <z < vl(y)},

dove
v1(y) := —Rsinf e ui(y) = —/R% — y? ;

Dyi={(z,y) €R® : —Rsinf<y<Rsind, w(y)<z<uly},

v3(y) == VR? —gy? e uz(y) :== Rsinf .

La frontiera di 9D5 € parametrizzata (in senso antioraio) dalle curve:

o:[—Rcos,Rcos | — R? a(t):(t,ug(t));

dove

y:[—Rcosf, Rcosf | — R? 7(t):<7t,02(7t));
p2 : [ — Rsinf, Rsinf] — R? uz(t):(Rcosﬂ,t>;
e [—Rsin@,RsinQ} —R?, 772(75)2(—]%0039,—75).
La frontiera di dD3 ¢ parametrizzata (in senso antioraio) dalle curve:
B:[—Rsin6, Rsind] — R?, Bt) = (v;;(—t),t);
p3: [— Rsing, Rsinf] — R? pg(t):<Rcosﬁ,—t).
La frontiera di dD; & parametrizzata (in senso antioraio) dalle curve:
m:[—Rsinf,Rsinf| - R?,  n(t) = (Rcosﬁ,t);
0 [—Rsin@,Rsin@] —R?, o(t) = (ul(—t), —t).

Osservazione 1. Osserviamo che:

e le curve ny e n; sono opposte;
e le curve g e pg sono opposte.
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Lemma 2. Le seguenti coppie di curve sono equivalenti:

(a) Le curve

sono equivalenti.

(b) Le curve

sono equivalenti.
(c) Le curve

sono equivalenti.
(d) Le curve

sono equivalenti.

«: [—RCOSG,RCOSO] —R?

a:

B:[-

vi[-

5:[—

5

[—7m+6,-6], a(t) =
RsinG,RsinH} —R?
B: [7970] )

Rcosf, Rcosf] — R*
v [977'(79} ,

Rsin6, Rsinf] — R* |
2[7T*9,7T+9}, B(t):

a(t) = (t, ua(t))

(Rcost, Rsint)7

Bt = (VR =42, t)

Bt) = (Rcost, Rsint),

V() =

( —¢, v2(—t))

Blt) = (Rcost, Rsint),

5(t) =

<u1 (-t), —t) .

(Rcost, Rsint).

Dimostrazione. Dimostriamo (b). Infatti, se consideriamo la mappa

si ha che

g:[—0,60] —

Lemma 3. Per una qualsiasi forma differenziale

o = F(r,y)dr+ G(z,y) dy

Y Y
(0D1)+ (0D2) 4+ (0Ds)+ o

di classe C,

dove o ¢ la curva

abbiamo che:

o:[0,27] = R? |

Dimostrazione. Per definizione si ha che

Quindi, sommando si ottiene

[ o] eif -
(0D1) 4 (0D2) + (0D3) 4+

dove

‘/(3D1) B
/(3D2)+
/(3D3) B

©
+
S

@

[-Rsinf, Rsind] ,

per ogni

o(t) =

g(t) =

Rsint,

te[-0,0].

(Rcost, Rsint).

¥
<p+/ /s@
2

®-

@+/<P+/<P+/<P
B Rl g

80+/90+/<P+/~90
B ¥ g

G:[-m+6,7+6] - R



¢ il concatenamento delle curve a, E, 9, 5. Infine, basta osservare che
T+0
/ p= / (F(Rcost,Rsint) , G(Rcos t,Rsint)) - (—Rsint, Rcost) dt
o —m4-60
27

:/ (F(Rcost,l’:{sint)7 G(Rcost,Rsint)) - (—Rsint, Rcost) dt = / © .
0 o

TEOREMA DI GAUSS-GREEN SUL DISCO

Teorema 4. Sia Bg il disco di raggio R in R?. Sia Q un aperto che contiene By e siano
F: Q=R e G:Q—R,

due funzioni di classe C' su Q. Allora, valgono le formule di Gauss-Green

/ aﬁmwM@:/Gmw@7
Br

(o)

/ ayF(x,y)dxdy:—/F(m7y)dx,
Br

g

dove o ¢ la sequente curva semplice e chiusa che parametrizza il bordo OBg in senso antiorario:
o:[0,27] = R?, o(t) = (Rcost,Rsint).
Dimostrazione. Osserviamo che

/ &G(m,y)dmdy:/ GIG(x,y)da:dy—i—/ 0:G(z,y) dazdy—i—/ 0. G(x,y) dx dy.
BR Dl

D, Ds

Applicando le formule di Gauss-Green sui domini normali D7, Dy e D3, otteniamo

/ GIG(x,y)dxdy:/ 8IG(x,y)dxdy+/ 8xG(:c,y)dxdy+/ 0:G(z,y) dx dy
BR Dl

D2 DS

— [ Gewdyt [ Gt [ Gy,
(0D1)+ (0D2) 4+ (0Ds)+

Infine, usando Lemma 3, otteniamo

/ mmawmw=/ G@w@+/ Gmw@+/ G(z,y) dy
Br (0D1)+ (0D2) 4 (0D3)+

:LG@M@-

L’AREA DEL DISCO

Teorema 5. Sia Bg il disco di raggio R in R2. Allora, larea del disco é

|BRM:// ldrdy = TR
Br

Dimostrazione. Consideriamo la funzione

G(z,y) ==x.

// 1dxdy:/ 0:G(x,y) dx dy.
Br Br

Allora
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Per la formula di Gauss-Green su Bp, abbiamo che

/ 0,C(x, y) dx dy = / Gla,y) dy
Br (aBR)+

2m
z/ (O,G(Rcost,Rsint)) - (=Rsint, Rcost) dt
0

2m
= G(Rcost, Rsint) Rcostdt
0
2m
= R? cos® t dt
0
— R /27r L1t cosl2t) C;S<2t) dt = nR2.
0

AREA DI UN SETTORE DI DISCO

Teorema 6. Dati un raggio R > 0 e due angoli
0<a<p<2m

definiamo il settore
Sr(a, 8) = {(rcos@,rsin@) eR? : re(0,R], ¢ [a,ﬁ]}.
Allora, Uarea del settore Sg(a, 8) & data da

sn )= [ vdway-mEo0
Sr(a,B) 2

Dimostrazione. Per semplicita scriveremo
S := Sg(a, B).

Osserviamo che come Bpg, anche il settore S puo essere scritto come unione di domini normali. In particolare,
valgono le formule di Gauss-Green

// E%G(x,y)dxdy=/ G(z,y)dy,
S (05)+

[[aramizay=- [ Fayds,
s (85)+

dove il bordo 0S ¢ parametrizzato dalle curve

n:[0,R] — R*, n(t) = t(cos a, sin a);
oo, 8] = R? o(t) = (Rcost, Rsint);
pi[0,Rl = R*,  pu(t) = (R —t)(cos 3,sin ).

In particolare,

//S ( — 3, F(z,y) + amG(x,y)) dr dy = /(as)+ (F(x,y) dz + G(z,y) dy)
- / <F(x,y) dr + G(z,y) dy)
+/U (F(:c,y) dz + G(z,y) dy)

+ / (F(x,y) dz + G(z,vy) dy)

Scegliamo ora

(Fl,9),G@.p) = (~p2).



Allora,
// ( — 0y F(x,y) + 8$G(w,y)) dz dy = 2|5|.
s
D’altra parte,

/n (F(m,y) dz + G(z,y) dy) = / (F(x,y) dz + G(z,y) dy) =0,

B

/U(F(z,y)derG(x,y)dy) :/a

B
:/ (—Rsint,Rcost)~(—Rsint,Rcost)dt

(F(Rcos t, Rsint), G(Rcost, Rsint)) - (—Rsint, Rcost) dt

B
:/ R?*dt = (B — a)R?.

Quindi,
2|18 = //s ( — 0y F(z,y) + 5‘mG(1’,y)) dx dy = /(85) (F(:c,y) dz + G(z,y) dy) = (B — a)R%



