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Teoremi di approssimazione, estensione e compattezza

su insiemi regolari

PARTIZIONE DELL’UNITA

Teorema 1. Sia Q C RY un insieme aperto e limitato di classe C*. Allora, esistono funzioni ¢y,
k=1,...,N, tali che:

e perognik € {1,...,N}, ¢ € C(R?) e ¢y, > 0 in RY;

o perogni k € {1,...,N}, ¢ € C°(Q) oppure ¢y, € C°(Ck), dove a meno di rotazioni e traslazioni
Ci. ¢ dato da
Ck = By, X (—0k; 1) ,

ed ha la proporieta che esiste una funzione di classe C*
N - Bérk — R,

a valori in (—0y, 0r) e tale per cui

an (Bérk X (*251“251@)) = {(95',%1) € By, x (—205,20%) = n(z’) > 9Ed};

ox(x) =1 per ogni x € Q.
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TEOREMA DI APPROSSIMAZIONE IN W1P(Q)

Teorema 2. Sia Q C RY un insieme aperto e limitato di classe C1. Sia p € (1,+00). Allora, per ogni
u € WHP(Q) esiste una successione u, di funzioni C™, ciascuna definita in un intorno di Q, tali che
u, — u fortemente in WHP(Q).

Dimostrazione. Sia ¢, k = 1,..., N, la partizione dell’'unita associata a 2. Per ogni k, definiamo
uy, := ¢pu. Allora, u, € WHP(Q) e

N
k=1

Quindi, basta dimostrare che il teorema di approssimazione vale per le funzioni u. Fissato ¢ > 0
abbastanza piccolo, osserviamo che la funzione

u};(x) = uZ(x', rq) = ug (2, xg — t)
sia in W1P(Q) e che
= lim u}
u = lim uj

fortemente in W1P(Q2). Ora, siccome u}, ¢ una funzione in W1? di un aperto che contiene strettamente
), abbiamo che ufg & approssimabile in W1P(£2) con funzioni C*. Quindi, anche uy lo &. O



TEOREMA DI ESTENSIONE PER FUNZIONT IN W1P(Q)

Lemma 3. Sia D un aperto e limitato in R?. Sia Q C R? un aperto di classe C*. Siano ¢ : DNQ — R
e : D\ Q— R due funzioni di classe C*, limitate con gradienti limitati, tali che

p=v% su DNOSL.

Allora, per ogni p € [1,+00], la funzione

DNQ
u:D—R, u(a:):{(p@) e e ’

P(z) se xzeD\Q,

Vop(z) se xze DN,

Vule) = {Vw(x) se x €D\

Teorema 4. Sia Q C RY un insieme aperto e limitato di classe C'. Sia p € (1,+00). Allora, per ogni
u € WHP(Q) esiste una funzione uw € WP(R?) con le proprieta sequenti:

o u=u1in;

o [Vl pp(ray < C(HUHUD(BR) + HVuHLp(BR)), dove C' & una costante che dipende solo da d, p e €.

Dimostrazione. Osserviamo che per il teorema di approssimazione basta dimostrare il teorema per
funzioni u € WP(Q) N C1(Q). Consideriamo di nuovo la partizione dell'unita di  data delle funzioni
¢, k=1,...,N. Per ogni k, definiamo uy := ¢pu. Allora, ux, € WP(Q) e

N
T
k=1

Inoltre,
ke ) < Dkl oo may llull Lo () -

[Vug|l e ) < |9kl Lo ay IVullr) + [V @kl oo (ray 1l Lo (@) -
Quindi, basta dimostrare che per ogni k esiste @, € W1P(R?) tale che
(] ’ljk = Uk in Q;
o Vil oy < C(lunllzoimn + I Vurllnsg) ).
Infatti, basta prendere

~ / o Uk-(l‘/,.fd) s5€  Tq Z nk(x/)a
up(z', xq) =
up(2, 2me(2)) — 2q) se  xq < mp(a).

L’INCLUSIONE COMPATTA DI W'?(Q) IN LP(Q)

Teorema 5. Sia Q C R? un insieme aperto, limitato e di classe C' e sia p € (1,400).
Data una successione u, € WHP(Q), limitata in WP (Q), esistono una funzione u € WHP(Q) ed una
sottosuccessione un, tali che

Up, — u fortemente in LP(Q).



