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REGOLARITA HOLDER INTERNA VIA LA PROPRIETA DELLA MEDIA

Lemma 1. Siano Q un aperto in R, f € LP(Q) per un qualche p > /2 ed u € H'(Q) una soluzione debole di
—Au=f in Q.

Allora, la funzione u & definita puntualmente ovunque in £ come
r—0

1
u(zo) = lim —/ u(z) dx per ogni o € Q.
|BT| BT(QC())

Inoltre, esiste una costante dimensionale Cy tale che

u—u(0)] <
]ir(mo) 2p

p?ddHfHLv(Q)T

2—d/p
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per ogni xo € Q ed ogni v > 0 tale che B.(xq) C .

Lemma 2. Siano Q un aperto in R? ed u € H' () una funzione nonnegativa e limitata in
0<u<<M in Q,
ed una soluzione debole di
—Au=f in Q,
dove f € LP(Q2) per un qualche p > /2. Allora, per ogni 6 > 0 esiste una costante € > 0 tale che
|u(z) —u(y)| < Clz —y|® perogni z,y € Qs tali che |z —y|<e,

dove
Q5 = {x €Q : dist(z,00) > 5},

e la costante C' ¢ data da

B plIfllcr )
C=0Cq <|U||L°°(Q) + W )

dove Cy & una costante dimensionale.
Dimostrazione. Siano x,y € 5 due punti a distanza
|‘T - y‘ S &,

dove ¢ sara scelto in seguito. Usando il lemma precedente calcoliamo

1 pCalfllp 2-as
u(x) —u(y) < ut+ ———= T —u(y)
1B J B, (2) 2p—d
R 1 pCalfllp 2-as
< —=— U+ ————= T —u(y),
Td |BR‘ Br(y) 2p —d ( )

dove
R:=r+jz—y|<r+e,
e dove r ed e saranno scelti in modo tale che
r+e<d,
il che assicura che

By(z) C Br(y) C Q.
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Ora, riscriviamo la disuguaglianza di sopra come
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Scegliendo
ro=lz—yl’ con o€ (0,1),
otteniamo R=r+ |z —y| < 2re

|z -y

- 2pCdHf||p 2—d/ (2—d/p)
w(z) — u(y) < ——=d2d g ZEZE R 92— e g0 p
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Scegliamo ora ¢ in modo tale che
1-0=o(2- i),
ovvero
o= P
=3 d
Si ha quindi,
u(e) —u(y) < (az=tar 4 LMYy g2,
p —

Infine, osserviamo che possiamo scegliere € in modo tale da avere
§>27>e+e?>le—ylo+|lz—yl=r+]|z—y,
ovvero basta prendere

€= (5/2)%.

Come corollario immediato abbiamo la seguente proposizione.
Corollario 3. Siano Q un aperto in R? e sia u € H*(Q) N L>®(Q) una soluzione debole di
—Au=f in Q,
dove f € LP(Q) per un qualche p > d/2. Allora, esiste una costante dimensionale Cy tale che

2p —d 4

)

lu(z) — u(y)] < Cy (08cu +

3p—d
per ogni x,y € Qs tali che |z —y| < (5/2) 7, dove o := gz—:g.
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