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LA FORMULA DI WEISS

Per ogni u € H'(B,(x¢)) definiamo il funzionale

1 1
W (u,r,xo) = T—d/B - |Vu|? de — s /aB ( )u2 dHI L.
»(Zo r{(Zo

Data una funzione u € B,.(zg), possiamo definire

1
Up gy € Hl(Bl) , Upg(T) = ;u(mo +rx).

Quando xg = 0, scriveremo semplicemente

up(z) = upo(x) = %u(rm)

Osserviamo che si ha la relazione
(unzo) s = Usr,xq-
Osserviamo che vale I'identita
W(u,r,z0) = W(ty g, 1,0).
Scriveremo semplicemente
W(v) := W(v,1,0) per ogni funzione v € By.

Lemma 1 (Formula di Weiss). Siano Br(z¢) C R? e u € C*(Bg(x¢)). Allora

o d 1 ) i
W () = (W () = Wt ) + /a o Tt A

dove 2z, r : B1 — R € l’estensione 1-omogenea di us, , in By, ovvero
Zao,r () 1= 2| sy (/1) -

Proof. Supponiamo che zg = 0. Dato r € (0, R), useremo la notazione

up(z) = ;u(xr)

Osserviamo che la funzione r / |Vu|? dz & differenziabile e che si ha

o / |Vu|2dx—/ |Vau|? dHT.

0 (1 2 d 2 1/ 2 39sd—1
dr ) = — d d
o (rd /BT|Vu| x) o /BT|Vu| x—i—rd BBT|Vu| H
d 1
1 [ 2 - 12 gHe-1
(1) T /BT|Vu| dx+r/aBl|Vu,| dH

Per quanto riguarda il termine di bordo, prima calcoliamo

_ / u(ry)y - Vu(ry) dH (y)
0B,

Di conseguenza

= 2r/ uy (2 - Vu,) dH (x)

e quindi abbiamo

0 1 2 2
2 [ — 2141} = _ / d=1 / uy (- Vau, -1
(2) o (rd“ /GBTUJ dH ) e [, u? dH - (- Vu,)dH

Consideriamo ora l’estensione omogenea




2

della funzione
Uy ° 831 — R.
Possiamo scrivere z, on coordinate polari come p € (0,1], § € S~1 come

zr(p,0) = p2r(1,0).
Abbiamo quinfdi

W(zr):/ V2, |? dx—/ 22 dH?
Bl 8Bl

1
:/ rd_ldr/ (:2(1,0) + [Voz |?) d9—/ 22(1,6) do
0 Sd—l Sd—l

1 -1
- d /Sd—l |V92,«|2 d9 = dT gd—1 23(170) d0
1 2 2 a1 d—1 2 97d—1
(3) == (IVur* = (& - Vu,)?) dH*H - —— ur dH .
d 831 d 831
Mettendo insieme (), () e (), otteniamo
0 _d 1 9 wrdel
EW(UT) = (W(zr) = W(u,)) + - /815)1 |z - Vu, —u, | dH

Teorema 2 (Formula di Weiss). Siano Br(xo) C R? e u € H(Bg(zo)). Allora, la funzione
= Wty z,)

¢ assolutamente continua su ogni intervallo [s,S] C (0, R) e si ha

S
d 1 _
Wlttn.8) = Wltzos) = [ (S0V(oaar) = Wlaea) 7 [ o Vit = g i)
s r r OBy
dove zg, » 1 B = R é l'estensione 1-omogenea di uy, , in By, ovvero
2z, (T) 1= || Ugg,r (T/la]) -
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