10.

PARTE A

. Sia data la funzione f(z,y) = \/1+ /a2 + y? allora il gradiente di f in (0,0) vale

A: (0,0) B:N.A. C:(1,1) D:(0,1) E:N.E.

/ / zydxdy
Q

dove Q = {(z, y)| max{|z|, |y|} < 1,22 + 4> > 1,z -y > 0} vale:
A:f B:Z C:¥ D:NA E::

L’integrale

Sia data la funzione f : R? — R definita come scgue, f(z,y) = elsinn+z)l  Allora il
punto (0,0) e’ di:
A:sclla  B: max relativo  C: min relativo ma non assoluto D: N.A. E: min assoluto

Il seguente limite lim, 4)—(0,0) l'(‘fbl—+t;;”r) vale

A:0 B:—-oo C:N.A. D:+cc E:NE.
Il seguente limite lim, ) (0,0) ﬁlﬁ%ﬁ vale
A:1 B:-1 C:N.A. D:0 E:NE.

sin(z®+y?))
342y

A: % B:1 C:NA. D:0 E:NE.

11 seguente limite lim; ,)— (0,0 vale

Sia ¢ R? il solido ottenuto ruotando intorno all’ asse z I’ insieme A definito come segue
A= {(y, 2)| maxc{lyl, |2} < 1,52 +22 > 1,y > 0}

Allora vol(£2) vale

A: %71' B: %71' C:N.A. D: %'n E: %7r

sin®(|y|+|z]) —y?
x24y?

A:1 B:0 C:NA. D: % E: N.E.

11 seguente limite lim (. ) (0,0) vale:

Sia data la funzione f : R? — R definita come segue, f(x,y) = ¢™=¥D_ Allora il punto
(0,0) ¢ di:

A: min assoluto B: sella  C: max relativo D: N.A. E: min relativo ma non min
assoluto

22 4y2
11 seguente limite lim, ) (0,0) ny__l vale
A:NA. B:0 C:1 D:i E:NE.
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Esercizio 1
Provare I’ esistenza di ming f e maxy f dove

f(z,y,3) = 2® + ¢y + 2

K={(zy,2)lt+y+2=1,2>0,y >0,z >0}

Calcolare esplicitamente ming f e maxy f

Esercizio 2

Calcolare tutti i punti critici della funzione f : R? — R definita come segue
f(z,y) = z* + y* — zy e studiarne la natura ( dire se si tratta di max locale,
min locale, sella, max assoluto, min assoluto).

Esercizio 3
Calcolare il seguente integrale di superficie

/ zdS
3

%= {(z,y,2)|z* +y* = 2%, 2 € (0,1)}

dove



Soluzioni
Esercizio 1
L’ insieme K e’ un triangolo in R? di vertici (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) quindi
e’ un compatto. Inoltre la funzione f e’ continua quindi possiamo applicare
Weiestrass. Per il calcolo esplicito di max e min usiamo la parametrizzaione.
Quindi parametrizziamo K come segue:

TB(CE,y)—)(CE,y,l—CE—y)EK

dove T ¢’ il trianglo in R? di vertici (0, 0), (0, 1), (1,0). Quindi si tratta di trovare
max e min di g(z,y) = 22+ 2+ (1 —z—y)? =22° + 2y° + 1 — 2z — 2y + 2zy
su T'. Per cercare i candidati punti di max e min interni imponiamo Vg =0 e
troviamo (z,y) = (3, 3). Quindi dobbiam registrare il valore g(3,3) = 3. Per
quanto riguarda il bordo del triangolo usiamo la paremerrizzazione dei tre lati
del triangolo e siamo ridotti a studiare

1
max 262 +1—2t =1, min 2t>+ 1 — 2t = =.
t€[0,1] t€[0,1) 2

Quindi maxg f = 1 e ming f = %

Esercizio 2
I punti critici sono dati dalla soluzione del sistema

423 —y =0
43 —z=0

che implica con semplici considerazione y = 0, %, —%. Quindi i punti corrispondenti
11

sono (0, 0), (%, %), (—3,—35)- Calcolando 1" hessiano in tali putni si vede che

Hf(0,0) = (_01 _01)
Hf(%’%): <—31 —31>

a5 = (5 )

Quindi (0,0) e’ di sella mentre gli altri due punti sono di minimo locale.



Inoltre siccome limy(; )00 2* + y* — 2y = 0o abbiamo che il minimo assoluto
esiste e quindi va ricercato tra i punti critici. Ne deduciamo che i punti di minimo

assoluto sono (3,3), (—3, —3)-

Esercizio 3
Usiamo la parametrizzazione

®:[0,1] x [0,27] > (t,0) — (tcosf,tsinb,t)

e quindi

10, % 9y®| = /2t

da cui I’ integrale si riduce a

1 271' 1 2
/ / tdtdh = o / Voridt = i
0 0 0 3



10.

. Slano V = {o € Rz =

PARTE A

Sia V = {p € Rer[a]lp(z + 1) = p(x — 1) Vx € R} allora dimV vale
A:3 B:4 C:NA D:6 E:1

. Siano

V={AecMat(2x2)|A=[§%],a e R}

W ={Be Mat(2x2)|B=[52],beR}
allora dim(V + W) vale
A:3 B:1 C:4 D:NA E:2

1

. Sia V = {p € Reylz]|p(z) + p'(z) + p"(x) +p"” +p =0, Vz R} allora dimV vale

A:3 B:4 C:1 D:NA. E:0

a 0

ﬂ ab e RbeW = {y € Ry = [g} ,¢e,d € R} allora
b ¢

dim(V N W) vale

A:3 B:2 C:4 D:NA. E:1

Sia L : R™ — R™ I’ applicazionc lincare definita come segue sulla base canonica €ly.--yCn
L(e;) =ej—1peri=2,...,ned L(ey) = e,. Allora il determinante di L vale:

A: (-1 B: (-1)>+*1 C:N.A. D:1 E:(-1)"

. Sia L : Resla] — R<3[z] I” applicazione lineare tale che L(p(z)) = p(z+1) —p(z—1). Allora

gli autovalori di L sono
A:(0,1,1,1) B:(0,0,1,1) C:N.A. D:(0,0,0,1) E:(0,0,0,0)

. Sia L : mat(2 x 2) — mat(2 x 2) I’ applicazione lineare tale che L(A) = A — A* dove At

indica la trasposta di A. Allora gli autovalori di L sono

A: (0,2,2,2) B:(0,0,2,2) C:N.A. D:(22272 E:(0,0,0,2)

La matrice A = [Z] =1 ] gode della seguente propricta’

A:N.A. DB: definita pos. C: definita neg. D: detA =0 E: indefinita

Lo spazio vettoriale
V ={Ae€ Mat(3 x 3)]2A + A" = 0}

dove A! indica la matrice trasposta, ha dimensione
A:NA. B:2 C:3 D:1 E:0

Sia
W = {A € Mat(3 x 3)|A = [§ § bic] ,a,b,c € R}.
a

Allora lo spazio vettoriale
V ={B e Mat(3 x 3)|B - [é ! §] e W)}

ha dimensione
A:NA B:6 C:5 D:4 E:3
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Matricola:

Esercizio 1
Calcolare la dimensione dei seguenti spazi vettoriali

V = {p(z) € Res[z]|p(z) = p(—z),Vz € R}
W = {p(z) € Resla]lp(z) = —p(2), ¥z € R}
Esercizio 2

Dire per quali valori di a € R risulta diagonalizzabile la matrice

Ay =

O O =
O N =
— 8 w

Esercizio 3
Sia data ’applicazione lineare

1 2 1 2
L.mat(2><2)9A—>A-<3 4>—<3 4)-A6mat(2><2)

Calcolare dim(kerL) e dim(ImL).



Sol. Esercizio 1

Consideriamo le applicazioni lineari
Ll, Lg ; RS5[$] —% Rg;[.’])]

dove Ly(p(z)) = p(x) — p(—z) e La(p(z)) = p(z) + p(—2).

Le dimensioni degli spazi V e W corrispondono alla. dimensione del nucleo di
Ly ed Ly. Tali dimensioni sono date (per il teorema della dimensione) dalla
dimensione di R<s[z] meno la dimensione dell’ immagine (ossia il rango delle
matrici associate rispetto ad una qualsiasi base). Scrivendo la matrice associata
ad Ly ed Lo rispetto alla base canonica si vede che il rango vale 3, e quindi
dimV = dimW = 3.

Sol. Esercizio 2

Gli autovalori della matrice sono (1,1,2). Quindi si tratta di capire per quali
valori di a si ha che la dimensione del nucleo della matrice A, — Id vale 2.
Scrivendo explicitamente si vede che tale matrice ha rango 1 se e solo se a = 3.
Quindi la matrice e’ diagonalizzabile solo per per a = 3.

Sol. Esercizio 3

a b\ . 3b—2c 2a + 3b — 2d ,
Detta A = <c d) si hache L(A) = <—30+ 8d— 39— 3b ).Calcohamo

il nucleo, la dimensione dell’ immagine si trova usando il teorema della dimensione.
Si tratta di calcolare la dimensione delle matrici A tali che

3b—2  2a+3b—2d\ (0 0
—3¢+3d—3a 2-3 ) \00)’

2c—3b=0
20+3b—-2d=0
—3c+3d—3a=0

Risolvendo il sistema si vede che le soluzioni formano uno spazio vettoriale di
dimensione 2. Quindi il nucleo e I’ immagine di L hanno dimensione 2.

0ssla



