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Esercizio 1 Per ogni n € N indicheremo con 0 € R™ il vettore nullo e con By
la palla di R" centrata nell’origine di raggio R. Provare il seguente fatto:

Vo € C°(0Bg,R) 3'M € R tale che il seguente problema ammette soluzione

(Au=0, Vze Bg\{0}
u e C?(Bg \ {0}) N C°(Bg)
u(x) = p(x), Vo€ IBg,

o

Esercizio 2 Ricordiamo che L'* indica lo spazio delle funzioni L!-deboli
definite su R". Provare che vale la seguente disuguaglianza:

e per ogni fi,..., fy € LV si ha

N
[fid o+ vl SN DY | filons
1=1

dove |g|pre = supy-g AL{|g(x)| > A} avendo indicato con £ la misura di
Lebesgue;

e provare che esiste C' > 0 (indipendente da V) tale che

N
it o+ fvlpe S CIn@2+ N | filpe

1=1



Soluzioni
Sol. Esercizio 1

Per l'esistenza di M basta considerare M = wu,(0) dove u, e’ l'estensione
armonica di ¢ su Bpr. Per l'unicita’ basta osservare che se wuy;, fosse un’altra
soluzione (con wuy;,(0) = M), allora uy, — u, sarebbe limitata su B ed

armonica su Bg \ {0}. Quindi per un teorema visto a lezione si potrebbe
estendere ad una funzione armonica su Br. Essendo wup;, — u, nulla al bordo,
allora necessarimanete uy;, = u, su Br e quindi M; = up, (0) = uy,(0) = M.

Sol. Esercizio 2

Per il primo punto basta osservare che

A
{[fi+ ..+ Iyl > A} C Ui {1 fi] > N}
e quindi
N~
{(fi+ .+ fyl> A} < TZ | £l e
i=1

Per il secondo punto introduciamo per ¢ = 1,..N e per ogni A > 0 fissato:

hi = fi X X(1115410 9 = Fi X Xy <ipi<ap b= Ji X Xgpi<y-

Allora
{lfi+ ..+ fn|>A} C

A A A
{lhi + ... + hy| > 5} +{lg1 + ... + gn| > §} +{|li + ... +ln| > 3

Il terzo insieme e’ vuoto. Per il primo insieme abbiamo

A A A
h h — U= h@ — 5 = Uj=1 .. ) o
{1+ ..+ vl > 2 € U llil > b = Uil > 5

g N
= > filoe
i=1

Per stimare il secondo insieme osserviamo che
(0.8}
gill 1 :/ L{|gi| > p}du
0

2



= [ ellad > mdu+ [ llad > ndnt [ £llal > nbdn

Guardando alla definizione di g; e’ facile dedurre che il terzo integrale e’ nullo,
il primo ¢’ uguale a

A
v \
: — < |fil71.00

0

ed infine il secondo integrale si stima come segue

w|>

[ llal > wdu< [ £081> ndn < Al |,

3N

1
[

Pertanto abbiamo per Minkowski che

N
lgr + -+ gnll SCIN D [ fil e

i=1
e quindi per Chebichev

A, 3lgi+ - +onlln _ JInN
1< < O— A
L{|gr+ -+ gn] > 5} < Y <0 ;m

Si puo’ ora dedurre la stima desiderata.



