
Marco Abate

Dipartimento di Matematica

Università di Pisa

Largo Pontecorvo 5

56127 Pisa

Italia

Telefono: +39/050/2213.230

Fax: +39/050/2213.224

E-mail: abate@dm.unipi.it
Testo della conferenza tenuta nel convegno

“Matematica e Cultura 2010”

il 26 marzo 2010
Il Sistema Solare ha affascinato l’umanità fin dai tempi più remoti. Già i primi documenti storici narrano di antichi astronomi (babilonesi, egiziani, indiani, cinesi…) che passavano le notti stesi sui tetti a osservare il cielo stellato (niente inquinamento atmosferico, niente inquinamento luminoso, dovevano avere una vista magnifica), seguendo in particolare quelle poche stelle che, invece di starsene ferme al loro posto come le altre, si muovevano nel firmamento, seguendo traiettorie quasi del tutto regolari e sostanzialmente prevedibili (anche se, come vedremo, quel “quasi” e quel “sostanzialmente” saranno cruciali). E una domanda nasceva naturale, agli antichi astronomi (ma anche a quelli moderni): sarà sempre così? Il Sistema Solare come lo conosciamo noi durerà in eterno oppure è destinato a cambiare radicalmente fra cento, mille, milioni di anni? Parafrasando le immortali parole di Abraracourcix, dobbiamo aver paura che il cielo ci cada sulla testa?

Scopo di questo intervento è descrivere brevemente le risposte date a questa domanda nel corso dei secoli da matematici, fisici e astronomi; come vedremo, i punti di vista sono cambiati nel tempo, e, in particolare, risultati degli ultimi anni hanno gettato una nuova luce sull’intera questione. Ma prima di tutto dobbiamo specificare lievemente meglio a quale domanda vogliamo rispondere. Infatti, uno dei capisaldi della fisica e dell’astronomia contemporanea è che l’universo come lo conosciamo noi non è sempre esistito ma si è evoluto nel tempo, dal big bang ai giorni nostri. Inoltre, le stelle nascono e muoiono; in particolare il nostro Sole ha un’aspettativa di vita limitata, attualmente stimata in 5 miliardi di anni circa. È chiaro che non possiamo aspettarci che il Sistema Solare sopravviva intatto alla morte del Sole come lo conosciamo noi; quindi la domanda ha senso soltanto all’interno del periodo previsto di vita del Sole.

La seconda cosa che dobbiamo specificare è cosa intendiamo con Sistema Solare. I corpi celesti in qualche modo associati al Sistema Solare sono migliaia, includendo asteroidi, pianeti nani (Plutone, Ceres, Haumea, Makemake, Eris), e numerosi corpi celesti in orbita trans-nettuniana. La maggior parte di questi hanno masse molto minori dei pianeti classici e orbite estremamente irregolari e facilmente influenzabili da corpi più massicci; tenerli presenti complicherebbe inutilmente il problema
: anche se uno di essi improvvisamente lasciasse la sua orbita e fuggisse per sempre nello spazio infinito, il resto del Sistema Solare ne sarebbe influenzato in maniera impercettibile. Per questo motivo, in questo intervento ci limiteremo a considerare il Sistema Solare come formato dai pianeti maggiori (Mercurio, Venere, Terra, Marte, Giove, Saturno, Urano, Nettuno) e dalle loro lune.

La terza cosa che dobbiamo tenere presente è che il moto dei pianeti non è esattamente periodico, ma è continuamente soggetto a piccole perturbazioni e variazioni dovute principalmente alle influenze gravitazionali reciproche. Finché queste perturbazioni sono piccole, il Sistema Solare rimane qualitativamente lo stesso, e non dobbiamo preoccuparci; la domanda quindi è se davvero queste variazioni rimarranno piccole, oppure se dobbiamo aspettarci catastrofi quali la fuga di un pianeta dall’orbita solare, o la collisione fra due pianeti. Riassumendo, quello che ci vogliamo chiedere è il comportamento del Sistema Solare rimarrà qualitativamente lo stesso per tutta la durata della vita del Sole, oppure sono possibili variazioni rilevanti e catastrofiche della sua struttura? 

Che non si tratti di una domanda puramente accademica è stato confermato da una scoperta astronomica recente [1]. Il sistema solare BD +20 307 è composto da due stelle, entrambe molto simili in massa, temperatura e dimensione al nostro Sole, e orbitanti attorno al loro centro di massa ogni 3.42 giorni. Questo sistema binario ha un’età di diversi miliardi di anni, comparabile a quella del nostro Sistema Solare, e possiede un certo numero di pianeti. Ebbene: in BD +20 307 ci sono tracce evidenti di una collisione planetaria recente, che ha lasciato una straordinaria quantità di detriti in orbita attorno al sistema binario a una distanza paragonabile a quella della Terra dal Sole. 

Dunque qualche motivo di preoccupazione potremmo averlo… o no? Vediamo cosa ci hanno detto al riguardo matematici, fisici e astronomi, partendo da Tolomeo e arrivando a Jacques Laskar.
1.   Tolomeo 

La rappresentazione del Sistema Solare più diffusa nell’antichità è quella formalizzata da Tolomeo (c.90-168), matematico e astronomo vissuto ad Alessandria d’Egitto. Com’è noto, il sistema tolemaico prevede la Terra al centro, immobile, attorno a cui ruotano, nell’ordine, la Luna, Mercurio, Venere, il Sole, Marte, Giove e Saturno
, con le stelle fisse sullo sfondo. Nei modelli più antichi, le orbite dei pianeti erano perfettamente circolari; la circonferenza, figura perfetta, ben si adattava alla sfera celeste, dominio degli dei. In questo contesto, il problema della stabilità non si poneva neppure o, meglio, aveva una risposta evidente. La sfera celeste, e di conseguenza il Sistema Solare, sono parte delle divinità e in quanto tali puri e immutabili, contrapposti alla sfera terrestre dell’uomo, impura e caduca. Gli dei sono sempre esistiti, e sempre esisteranno; di conseguenza, il Sistema Solare sarà sempre uguale a se stesso. Mutamento e decadenza sono caratteri dell’imperfetta sfera terrestre, e noi limitati mortali possiamo percepire solo una rappresentazione approssimativa del moto delle sfere celestiali. 

Già prima di Tolomeo, però, si capì che le osservazioni astronomiche dei moti dei pianeti non erano compatibili, neppure approssimativamente, con l’ipotesi di orbite circolari. Per adattare il modello ai dati sperimentali, gli astronomi dell’antichità (in particolare Ipparco, vissuto fra il 190 e il 120 a.C.) iniziarono ad aggiungere al modello circonferenze ausiliarie (epicicli): un pianeta seguiva un moto circolare attorno a un punto che a sua volta ruotava lungo un’altra circonferenza, ed era quest’ultima ad avere come centro la Terra. L’affinarsi progressivo delle osservazioni astronomiche richiese l’uso di un numero sempre crescente di circonferenze ausiliarie, trasformando un modello elegante degno degli dei in un meccanismo talmente intricato da non essere più credibile. Un cambiamento di punto di vista divenne inevitabile; ma, come vedremo, l’idea di descrivere i moti dei pianeti usando moti circolari sovrapposti riapparirà in seguito. 
2. Kepler

L’uomo che più contribuì a cambiare il punto di vista fu Friedrich Johannes Kepler (1571-1630). Partendo dal modello eliocentrico di Nicolaus Copernicus
 (1473-1543), e, soprattutto, dall’incredibile mole di dati raccolti da Tycho Brahe (1546-1601), di cui fu assistente, Kepler riuscì a identificare tre leggi a partire dalle quali era possibile descrivere con notevole precisione, e in accordo con i dati sperimentali dell’epoca, il moto dei pianeti,
Le tre leggi di Kepler sono:

1) l’orbita di un pianeta è un ellisse in cui il Sole occupa uno dei fuochi;

2) il vettore Sole-pianeta descrive aree uguali in tempi uguali;

3) il rapporto fra il quadrato del periodo di rivoluzione e il cubo del semiasse maggiore dell’orbita è costante, uguale per tutti i pianeti.

La prima legge descrive la forma geometrica delle orbite. Kepler rinuncia a usare circonferenze e le sostituisce con ellissi, curve che, pur non essendo eleganti come le circonferenze, sono comunque ben note e studiate fin dall’antichità. In questo modo ottiene l’innegabile vantaggio di usare un’unica curva per descrivere l’orbita, senza dover ricorrere a complicate sovrapposizioni di circonferenze. Inoltre, la Terra diventa un pianeta come altri (primo germe del cambiamento paradigmatico che sarà introdotto da Newton qualche anno dopo), mentre la Luna è declassata da pianeta a satellite, l’unica che continua a ruotare (in orbita sostanzialmente circolare) intorno alla Terra. 

La seconda legge permette di descrivere il moto del pianeta lungo l’orbita. Quando un pianeta è lontano dal Sole
 e percorre un dato tratto di orbita, il vettore che lo collega al Sole descrive un’area maggiore di quella che descrive quando lo stesso pianeta percorre un tratto di orbita di uguale lunghezza ma più vicino al Sole. Ma, per la seconda legge, l’area descritta in tempi uguali dev’essere la stessa; quindi il pianeta deve necessariamente muoversi tanto più velocemente quanto più è vicino al Sole. 

La terza legge, infine, collega il moto dei pianeti (tramite il periodo di rivoluzione) con la forma geometrica delle orbite (tramite il semiasse maggiore). Inoltre, il fatto che il rapporto fra quadrato del periodo di rivoluzione e cubo del semiasse maggiore sia lo stesso per tutti i pianeti, Terra compresa, evidenzia come il Sistema Solare non sia un’accozzaglia di pianeti mescolatisi per caso, ma un tutto unitario, una parte coerente di un unico disegno divino.

 Trattandosi di disegno divino, anche Kepler non si pose alcun problema di stabilità. Le sfere celesti sono ancora il regno della divinità, e come tali eterne e immutabili nel tempo. Inoltre, bisogna sottolineare che, con tutta la sua accuratezza, il modello di Kepler, come quello di Tolomeo, è un modello puramente fenomenologico: si limita a riprodurre fedelmente le osservazioni sperimentali, senza tentare di spiegare perché i pianeti si muovono lungo ellissi e non, per esempio, lungo cicloidi.  La risposta era nella mente divina; toccò a Newton farla scendere sulla Terra.
3. Newton

Isaac Newton (1643-1727) introduce nel 1687 la legge della gravitazione universale, e l’universo cambia drasticamente aspetto. Due corpi si attraggono reciprocamente con una forza proporzionale al prodotto delle loro masse e inversamente proporzionale al quadrato della loro distanza. Due corpi qualsiasi, siano essi sulla Terra oppure nei cieli; la stessa legge si applica all’impura sfera terrestre e alla perfetta sfera celeste, spiegando in un colpo solo la caduta dei gravi e il moto dei pianeti. Newton è in grado di dedurre, partendo dalla legge della gravitazione universale, sia il moto di un proiettile che tutte e tre le leggi di Kepler, supponendo semplicemente che le masse dei pianeti siano molto inferiori (come sono) della massa del Sole, e trascurando (ma vedi oltre) le influenze gravitazionali dei pianeti fra di loro. In altre parole, Newton dimostra che in un sistema composto da due corpi soggetti ad attrazione gravitazionale, con la massa di uno dei due trascurabile rispetto alla massa dell’altro, il corpo più leggero si muove necessariamente attorno al corpo più pesante seguendo esattamente le tre leggi di Kepler
.

Quindi la legge di gravitazione universale spiega le tre leggi di Kepler: i pianeti soggetti alla gravità non possono fare altrimenti
 che seguirle. Ma forse la più grande rivoluzione epistemologica causata dalle idee di Newton consiste nell’applicare la stessa legge sulla Terra e in cielo, eliminando con un solo colpo di penna la differenza fra sfera terrestre e sfera celeste: esiste un unico universo, guidato ovunque dalle stesse leggi. La divinità, se esiste (e Newton era un credente convinto), dimora altrove.

Questo mette per la prima volta in evidenza il problema della stabilità: il Sistema Solare, non essendo più parte della divinità, potrebbe mutare e decadere come ogni cosa terrestre. Newton stesso pone esplicitamente la questione; in particolare, si chiede se l’accumularsi nel tempo delle influenze gravitazionali reciproche dei pianeti, trascurate dalle leggi di Kepler, non possa degradare le orbite fino a compromettere la stabilità del Sistema Solare. La matematica (e in particolare il calcolo infinitesimale) sviluppata fino a quel momento non era sufficiente a rispondere a questa domanda, per cui Newton dovette limitarsi a una congettura. La sua congettura è che il Sistema Solare è instabile: lasciato a se stesso, sarebbe inevitabilmente destinato al collasso. Solo un intervento divino può garantirne la stabilità; secondo Newton, Dio, anche se non più dimorante nel Sistema Solare, lo osserva amorevolmente e ne assicura l’imperitura esistenza agendo quando necessario. 
4. Laplace

Il problema di stabilire se l’intervento divino è effettivamente necessario per garantire la stabilità del Sistema Solare oppure se la legge di gravitazione universale è sufficiente a mantenerlo per tutti i tempi è una delle questioni che più hanno guidato lo sviluppo della matematica e della fisica nel Settecento. Per descrivere una delle risposte più raffinate, ottenuta da Pierre Laplace (1749-1827), dobbiamo introdurre la terminologia usata per descrivere la geometria delle orbite.

La forma di un’ellisse è determinata da due parametri: il semiasse maggiore, cioè la distanza fra il centro dell’ellisse e il punto più lontano dell’orbita, e l’eccentricità,  un numero compreso fra 0 e 1 che misura l’asimmetria dell’ellisse (una circonferenza ha eccentricità 0, una parabola — interpretabile come una ellisse di semiasse maggiore infinito — ha eccentricità 1). 

Per descrivere la posizione dell’orbita nello spazio si usano invece tre parametri angolari. Il primo è l’inclinazione, cioè l’angolo fra il piano dell’orbita e un piano di riferimento, chiamato piano dell’eclittica
. Il piano dell’orbita e il piano dell’eclittica si intersecano in una retta passante per il Sole, la linea dei nodi, che a sua volta interseca l’orbita in due punti, i nodi; in particolare, il nodo ascendente è il punto in cui l’orbita attraversa il piano dell’ellittica passando dall’emisfero meridionale a quello settentrionale
. Il secondo parametro allora è la longitudine del nodo ascendente, cioè l’angolo fra la semiretta della linea dei nodi contenente il nodo ascendente e una semiretta di riferimento posta sul piano dell’eclittica
. 

L’inclinazione e la longitudine del nodo ascendente determinano completamente la posizione del piano dell’orbita (che deve contenere il Sole) nello spazio; per determinare infine la posizione dell’orbita nel suo piano si usa l’argomento del perielio, cioè l’angolo (nel piano dell’orbita) fra la semiretta dei nodi contenente il nodo ascendente e il semiasse maggiore contenente il Sole. 

Torniamo ora a Laplace. In [2], descrive molto chiaramente il problema della stabilità del Sistema Solare, con le seguenti parole: “Les planètes sont assujetties, en vertu de leur action mutuelle, à des inégalités qui […] altèrent les éléments des orbites par des nuances presques insensibles à chaque révolution des planètes, mais ces altérations, en s’accumulant sans cesse, finissent par changer entièrement la nature des positions des orbites; comme la suite des siècles les rend très remarquables, on les a nommées inégalités séculaires.”
 In questi termini, quindi, il problema della stabilità del Sistema Solare si traduce nel determinare l’eventuale presenza e rilevanza dei termini secolari.

I cento anni che separano Laplace da Newton non sono passati invano; le tecniche del calcolo infinitesimale sono state sviluppate abbastanza da permettere a Laplace di studiare approfonditamente i termini secolari. Newton aveva ottenuto le leggi di Kepler trascurando le masse dei pianeti; Laplace invece non le trascura, ma conserva invece nelle equazioni di Newton i termini di primo grado nelle masse dei pianeti (o, più precisamente, nel rapporto fra le masse dei pianeti e la massa del Sole). In questo modo, Laplace riesce a dedurre dalla legge di gravitazione universale i seguenti fatti, tutti in perfetto accordo con le osservazioni sperimentali:


· i semiassi maggiori (e quindi, per la terza legge di Kepler, i periodi di rivoluzione) sono costanti a meno di variazioni periodiche di lieve entità e breve periodo;

· eccentricità e inclinazione sono soggetti solo a piccole variazioni quasi periodiche centrate sul valore medio (ed esprimibili come sovrapposizione di moti circolari periodici di frequenze diverse);

· l’orbita ruota lentamente nel suo piano (precessione del perielio) mentre il piano dell’orbita ruota lentamente intorno al momento del Sistema Solare (precessione dei nodi).

In particolare, la legge della gravitazione universale è sufficiente a spiegare completamente il moto dei pianeti in totale accordo con le osservazioni astronomiche disponibili fino a quel momento; e inoltre la sostanziale immutabilità (a meno di variazioni periodiche di lieve entità) di semiassi maggiori, eccentricità e inclinazioni evita che i pianeti possano avvicinarsi troppo fra loro, e quindi assicura, secondo Laplace, la stabilità del Sistema Solare, senza bisogno di presupporre interventi esterni
. 

5. Le Verrier

Anche Laplace, nei suoi conti, aveva introdotto delle approssimazioni (aveva trascurato termini dipendenti dal quadrato delle masse dei pianeti), soprattutto nello studio di eccentricità e inclinazioni, ma era convinto che anche in assenza di approssimazioni il risultato sarebbe stato analogo. Questa certezza fu messa in dubbio cinquant’anni dopo da Urban-Jean-Joseph Le Verrier (1811-1877), astronomo noto per aver scoperto Nettuno
 nel 1846. Usando le tecniche di Laplace, Le Verrier aveva calcolato l’orbita di Urano e osservato lievi differenze fra le osservazioni astronomiche e le sue previsioni. Queste differenze potevano essere spiegate assumendo l’esistenza di un nuovo pianeta, di massa e posizione ben determinate; e una volta capito dove puntare i telescopi, identificare Nettuno fu immediato. 

Forte di questo successo, Le Verrier decise di rifare i calcoli di Laplace ma con maggiore precisione, considerando anche termini dipendenti dal quadrato, cubo e potenza quarta delle masse dei pianeti.  Un lavoro immane, con risultati inaspettati. Le Verrier infatti identificò una situazione in cui i termini trascurati da Laplace avrebbero potuto causare instabilità nelle orbite, anche se non fu in grado di dimostrare l’effettiva esistenza di tale instabilità.

Il problema è il seguente. Come accennato prima, eccentricità e inclinazione non sono costanti, ma variano seguendo un moto quasi periodico ottenuto sovrapponendo tanti moti circolari uniformi di frequenze diverse. Se una di queste frequenze è ottenibile come somma di multipli interi delle altre (risonanza), o almeno è approssimativamente uguale a una somma di multipli interi delle altre (piccolo divisore
), allora non è più detto che i termini secolari di Laplace siano trascurabili: le interazioni reciproche dei pianeti potrebbero sommarsi fino a distruggere la stabilità delle orbite, in particolare per i pianeti interni, più piccoli (e quindi più facilmente influenzabili).   

In questo discorso, la parola chiave è “potrebbero”; i calcoli di Le Verrier non bastano a stabilire cosa accadrà davvero. Sono però sufficienti per segnalare che calcoli approssimati come quelli fatti fino ad allora non sarebbero stati in grado di dare una risposta al problema della stabilità del Sistema Solare; per esempio, Le Verrier stimò che un’incertezza di soli 3 decimi di secondo di grado nell’inclinazione limitava la validità delle sue soluzioni approssimate (pur molto più precise di quelle di Laplace) a circa 3 milioni di anni, contro i 5 miliardi di anni di vita previsti per il Sistema Solare. Il suo lavoro si concluse quindi con un appello a matematici e fisici
 dell’epoca, invitandoli a trovare un diverso approccio al problema.  

6. Poincaré

L’invito di Le Verrier fu raccolto da Henri Poincaré (1854-1912), uno dei più grandi matematici della fine del diciannovesimo secolo, che propose un nuovo cambiamento paradigmatico nell’affrontare il problema. Fino a quel momento, l’obiettivo ideale degli studiosi del Sistema Solare era stato trovare delle formule (per esempio in termini di somme infinite) che rappresentassero esattamente il moto dei pianeti. Poincaré osservò invece che per risolvere problemi come quello della stabilità non era necessario avere formule esplicite; bastava essere in grado di descrivere il comportamento qualitativo e asintotico (cioè per tempi molto grandi) delle orbite. E per far ciò era importante semplificare il più possibile le equazioni da risolvere effettuando dei cambiamenti di variabile esatti, non approssimati.

Poincaré propugnò quindi [4] un uso sistematico del cosiddetto formalismo Hamiltoniano per lo studio del Sistema Solare, che trasforma le equazioni di Newton nelle equazioni di Hamilton-Jacobi 
[image: image1.wmf]         
[image: image2.wmf],

descriventi la variazione nel tempo delle variabili canoniche I (detta azione, espressa in termini di semiassi, eccentricità e inclinazioni) e 
[image: image3.wmf] (detta angolo, espressa in termini di longitudini del nodo ascendente e argomenti del perielio) attraverso l’energia totale 
[image: image4.wmf] del Sistema Solare. 

Il formalismo Hamiltoniano chiarisce il motivo della comparsa di moti quasi periodici. Se l’energia totale non dipende dall’angolo 
[image: image5.wmf], allora l’azione I risulta essere costante. Nelle variabili semiassi, eccentricità e inclinazione, gli insiemi in cui l’azione è costante sono dei tori
, su cui vivono in modo naturale moti quasi periodici. Questo suggerisce di vedere se è possibile trasformare ulteriormente le equazioni in modo da eliminare la dipendenza dall’angolo; e Poincaré osservò che tutte le tecniche precedentemente usate per studiare la stabilità del Sistema Solare (incluse quelle di Laplace e Le Verrier) equivalevano a scrivere l’energia totale nella forma 
[image: image6.wmf], dove 
[image: image7.wmf] rappresenta l’azione del Sole sui pianeti, 
[image: image8.wmf] le interazioni fra pianeti, e 
[image: image9.wmf] il rapporto (piccolo) fra le masse dei pianeti e quella del Sole, e a cercare un cambiamento di variabili dipendente da 
[image: image10.wmf] che eliminasse la dipendenza di 
[image: image11.wmf] dall’angolo 
[image: image12.wmf].  Esprimendo questo cambiamento di variabili come somma di potenze crescenti di 
[image: image13.wmf], i lavori precedenti consistevano quindi nel considerare solo i termini corrispondenti a potenze piccole di 
[image: image14.wmf] (di grado zero per Newton, fino a grado uno per Laplace, fino a grado quattro per Le Verrier). Una soluzione esatta consiste invece nell’utilizzare tutti i termini in 
[image: image15.wmf], senza trascurarne nessuno; ma Poincaré mostrò che anche semplicemente nel caso dei 3 corpi (cioè considerando solo il Sole e altri due pianeti, per esempio Giove e Saturno) la presenza dei piccoli divisori rende i termini di grado superiore così grandi da impedire di dare un senso alla somma di tutti i termini della soluzione (cioè la serie non converge). In altre parole, le tecniche usate fino ad allora erano strutturalmente inadatte per studiare la stabilità del Sistema Solare; occorreva un approccio diverso, qualitativo e asintotico, appunto.

7. Kolmogorov, Arnold, Moser e Nekhoroshev

Le idee di Poincaré portarono alla nascita della moderna teoria dei sistemi dinamici; ma occorsero quasi cinquant’anni perché venisse sviluppata la matematica necessaria per affrontare sistematicamente lo studio qualitativo e asintotico da lui propugnato. Una volta ottenuti gli strumenti necessari, la teoria si sviluppò molto rapidamente, su molti fronti, ed è oggi una delle branche più importanti e affascinanti della matematica.

Per quel che riguarda il nostro problema, un risultato cruciale fu ottenuto da Andrei Nikolaevich Kolmogorov (1903-1987), Vladimir Igorevic Arnold (1936-2010) e Jürgen Moser (1928-1999) fra la fine degli anni Cinquanta e l’inizio degli anni Sessanta, all’interno della cosiddetta teoria KAM
. Semplificando molto, Kolmogorov, Arnold e Moser (usando le idee di Poincaré!) dimostrarono che

· per un gran numero di condizioni iniziali e valori piccoli di 
[image: image16.wmf] la soluzione delle equazioni di Hamilton-Jacobi è quasi periodica (e il moto avviene su tori stabili); ma

· arbitrariamente vicino a soluzioni stabili si trovano soluzioni instabili.

Per quanto importante, questo risultato ancora non risolve il problema della stabilità: come facciamo a sapere se le condizioni iniziali (cioè le posizioni e velocità iniziali) del Sistema Solare danno luogo a soluzioni stabili se un errore anche minimo nella loro determinazione può far passare da soluzioni stabili a soluzioni instabili? Infatti, da solo questo non basta; ma nel 1979 un altro matematico russo, Nikolay Nekhoroshev (1946-2008), ha dimostrato che se si parte abbastanza vicino a un toro stabile, l’instabilità richiede un tempo enorme (molto maggiore della vita prevista del Sistema Solare) per svilupparsi, per cui a tutti gli effetti pratici la soluzione si può considerare stabile.

Riassumendo, la teoria KAM dice che per un gran numero di condizioni iniziali la soluzione è stabile; e il teorema di Nekhoroshev dice che, anche se si variano di poco le condizioni iniziali, la soluzione, anche se non stabile all’infinito, lo è per tempi enormemente lunghi. Certo, questo non dice che per tutte le condizioni iniziali la soluzione è stabile per lungo tempo; ma il Sistema Solare non sarà certo così sfortunato da essere partito proprio da una di quelle rare condizioni iniziali instabili…

Di conseguenza, l’opinione più diffusa fra gli addetti ai lavori fino all’inizio degli anni Novanta era (si veda per esempio [5]) che il Sistema Solare fosse sostanzialmente stabile (nel senso di Nekhoroshev). Neanche l’osservazione di Michel Hénon [6] che l’applicazione della teoria KAM richiederebbe masse molto più piccole di quelle dei pianeti reali scosse questa opinione; si ritenne che questa fosse solo una limitazione tecnica della dimostrazione, e che il risultato fosse in realtà applicabile anche a masse paragonabili a quelle dei pianeti che conosciamo.

8. Laskar

Il primo avviso che la situazione era più complicata di così fu fornito da una simulazione dell’evoluzione del moto di Plutone effettuata al computer nel 1988 [7], che dimostrò la caoticità dell’orbita di Plutone, con un’instabilità che si sviluppa nel giro di soli 400 milioni di anni. Ma la massa di Plutone è talmente piccola rispetto a quella degli altri pianeti da rendere la sua influenza trascurabile; e comunque Plutone è per molti motivi anomalo (e infatti, come detto all’inizio, non è considerato un pianeta).

Nel 1989 un fisico matematico francese, Jacques Laskar, iniziò uno studio sistematico al computer della stabilità del Sistema Solare, studio tuttora in corso (si veda, per esempio, [8, 9, 10]) e che ha portato a risultati sorprendenti. 

Laskar riprende tutte le idee e le tecniche precedenti, e aggiunge due nuovi ingredienti. Il primo è l’idea di trasformare le equazioni in modo che descrivano il moto delle orbite, e non il moto dei pianeti; il moto delle orbite è molto più lento del moto dei singoli pianeti, e quindi più adatto a essere studiato su tempi molto lunghi. Il secondo ingrediente è dato da raffinate tecniche di analisi numerica che permettono di risolvere al computer con estrema precisione (e in tempi non geologici) equazioni differenziali anche molto complesse.  Questo gli ha permesso di studiare contemporaneamente il moto di tutti i principali corpi del sistema solare, compresi satelliti e asteroidi, tenendo presente anche gli effetti relativistici. Il risultato è un sistema differenziale comprendente più di 150000 (centocinquantamila!) termini, impossibile anche solo da scrivere a mano, ma alla portata dei computer contemporanei (soprattutto grazie allo sviluppo di algoritmi ottimizzati e raffinati; non è solo questione di potenza bruta di calcolo, ma anche e soprattutto di aver capito quali calcoli fare e come farli).

I risultati principali ottenuti da Laskar su questo tema sono:

· le orbite dei pianeti esterni, più massicci (Giove, Saturno, Urano, Nettuno) sono stabili;

· le orbite dei pianeti interni, più leggeri (Mercurio, Venere, Terra, Marte) sono invece caotiche: variando solo di poco le condizioni iniziali è possibile passare da orbite stabili a orbite altamente instabili in tempi paragonabili al tempo di vita previsto del Sole;

· causa dell’instabilità sono piccoli divisori causati dalle interazioni fra Terra e Marte, e fra Mercurio, Venere e Giove;

· in particolare, le eccentricità delle orbite di Mercurio e Marte sono molto instabili, potendo portare, in alcuni casi, alla collisione di Mercurio con il Sole o, addirittura, di Venere con la Terra.

Un’idea di quanto sia delicata la situazione è data da un articolo recentissimo di Laskar [10]. In questo lavoro l’evoluzione del Sistema Solare, e in particolare dei pianeti interni, è seguita per circa 5 miliardi di anni, partendo da condizioni iniziali che differiscono fra loro solo per la lunghezza del semiasse dell’orbita di Mercurio. Su 2501 condizioni iniziali esaminate, in circa l’1% dei casi (che sarebbero il 10% se non fossero stati considerati gli effetti relativistici) l’eccentricità dell’orbita di Mercurio cresce fino a permettere collisioni con il Sole o con Venere; inoltre, in un caso particolare la variazione dell’orbita di Mercurio è tale da influenzare pesantemente anche gli altri pianeti interni, portando a possibili collisioni di Venere o Marte con la Terra in meno di 4 miliardi di anni. Il dato che più segnala la delicatezza della questione è che la differenza di lunghezza del semiasse fra una condizione iniziale che origina un’evoluzione stabile e una che origina orbite instabili è di pochi millimetri su 57909176 chilometri!
  

I risultati di Laskar ancora non rispondono pienamente alla domanda iniziale sulla stabilità del Sistema Solare, ma illustrano bene come la situazione sia molto più complessa (e interessante!) di quanto sospettavano i nostri antenati (e probabilmente anche i nostri fratelli maggiori). Ricerche future produrranno sicuramente nuovi risultati; per esempio, una linea di ricerca che sembra molto promettente consiste nell’usare le tecniche di Laskar per studiare l’evoluzione del Sistema Solare nel passato, e confrontare i risultati ottenuti con le informazioni geologiche ricavabili dai pianeti. Infatti, variazioni nella forma e posizione delle orbite (e di altri fattori quali l’obliquità, cioè l’angolo fra l’asse di rotazione di un pianeta e il piano della sua orbita
) si riflettono sul clima di un pianeta; a loro volta, le variazioni climatiche influenzano la geologia. Un confronto fra le predizioni del modello e i dati geologici potrebbe permettere di selezionare le condizioni iniziali compatibili con quanto è avvenuto nel passato. E così, facendo poi evolvere il modello sul computer, potremmo scoprire se prima o poi, in qualche miliardo di anni, il cielo ci cadrà sulla testa, o se potremo goderci tranquilli in poltrona il lento spegnersi del Sole.
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� E non sarebbe corretto nei confronti dei nostri antenati, che non ne conoscevano l’esistenza.


� Urano e Nettuno, per non parlare di Plutone, verranno scoperti solo in seguito.


� Che però, pur mettendo il Sole al centro del Sistema Solare, manteneva le orbite circolari, con la conseguenza che anche il suo modello non era in accordo con i dati sperimentali.


� Ricordo che l’orbita ora è ellittica, per cui ci sono punti dell’orbita più vicini al Sole e punti più lontani.


� Almeno fino a certe velocità limite; a velocità maggiori il corpo segue invece un’orbita parabolica o iperbolica, sfuggendo dal Sole come quelle comete destinate a un unico passaggio nel Sistema Solare.


� E ci sono motivi matematici e fisici perché la legge di gravitazione universale deve avere quella forma e non un’altra, ma parlarne ci porterebbe troppo lontano.


� Nell’astronomia classica il piano dell’eclittica è il piano contenente l’orbita terrestre; nell’astronomia moderna è il piano passante per il Sole e ortogonale al momento angolare del Sistema Solare, dato dalla somma (costante) dei momenti angolari dei pianeti (e il momento angolare di un corpo in moto è il prodotto vettoriale fra il vettore posizione e il vettore velocità moltiplicato per la massa del corpo).


� L’emisfero settentrionale è il semispazio determinato dal piano dell’eclittica verso cui punta il vettore momento angolare del Sistema Solare; l’emisfero meridionale è l’altro semispazio.


� Di solito si usa quella contenente il punto vernale, corrispondente all’equinozio di primavera, e situato sull’intersezione fra il piano dell’eclittica e il piano equatoriale terrestre.


� “I pianeti sono soggetti, in virtù della loro azione reciproca, a delle perturbazioni [...] che alterano gli elementi delle orbite per sfumature quasi insensibili in ciascuna rivoluzione dei pianeti, ma queste alterazioni, accumulandosi incessantemente, potrebbero finire per cambiare completamente la natura delle posizioni delle orbite; siccome la successione dei secoli le rende molto significative, le abbiamo chiamate termini secolari.” (Traduzione mia)


� Per una descrizione più completa dell’opera di Laplace e più in generale del problema della stabilità del Sistema Solare si veda [3].


� Urano era stato scoperto da William Herschel nel 1781, giusto in tempo per essere inserito nei calcoli di Laplace.	


� Più precisamente, il piccolo divisore è la differenza fra la data frequenza e la somma dei multipli interi delle altre, differenza piccola e che è a denominatore nelle formule che dovrebbero esprimere l’andamento temporale dell’orbita.


� Ai “geometri”, come venivano chiamati indifferentemente matematici e fisici ancora nell’Ottocento.


� Analoghi multidimensionali della superficie di una ciambella. 


� Dove “KAM” sta per Kolmogorov-Arnold-Moser, appunto.


� Inoltre, si noti che la lunghezza del semiasse maggiore dell’orbita di Mercurio è attualmente conosciuta con una precisione di qualche metro.


� Un altro dei risultati di Laskar mostra che l’obliquità di Marte è molto instabile, mentre quella terrestre è mantenuta stabile dalla presenza della Luna. 
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