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1) Sia M una varietà. Dimostra che su M esiste una quantità più che numerabile di strutture differenziali
distinte (come strutture differenziabili; possono essere anche diffeomorfe fra di loro, non è importante) che
inducono la stessa topologia. [Suggerimento: comincia costruendo un omeomorfismo di Bn in sé di classe C∞

che sia un diffeomorfismo ovunque tranne nell’origine.]

2) Diremo che un fibrato vettoriale π:E → M è orientabile se per ogni atlante di M che banalizza E
è possibile scegliere delle banalizzazioni in modo che le funzioni di transizione abbiano tutte determinante
positivo.

Dimostra che lo spazio totale di un fibrato vettoriale orientabile su una varietà orientabile è orientabile
(come varietà).

3) In questo esercizio useremo la convenzione di Einstein sulla somma sugli indici ripetuti. Sia ∇ una
connessione lineare su una n-varietà M . Dato un riferimento locale {E1, . . . , En} su un aperto U ⊆M , per
i, j = 1, . . . , n definiamo ωi

j : T (U)→ C∞(U) ponendo

∀X ∈ T (U) ∇XEj = ωi
j(X)Ei .

(i) Dimostra che le ωi
j sono delle 1-forme su U , dette forme di connessione.

(ii) Se τ è la torsione di ∇, per i = 1, . . . , n definiamo τ i: T (U)× T (U)→ C∞(U) ponendo

∀X,Y ∈ T (U) τ(X,Y ) = τ i(X,Y )Ei .

Dimostra che le τ i sono delle 2-forme su U , dette forme di torsione.
(iii) Indicato con {ϕ1, . . . , ϕn} il riferimento di T ∗M duale a {E1, . . . , En}, dimostra la prima equazione di

struttura di Cartan:
dϕi = ϕj ∧ ωi

j + τ i .

(iv) Se R è il tensore di curvatura di ∇, per i, j = 1, . . . , n definiamo Ωi
j : T (U)× T (U)→ C∞(U) ponendo

∀X,Y ∈ T (U) RXY Ej = Ωi
j(X,Y )Ei .

Dimostra che le Ωi
j sono delle 2-forme su U , dette forme di curvatura, e dimostra la seconda equazione

di struttura di Cartan:
Ωi

j = dωi
j − ωk

j ∧ ωi
k .


