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1) Sia §% = {(z!,22,2%) € R* | ()2 + (22)® + (2%)? = 1} la sfera unitaria in R?, e sia f: 5? — R® data
da
f(xlij’xB) _ ((1,1)2’ ((E2)2, (x3)2,x2x37m1x2,x1x3) .

(i) Dimostra che f & un’immersione non globalmente iniettiva.
(ii) Dimostra che f(S?) ammette una struttura di sottovarieta embedded diffeomorfa al piano proiettivo
reale P?(R).

2) Sia V uno spazio vettoriale di dimensione 2k > 2. Un 2-tensore w € /\2 V* € non degenere se per
ogni v € V' \ {O} esiste un w € V tale che w(v,w) # 0. Puoi dare per noto il fatto che se w ¢ non degenere
allora esiste una base {vy, w1, ..., v5, wi} di V tale che w = Z§:1 v Awd, dove {vl w!, ... vk wF} & la base
duale di V*.

Sia M una varieta di dimensione 2k, con k > 1, e sia w € A%(M) una 2-forma. Diremo che w ¢ non
degenere se w,, ¢ non degenere per ogni p € M.

(i) Dimostra che w € A%(M) & non degenere se e solo se w
rappresenta il prodotto esterno di w con se stessa k volte.
(ii) Dimostra che ogni 2-forma sullo spazio proiettivo P2 (R) & degenere in almeno un punto.
(iii) Costruisci una 2-forma chiusa non degenere su S? x S2. [Suggerimento: se mj: My x My — M; ¢ la
proiezione canonica, ¢ w € A*(M;) allora 7w € A*(M; x My).]
(iv) Dimostra che se M & compatta e ammette una 2-forma chiusa non degenere allora H?(M) # (O).

k k

¢ una forma di volume per M, dove w

3) Sia (M, g) una varietd Riemanniana, &€ C TM il dominio dell’esponenziale, ed E:& — M x M
Papplicazione data da E(v) = (ﬂ(v),exp(v)), dove m:TM — M & la proiezione canonica. Dato v € T,,M,
mostra che dE,:T,(TM) — T,M X TopyM & invertibile se e solo se d(exp,)y: To(TpM) — TexpwyM &

invertibile.



