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Chapter 1

Limiti e loro proprieta,
esercizi.

1.1 Definizione e proprieta di base

Un numero reale a ¢ il limite di una successione di numeri reali a,, se
per ogni intorno di a esiste un numero naturale N tale che a,, rimane
in questo intorno quando n > N.

La definizione piu precisa:

Definizione 1.1.0.1. a € il limite della successione {a,}nen se per
ogni € > 0 esiste un numero naturale N tale che |a, — a| < € per ogni
n > N. In questo caso si scrive:

lim a, = a.
n—-+400

e si dice che la successione converge ad a .

Se a = 0, la successione é detta infinitesima.

La definizione di limite puo‘ essere estesa al caso a = 400 ea = —00
nel modo seguente. La successione a, ha limite +00 se se per ogni
M > 0 esiste un numero naturale N tale che a,, > M per ogni n > N.

Lemma 1.1.0.1. Se la successione {a, }nen converge allora il limite é
UNLCo.
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Dimostrazione. Se

lim a, = a,
n—-+4o0o

lim a, =0
n—-4o0o

e a < b, allora possiamo sceglliere

b—a
e < .

La definizione del limite ci dice che esiste N, tale che

la, —a| <e, la, —b] <e.
Utilizzando la disequazione triangolare troviamo

la —b] <l|a, —a|l+|a, —b] <2e <b—a=|b—dq
e quindi
la —b| < |a — b
porta ad assurdo. Ol
Altre proprieta semplici di limit sono presentati in seguito.

Lemma 1.1.0.2. (Permanenza del segno) Se una successione a,, con-
verge ad un limite strettamente positivo a > 0 (che puo‘ essere anche
+00 ), allora esiste un N tale che a, > 0 per ognin > N.

Lemma 1.1.0.3. Se una successione a,, converge ad un limite (finito
o infinito) a , la successione dei valori assoluti |a,| converge al valore
assoluto del limite |a| .

Lemma 1.1.0.4. (Successioni monotone) Una successione monotona
a, converge sempre ad un limite (che puo‘ essere infinito). Il limite e
dato dall’estremo superiore (se e monotona crescente) o inferiore (se
e‘ decrescente) dei valori della successione. In altre parole, nel caso
crescente:

nlggo an = sgp{an}.

Tale limite e‘ finito quindi se e solo se la successione e’ limitata.



Il fatto che a, sia monotona e converga ad un limite a é spesso
espresso con una freccia

a, T a oppure a, | a.

Lemma 1.1.0.5. (Somma e prodotto di successioni) Se a, e b, sono
successiont convergenti, con

lim a, =a, lim b, =0
n—-+o0o n—-+o0o

limati finiti, allora:

lim (¢-a,)=c-a Vee R

n—+o0o
lim (a,+b,) =a+tb
n—-+00
ngrfoo(a" “by)=a-b
lim & =2 se b, #0 Vn, b#0.

n—-+oo bn b

Queste proprieta‘ sono valide in alcuni casi anche per limiti a,b
infiniti, purche’ 'operazione richiesta non sia una forma indeterminata.
Ad esempio,

a—+ o0 =400, a—00=—0Q,
+00 + 00 = +00, —00 — 00 = —00.
e se a > 0, anche
a
a-(£o0) =+oo, — =0.
00

Lemma 1.1.0.6. (Principio del confronto)

Una successione “stretta fra due successioni” convergenti allo stesso
limite converge anch’essa a questo limite. Formalmente, se a,, b, e c,
sono tre successioni tali che

an < b, <y
per ognin , € se
lim a, = lim ¢, ="/
n—-+o00 n—-+o0o
allora anche
lim b, = /.

n—-+400
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Corollary 1.1.0.1. Se a,, e limitata e b, — 0 allora a,b, — 0.

Lemma 1.1.0.7. (Limiti per funzioni monotone) Se f(x) € una fun-
zione monotona e sono soddisfatti gli ipotesi:

T — T, T £ T,

lim f(z+1/n) =L = Jl_)ﬂolof(ﬂf—i— 1/n),

n—o0

allora
lim f(zy) = L.

k—o0

1.1.1 Teorema di Bolzano - Welierstrass

Una sottosuccessione di una successione a,, é ottenuta prendendo una
funzione
k—n, €N

strettamente crescente, cioé
ki <ky = ng <ng,
e definendo la funzione copposta
E— ng — ay,.

La successione ottenuta
k— ay,

si chiama sottosuccessione.

Osservazione 1.1.1.1. La proprieta
k—n,eN

e la condizione
ki <ky = ng <ng,
implica
ng > k. (1.1.1.1)
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Osservazione 1.1.1.2. Se
keN—n,eN
e una funzione crescente e
meN-—=k, eN
e altra funzione crescente, allora la composizione
m — Ng,,
¢ una funzione crescente, cosi’ la sottosuccessione
{a’nkm }meN
di una sottosuccessione
{an, ren
di {an}nen € sottosuccesione di {ay, }nen-

Lemma 1.1.1.1. (Bolzano - Weierstrass) Ogni successione {ay, }nen
limitata 1n R ha una sottosuccessione che converge.

Dimostrazione. Sia {a, },en una successione limitata, tale che
la,| < M,¥n e N.
Per ogni m € N definiamo l'insieme
A = {an;n > m}.
Ovviamente
my <ms = A, D An,

Sia U, estremo superiore e sia L,, estremo inferiore di A,,. Si puo
verificare che
L,, cresce,

mentre
U,, decresce,
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abbiamo inoltre
LO S Lm S Um S UO

e quindi Lemma 1.1.0.4 della convergenza della successione monotona
implica

U \ U.

Il punto U soddisfa la proprietd: per ogni numero naturale k& > 1
possiamo trovare ny tale che

1
Qp, € Ay, Uk—E < Qp, < U,.

Questa proprieta implica

lim a,, =U.
k—o0 Tk

O

Lemma 1.1.1.2. Una successione {a, }nen € convergente e tende ad a
se e solo se ogni sua sottosuccessione che converge ha come limite solo
a.

Dimostrazione (solo per caso di successioni limitate). Se

lim a, = a,
n—roo

allora per ogni € > 0 esiste Ny € N, tale che
n>Ny = la,—al<c¢,
cosif la condizione (1.1.1.1) implica
k>Ny = lan, —a| <e,
e quindi

lim a,, = a.
k—o0

Se {ay }nen € una successione tale che ogni sua sottosuccessione che
converge e ha come limite solo a, allora per assurdo possiamo supporre
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che {a, }nen non converge ad a e quindi esiste g9 > 0 tale che per ogni
k € N si puo trovare nj > k tale che a,, soddisfa

lan, — al > eo. (1.1.1.2)

Il teorema di Bolzano - Weierstrass (vedi Lemma 1.1.1.1) implica che
possiamo trovare una sottosuccessione di

tale la sottosuccessione converge a b. La disequazione (1.1.1.2) implica
|b — a| > €9

e questa conclusione porta ad assurdo, perche la successione {a, }nen
é una successione tale che ogni sua sottosuccessione che converge e ha
come limite solo a.

L’assurdo mostra che

lim a, = a.
n—ro0

O

1.1.2 Convergenza della successione implica con-
vergenza in media

Lemma 1.1.2.1. Se a,, — a, allora

_ D ket On -
n

My, a.

Dimostrazione. Per ohni € > 0 troviamo N tale che
la, —a| <e, Vn > N. (1.1.2.3)

Trovato N possiamo trovare C' = C'(N) tale che

i |ax] < C(N). (1.1.2.4)
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Cosi per ogni n > N usiamo (1.1.2.3) e troviamo

My, — a| = ’Zk 1 9n _a’ _ ’221%”_&)

n

_ ’Efil(ﬁjn —a) i ZZ:N—H(GN —a)

Y laxl + lal | Skl = e
n n

Adesso usando (1.1.2.4) otteniamo

C(N) + N|al
R

My, —al <
n

Adesso possiamo scegliere Ny > N tale che

C(N) + N|al
n

<eg, anNl

e quindi
m, —al <2, VYn > Nj.

Possiamo trovare esempio di una successione a,, tale che

> ket @n

n

—a

ma a, non converge ad a. Per la preparazione del esempio possiamo
usare induzione e verificare le seguente identita

Problema 1.1.2.1. Se a € (0,7/2) allora

cos(na) — cos((n +1)a)  sin((n +1/2)a)

142 cos a+2 cos(2a)+- - - 2 cos(na) = 1= cosa ~ sin(a/2)
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1.1.3 Completezza di R

Definizione 1.1.3.1. Una successione di Cauchy e‘ una successione
ay , tale che per ogni € > 0 esiste N tale che:

la, —an| <e
per ogni n,m > N.

Teorema 1.1.1. ( Criterio di convergenza di Cauchy) Una successione
di numeri reali é convergente se e solo se é di Cauchy.

Dimostrazione. Sia {a,},en una successione di Cauchy. Sia
S = Uk Njzk (=00, a5]

cio¢ l'insieme dei numeri reali che sono maggiori di s; solo per un
numero finito di valori di j. Questo insieme e quindi limitato superior-
mente e quindi ha un estremo superiore a per I'assioma di Dedekind.
Mostriamo che effettivamente la successione a,, tende a.

Per ogni € > 0, esiste un N tale che

la, —am| < e

per ogni n,m maggiore o uguale a N. Allora la successione assume
infinite volte valori all’interno dell’intervallo

(a’N - 87 an + 8)
e un numero finito di volte nel suo complementare. Quindi ay — ¢ é
un elemento di S e ay + € e maggiore di ogni elemento di S, e quindi
e maggiore o uguale ad a.
Quindi a e contenuto nell’intervallo
(CLN —&,any + 8)7
e per la disuguaglianza triangolare risulta che
la, —a| <la, —an|+]a—ay| <e+4e=2e.
Quindi
ayp —

e la successione converge. O
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1.2 Limiti Notevoli

1.2.1 Primi limiti notevoli
Lemma 1.2.1.1. Abbiamo le proprietd:

e Sem €N e{x,}nen € successione di numeri reali che tende a x
allora
lim )" = a™;
n—oo
e Sem € Z e {x,}nen € successione di numeri reali che tende a
x # 0, allora
lim z;' = 2™.
n—roo
o Seqe Q e{x,}lnen € successione di numeri reali e positivi che
tende a x > 0 allora
lim z? = z%. (1.2.1.5)
n—roo
e Seb e R e{x,}nen € successione di numeri reali e positivi che
tende a x > 0 allora
lim 2% = 2. (1.2.1.6)
n—oo
Lemma 1.2.1.2. Abbiamo la proprietd:
Per ogni a > 0 ed ogni successione {x,}nen di numeri reali che
tende a 0 abbiamo
lim ¢ = 1. (1.2.1.7)

n— o0

Dimostrazione. Per semplictd studiamo solo il caso x, = 1/nea > 1.
Usando l'identita

n_1
0l = e 1= L (1219
troviamo la stima
0cagln 1ot o=l
1+14---1 n
—_—

n volte

Principio di confronto completa la dimostrazione. O
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Lemma 1.2.1.3. Se ¢ > 1 allora

lim ¢" = 4o0. (1.2.1.9)

n— o0

Dimostrazione. La disequazione di Bernoulli
"=1+q¢g—-1)">1+n(g—1) (1.2.1.10)
ed il Teorema del confronto implicano (1.2.1.9). O

Corollary 1.2.1.1.

0 se |q| < 1,
> 1
N B e (1.2.1.11)
1 seq=1,

non ha limite se g < —1.
Lemma 1.2.1.4. Abbiamo le proprietad:

e Sem € N e {x,}nen € successione di numeri reali diversi da 0
che tende a 0 allora
(I+x,)™—1

lim —— =m;
n—oo Ty

o Sem €7 e {x,}tnen € successione di numeri reali diversi da 0
che tende a 0 allora

14x,)"—1
lim —< + ) =m;
n—oo T,

o Seq € Q,q#0 e{x,}nen € successione di numeri reali diversi
da O che tende a 0 allora

14+2,)7—1
lim %:

n—o0 Tn

4q;

o Sea€R,a+#0 e{x,}nen € successione di numeri reali diversi
da 0 che tende a 0 allora

1 a_1
lim —( + 2n) =

n—oo l‘n

a.
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Idea della dimostrazione. Consideriamo il caso
Tp=—, ¢g=—.
n m

Di nuovo usiamo la relazione (1.2.1.8), modificata come segue

Gn = (1+xn)1/m > 1,

1/m _ 1 _ qu_l
0<(1+x,) 1—1+qn+q721+“_+%n71,

(1.2.1.12)
cosi si trova
(1+z,)Ym -1 1 1
= — —
Ty Itgntag+- g m
perche ¢, — 1 quando n — oo. Ol

1.2.2 Funzione trigonometriche e loro limiti notevoli

Richiami sulle funzioni trigonometriche e relazioni di base

sin(a + 3) = sin acos 3 + cos asin 3,

cos(a+ ) = cosaccos f — sin asin 3,

sin?a + cos® a = 1.
PrOo<a<m
sina < «
e
sin «
> COS (.
o 1 — cos2a 9 1+ cos 2«
sinf“a=—, cos"aa = ——,
2 2
sinacos 3 = sin(a+6)42rsin(a—5)’ sinasin 8 = _COS(Q+6)2+ cos(a — B)

cos(a + B) + cos(av — )
2 )

cosacos ff =
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sin a+sin = 2sin (a_%) cos (a _ 6) , cos a+cos B = 2 cos <ﬂ> cos <a _ B)

2 2 2 2
. (a+B\ . [a—p
cosa —cosf = —2sin | —— | sin
2 2
sin o COS (v
tan o = , cota = — .
COS (v sin «

Limiti notevoli per le funzioni trigonometriche

Lemma 1.2.2.1. Abbiamo la proprietd:

e Per ogni a € R ed ogni successione {x, }nen di numeri reali che
tende a O abbiamo

lim sin(a + z,,) = sina;
n— o0

e Per ogni a € R ed ogni successione {x, }nen di numeri reali che
tende a 0 abbiamo

lim cos(a + x,) = cosa;
n—oo

e Per ogni a € R, tale che cosx # 0 ed ogni successione {x, }nen
di numeri reali che tende a 0 abbiamo

lim tan(a + z,) = tana.
n—oo

Per ogni z € (0, 7/2) abbiamo

sin x

cos T < < 1. (1.2.2.13)

x
Lemma 1.2.2.2. Abbiamo la proprietd:

e Per ogni ed ogni successione {T, }nen di numeri reali, diversi da

0, che tende a 0 abbiamo
sin x,

lim =1;
n—oo T

e Per ogni ed ogni successione {x, tnen di numeri reali, diversi da
0, che tende a 0 abbiamo
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1.2.3 Numero di Nepero

Lemma 1.2.3.1. (Il numero di Nepero) Le successioni

1 n 1 n+1
e () 2 (o)
n n

convergono ed hanno lo steso limite (il numero di Nepero e).

Dimostrazione. La successione «,, é crescente. Infatti, la disequazione

1 n 1 n+1
(1+_) <(1+ )
n n—+1

si puo rescrivere nella forma

nn+1(n+2)n+1 - n
(n+ 12 )~ gl

L’ultima disequazione diventa

1 L Y > 1 L
(n+1)2 n+1

e questa disequazione si puo dimostrare usando la disequazioni di

Bernulli
1+ >14+ (n+1)0,

dove 6 > —1.
In modo analogo si vede che 3, decresce. Infatti

1 n+1 1 n+2
<1 + —) > (1 + —)
n n—+1

si puo rescrivere nella forma

(n +1)%n+D nt 2
nti(n +2)"*t T n41

e quindi possiamo usare di nuovo Bernulli e la stima

n+1 S 1
nn+2) ~“n+1




Problema 1.2.3.1. Se a,, e successione di numeri reali tale che

a, — +00

. L\
lim <1 + —) =e.
n—oo a,n
Suggerimento

1 lan] 1 an 1 lan]+1
() =) =)
[an] +1 n (@]

Problema 1.2.3.2. Se k é numero intero la successione
1 kn
(1 i —) |
n

Problema 1.2.3.3. Se a é numero reale la successione

1 an
(1+2)
n

allora

tende ad e*.

tende ad e°.

1.3 Esercizi

19

Problema 1.3.0.1. Se a, >0, a, — a > 0 € {r,}hen€ una succes-

sitone infinitesima allora

am — 1. (1.3.0.14)

Suggerimento. Se a, — a allora la successione é limitata e
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Usando il limite notevole (1.2.1.7), cioé
lim (2)" =1
n—oo \ 2

lim (2a)" =1

n—oo
ed applicando il principio di confronto concludiamo che(1.3.0.14) é
vera. U

Problema 1.3.0.2. Se a, >0, a, — a > 0 é {x, }nené una succes-
sione che converge a x € R, allora

a;m — a”. (1.3.0.15)
Suggerimento. Abbiamo l'identita
ayt —a® = art —ar +a; —a”. (1.3.0.16)
Per il termine
arr —al = al (ai" " —1) (1.3.0.17)

usiamo il fatto che x, — x é una successione infinitesima e quindi
(1.3.0.14) implica

n

(am"’m — 1) — 0.
Usando il limite notevole 1.2.1.6 troviamo
a, — a”

e quindi la successione in (1.3.0.17) é infinitesima. Usando di nuovo il
fatto che

a, — a”
concludiamo che la successione in (1.3.0.16) ¢ infinitesima. O
Problema 1.3.0.3. Se a,, b, >0,
limb, /a, = A

‘ 1

lim — =0

n—00 A,
allora

1\™
<1 + —) — e, (1.3.0.18)

Qp
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Idea della soluzione. Prima si dimostra che

1\
<1 + —) —e. (1.3.0.19)

Qn

In fatti, abbiamo le disequazioni

e le proprieta

1 N+1
i (”N) =

insieme con il principio di confronto implicano (1.3.0.19).
La condizione

limb, /a, = A,

e’ Problema 1.3.0.2 implicano

1 bn 1 an bn/an u
1+ — = 14+ — — e,
a, an,

1.3.1 Confronto ed esercizi
Lemma 1.3.1.1. (confronto tra a’* e B* quando a, — oo, A >0 e

B>1):

A

a4, — 00 = gg S O0VAEeR, VB> 1. (1.3.1.20)
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Idea della Dimostrazione. E sufficiente dimostrare la disequazione
B > g™ (1.3.1.21)

o prendendo la parte intera di a,, dobbiamo verificare che esiste con-
stante C' > 0 ed Ny tale che per ogni intero N > N, abbiamo

BY > CNAH (1.3.1.22)
L’ultima disequazione (1.3.1.23) ed equivalente a
(BN > o, (1.3.1.23)
La condizione B > 1 A > 0 implicano
b= BYATD > 1
e quindi possiamo usare la disequazione (1.2.1.10) e dedurre
VW > (b—1)N.
Cos'i abbiamo (1.3.1.23) é quindi vale (1.3.1.21). O

Lemma 1.3.1.2. Sia A > 0.

4, >0e 5 4= (an)¥™ — A. (1.3.1.24)
Qnp,
Se a
a, > 0,2 5 4
Qn
allora
0 se A <1,
lim a, =< oo se A>1, (1.3.1.25)
n—oo

no si puo dire nulla se A =1.

Idea della Dimostrazione. Per ogni e > ( esiste ng tale che per n > nyg

abbiamo

a
il > A—e¢.

Qn
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La relazione

Ap+1  Gpy1 Qn Ap— L Angp41 > (A B 8)”*”04’1

Qnyg Ap  Ap—1 Gp—2 Qnyg
mostra che possiamo scrivere
n—no+1
A1 = Apy (A — )Mo,
In modo equivalente queste disequazione significa che

1/(n+1 n n—n n
0T 2 () (A = ) ot

La successione

d, = (an0>1/(n+1)<A _ 8)(n7n0+1)(n+1)

tende a A — ¢ e quindi il principio della permanenza del segno implica

che
d, > A—2¢

per n grande. Possiamo scievre adesso

alt) > d, > A— 2. (1.3.1.26)

Procedendo in modo simile troviamo
al/ it < A4 2 (1.3.1.27)

Le due disequazioni (1.3.1.26) e (1.3.1.27) dimostrano (1.3.1.24).
U

Problema 1.3.1.1. Calcolare

a)
lim (n + 3v/nsinn)Y* — (n+ v/nsinn)Y4.

n—oo

b)

d)
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e ()"
nn

Problema 1.3.1.3. Studiare la convergenza della successione

Problema 1.3.1.2.

Ap = — + + -
n n+1 n-+n

Problema 1.3.1.4. Calcolare

' nn 1/n
nhjgo <4n(n — 1Dnl(n+1)! (ZH)!) ’
Problema 1.3.1.5. Trovare il limite
. Vnd +n— n3/2_

n—oo n -+ 6sinn
Problema 1.3.1.6. Calcolare

i (3”—1(n 3l 12 1)!) '

Problema 1.3.1.7. Calcolare

S sn(l)
v (eos () =1)°
Problema 1.3.1.8. Calcolare
(L
L
n—00 (cos (%

Problema 1.3.1.9. Calcolare

sn (1)
1)

(n+1)*—n®

lim —

n—00 n«

al variare del parametro reale a.
Problema 1.3.1.10. Calcolare
: 1/n 2 : n
lim (n + sinn)'/™(2 4 sinn) '

Problema 1.3.1.11. Calcolare l’estremo superiore, l’estremo inferiore
e il limite della successione

1
an:n+3——\/n + 1.
n
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1.4 Successioni per ricorrenza

Problema 1.4.0.1. Studiare il comportamento della sequente succes-
sione definita per ricorrenza:

T = Q,
Tn
Tntl = 1-'-:(; .
n

al variare di o.

Suggerimento. Si puo vedere che o > 0 implica che la successione
é sempre positiva e decrescente al suo unico punto fisso 0. Per o = 0
la successione ¢ identicamente nulla. Per o < 0 si pué facilmente
dimostrare che la successione é convergente a 0 tranne che per i valori
dell’insieme in cui la successione non é definita.

Problema 1.4.0.2. Studiare il comportamento della sequente succes-
stone definita per ricorrenza:

r =«
Tyl = \/ 2w, — 22
n+1 n n:
al variare di o € [0, 2].
Problema 1.4.0.3. La successione per ricorrenza é definita come seque
— (14 k)23 —
a1 = (L+ k) 2a;, + ag, a1 =e¢.
Vedere se esiste € > 0 tale che la successione é convergente.
Soluzione. La successione é crescente e dobbiamo vedere se é limitatta.
Sia
0
b =0(2+ k)7,

dove 9 é abbastanza piccolo e € > 0. Scegliamo poi € > 0 abbastanza
piccolo, tale che
by >a; < 03 > ¢.
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Si puo verificare che

bri1 > (14+K) 7208 + by (1.4.0.28)
Infatti, (1.4.0.28) é equivalente a
B2+ k)%
SB3+k) >024+k)! + i
B+8 > 82+ + T
e quindi dobbiamo scegliere 6 > 0 piccolo e 6 € (0, 1) tale che
62+ k)%
34k —2+k) > . 1.4.0.29
B+R =+ b > T (140.29)

Usando le relazioni

2+ k)% ~
(3+k3)0—(2+k‘)gwk‘6 1’ ((1_'_]3)2 Nkse 2
per k — o0,
0—1>30—-2 < 0<3/2,

possiame scegliere 6 > 0 tale che vale (1.4.0.29). II principio di con-
fronto tra le successioni ay, b, implica

ar < b =6(2+ k)’ (1.4.0.30)
Usando la definizione di a; e (1.4.0.30), deduciamo
(2 + k)*

Ayl — A <

(1+k)2
La serie
i (24 k)3
(24 k)?
convegre per 30 — 2 < —1 cosi scegliendo 6 € (0,1/3) si vede che la
serie

k=1

o
E Qp+1 — Qg
k=1

converge e questo significa che la successione a; e limitata e quindi

converge.
U
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Problema 1.4.0.4. Studiare il comportamento della sequente succes-
stone definita per ricorrenza:
T = Q,
_ 2
Tpt1 = 1 +x, — 2,
al variare di o € [0, 1].
Problema 1.4.0.5. Sia vy =1 e x,, e definita per ricorrenza
Tpil = Ty + SN T,

a)Dimostrare, che 0 < x, <.
b) Dimostrare che x, cresce.
c¢) Calcolare il limite di x,.

Problema 1.4.0.6. Studiare il comportamento della sequente succes-
stone definita per ricorrenza:

T = 0,
Tpy1 = 1+ x, — cosx,.

Problema 1.4.0.7. Sia M un insieme tale che a € M se e solo se:
a >0 € un numero reale talle che

cos(2"a) #0 Vn e N. (1.4.0.31)
ed esiste A € (—o0,+00) tale che
lim tan(2"a) = A.
n—o0

Studiare la cardinalita di M.

Soluzione. Suppogniamo che esiste A € (—o0,00) tale che

lim tan(2"a) = A. (1.4.0.32)
n—o0
L’identita 91
tan(2a) = ana

(1 — tan?«)
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implica

(1 —tan*(2"a)) tan(2"'a) = 2tan(2"a)
e quindi passando al limite troviamo

(1-A)A=24 = A=0.

Siaae Me
sin(2"a) # 0, Vn € N. (1.4.0.33)
Abbiamo inoltre (1.4.0.31) e
lim tan(2"a) = 0. (1.4.0.34)
n—oo
Ponendo

7, = tan®(2"x) — 0,
abbiamo le relazioni

4z,
Tpy1 = 75
(1= 2,)?

e usando la proprieta’ 0 < x,, e x,, — 0 troviamo Ny € N tale che
0<z, <1, Vn>Nj.
Cosi troviamo
TN, >0, Ty >4x,
e con induzione troviamo
x, > 4" Nog No

L’'ultima disequazione contradice al fatto che z, — 0 e mostra che
(1.4.0.33) non ¢é vera. Se (1.4.0.33) non é vera, allora esiste ng tale che

sin(2™a) =0

e quindi
k

a = —T
270

per qulache & € N. Usando la relazione (1.4.0.31) si puo vedere che
ng = 0 e quindi

a €M <<= a=kr, ke N k>1.

cosi possiamo concludere che M é numerabile.
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1.5 Limite superiore e limite inferiore

Problema 1.5.0.1. (Limite superiore di una successione)
Sia {x,} una successione di numeri reali limitata, siano:

b = sup{xg, Tps1,...} k=1,2,...
Verivicare che la successione {by} cresce ed € limitata.
Sia
B =inf{by, by, ...} = klim by, (1.5.0.35)
—00

Allora ¢ il limite superiore di {z,}.

f = limsup z,, := lim <sup:pm> =inf{sup{zg:k>n}:n>0},

n—00 n—=00 \m>n

Si nota che:
lim b, = f

k—o0

ed esiste una sottosuccessione {z,,} di x, tale che:
lim z,, =
1—00

e (3 é il piu grande numero che gode di tale proprieta.

Corollary 1.5.0.1. (teorema di Bolzano Weierstrass) Per ogni suc-
cessione {x,} limitata, esiste una sottosuccessione {x,,} di x, che con-
verge.

In modo analogo si definisce il limite inferiore di una successione:

liminf x,, := lim < inf :L‘m> =sup{inf{z,, :m>n}:n>0}.

n— 00 n—oo \ m>n

Si ha:

— limsup(—=z,) = liminf z,,
n—00 n—00

Se la successione {xz,} converge si ha:

limsup(z,) = liminf z,, = lim z,
n—oo n—oo n—oo
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LIMITE SUPERIORE E LIMITE INFERIORE



Chapter 2

Limiti delle funzioni

2.1 Limite di una funzione reale di vari-
abile reale - definizione

Sia data una funzione
f: X =R

definita su un sottoinsieme X della retta reale R e un punto di accu-
mulazione xy di X.

Un numero reale ¢ ¢ il limite di f(z) per = tendente a z; se, fissato
arbitrariamente un valore ¢ della distanza fra f(x) e £, si riesce a
trovare, in corrispondenza di questo, un valore § della distanza tra x
ed x( per il quale tutti gli x, escluso ¢, che distano da zy meno di ¢,
si ha che f(z) disti da ¢ meno di e.

Formalmente, ¢ ¢ limite se per ogni numero reale ¢ > 0 esiste un
altro numero reale positivo § tale che |f(x) — ¢| < e per ogni = in X
con 0 < |z — x| < 0.

In questo caso si scrive

lim f(z) =¢.

T—IQ

Una definizione equivalente che usa gli intorni é la seguente: ¢ é limite
se per ogni intorno U di ¢ in R esiste un intorno V' di x( in R tale che
f(z) appartiene a U per ogni x # xy con z € V N X.

31
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Il valore zy non é necessariamente contenuto nel dominio di f. Il
valore e‘ comunque escluso nella definizione di limite, poiche’ il limite
deve dipendere soltanto dai valori di f in punti arbitrariamente vicini
a ro ma non dal valore che f assume in z( : per questo motivo si chiede
che |z — x| sia maggiore di zero.

2.2 Estensione al caso infinito

La definizione di limite viene normalmente estesa per considerare anche
i casi in cui 2 e/o ¢ sono infiniti.

La funzione f ha limite infinito ¢ = 400 in un punto finito z; se
per ogni numero reale N > 0 esiste un altro numero reale 6 > 0 tale
che f(x) > N per ogni x in X con 0 < |x — x| < 4.

In questo caso si scrive

lim f(z) = 4o0.

T—x0
Analogamente si definisce il limite —oo sostituendo f(x) > N con
f(z) < =N . Il limite per z — +o00 é L.

Per definire il limite per xy = +o00, é ancora necessario che xy =
400 sia "punto di accumulazione” per il dominio X : questo si traduce
nella richiesta che X contenga valori arbitrariamente grandi, cioé che
il suo estremo superiore sia infinito:

sup X = +o0.

In questo caso, un numero finito ¢ é limite di f per + — +o0 se: Per
ogni numero reale € > 0 esiste un altro numero reale S > 0 tale che
|f(z) = £] < e per ogni z in X con z > S.
In questo caso si scrive
lim f(x)=1I.
T—>+00

Analogamente si definisce il limite per x — —oo , sostituendo =z > S
conx < —S5 .

Resta quindi da esaminare il caso in cui entrambi x e £ sono infiniti.
La funzione f ha limite +00 per x — +00 se per ogni numero reale
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N > 0 esiste un altro numero reale S > 0 tale che f(x) > N per ogni
xin X conxz > S.
In questo caso si scrive

lim f(z) = 4o0.

r—r-+00

Si definiscono analogamente i casi in cui g = —0o0 e/o { = —0c0.

2.3 Proprieta dei limiti
Lemma 2.3.0.1. Sia data una funzione

f: X =R
e xg € punto di accumulazione di X.

lim f(z) =14

T—IQ

se e solo se per ogni successione x, — xo con x, € X, x, # xo9 abbiamo

lim f(z,) ="

n—o0

Questa proprieta’ ci permette di avere varie limti notevoli.

2.4 Alcuni Limiti notevoli

i 1- 1
lim o0 = 1, lim — 27 — ~ (2.4.0.1)
x—0 x—0 X 2
Va > 0= lim |z|* =0, Va <0 = lim|z|* = oo, (2.4.0.2)
z—0 z—0
1+2)—1 v 1
TN k) el A (N St S (2.4.0.3)
x—0 €T z—0 €T
In(1
li ) (2.4.0.4)
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2.5 Permanenza del segno

Teorema 2.5.1. (Teorema di permanenza del segno) Se una funzione
ha limite £ > 0 strettamente positivo in xg, allora assume valori stret-
tamente positivi per ogni x sufficientemente vicino a xo. In altre parole,
esiste un intorno V di xy tale che f(x) > 0 per ogni x del dominio in
V' diverso da x.

2.6 Confronto fra due funzioni

Teorema 2.6.1. Siano f e g due funzioni definite su un dominio X,
con oy punto di accumulazione per X. Se f(x) > g(x) per ogni x del
dominio in un intorno V' di xq , e se entrambe le funzioni hanno limite
m xg, allora vale

lim f(z) > lim g(x).

T—T0 T—T0

Idea della dimostrazione Applicare il teorema di permanenza
del segno alla differenza f — g¢.

Teorema 2.6.2. (Teorema del confronto) Una funzione “stretta fra
due successioni” convergenti allo stesso limite converge anch’essa a
questo limite. Formalmente, se f,g e h sono tre funzioni definite su
un dominto X con punto di accumulazione xgq, tali che

f(z) < g(x) < h(z)
per ogni x # xo del dominio in un intorno di xq , e tali che
o, flo) = g ey =
allora anche

lim g(z) = ¢.

T—T0

2.7 Operazioni con i limiti.

Funzioni aventi lo stesso dominio possono essere sommate o moltipli-
cate. In molti casi e° possibile determinare il limite della funzione
risultante dai limiti delle singole funzioni.
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Siano f e g due funzioni con lo stesso dominio X, e xy un punto di
accumulazione per X. Se esistono i limiti

lim f(z) =46, lim g(z) =4y

allora
xh—gclo(c flz)=c- 0 Vee R
Jim (f(z) £ g(2)) =L £ 6
Jim (f(2) - g(2)) = & Lo,
Hﬁ :% se 0y £ 0,
m 1@ 8
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Chapter 3

Funzioni reali continue

Definizione 3.0.1. (Definizione in termine di limite di una funzione.)
Una funzione f si definisce continua nel punto p del suo dominio D
se il suo limite per x tendente a p coincide con la valutazione della
funzione in p, ovvero con f(p). In simboli

lin f(2) = £(0)

Tale definizione é usata maggiormente per funzioni definite su un
intervallo della retta reale: infatti, essa ha senso solo se p € un punto di
accumulazione per il dominio di f. Essa e comunque estendibile anche
nel caso di domini piu‘ complicati, che comprendono punti isolati: in
essi, f risulta sempre continua.

Definizione 3.0.2. (Definizione epsilon-delta.) Una funzione f: D —
R definita su un sottoinsieme D dei numeri reali a valori reali si dice
continua in un punto p € D se per ogni numero € > 0, esiste un secondo
numero 6 > 0 tale che, per ogni punto x € D compreso nell’intervallo
(p—06,p+9), la funzione f(x) dista da f(p) per meno di €, ovvero:

[f(z) = f(p)| <e.

In linguaggio simbolico, una funzione é continua in un punto p € D
se:

Ve>030>0:ze€D,jlx—p|<d=|f(x)— fp)| <e.

37
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Lemma 3.0.0.1. La funzione f : D — R é continua in p € D se e
solo se per ogni intorno V' di f(p) esiste un intorno U di p tale che

FUND)={f(z);2 € DNU} CV.

Definizione 3.0.3. Se la funzione f é continua in ogni punto p nel
dominio D di definizione della funzione, allora si dice che la funzione
e’ continua. Usiamo la notazione

fed(D).

Lemma 3.0.0.2. Se f € C(D) allora per ogni aperto V' (in R) il suo
controimagine

f(V)={z € D;f(x) eV}

¢ aperto i D.

Dimostrazione. Siap € f~1(V). Se f(p) € V e V é aperto allora esiste
e > 0 tale che

(f(p) =&, f(p)+e)CV.

La continuita di f in p implica che esiste ¢ > 0 tale che
ze€D |r—p|<d = [f(x) - flp)<e

e quindi f(z) € V. Cosi deduciamo che

DA {aslp—al <5} € f7(V),

e quindi f~1(V) é aperto in D.
0

Problema 3.0.0.1. Se per ogni aperto V' (in R) il suo controimagine
[7(V)={z € D;f(x) eV}

¢ aperto in D, allora f € C(D).
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3.1 Proprieta‘ delle funzioni continue
Sia f : I — R una funzione continua a valori reali. Valgono:

Teorema 3.1.1. (Permanenza del segno): Se in un punto p del suo
dominio f(p) > 0, allora esiste un intorno U(p) tale che f(x) > 0 in
tutte © punti x € I dell’intorno.

Operazioni con funzioni continue:

1. La somma f+g¢ di due funzioni continue e' una funzione continua.

2. La differenza f — g di due funzioni continue e‘ una funzione con-
tinua.

3. Il prodotto f.g di due funzioni continue e‘ una funzione continua.

4. 1l quoziente f /g di due funzioni continue e‘ una funzione continua
(nell’insieme di definizione, ovvero dove g é diversa da 0).

Altri proprieta di base:
La controimmagine di un insieme aperto e un insieme aperto. (vedi
Lemma 3.0.0.1.)

Problema 3.1.0.1. Non e’ vero in generale che ["immagine di un in-
sieme aperto sia un insieme aperto. Costruire controesempio.

Problema 3.1.0.2. La controimmagine di un insieme chiuso é un
insieme chiuso.

Problema 3.1.0.3. L immagine di un insieme compatto e un insieme
compatto.

Definizione 3.1.1. Un sottoinsieme A C R € connesso se non esiste
una representazione

A:U1UU2

di A con Uy = ANV #£ 0, Uy = ANV, # 0 disgiunti, cioé Uy NUy = ()
e Vi, Vy aperti in R.
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Definizione 3.1.2. Intervallo I in R é ogni sottoinsieme tale che 1 €
I,xg € 1,9 > x1 implica y € I per ogni y € (xq,x2).

Esempio 3.1.0.1. Se a < b allora
[a, 8], (a, ], [a,]), (a, D),
sono tutti intervallt con estremi a, b.
Esempio 3.1.0.2. Se a € R alloa
[a, 00), (a, 00),
sono tutti intervally con estremi a,~+00.
Esempio 3.1.0.3. Se b € R allora
(=00, b], (—00,b)

sono tutti intervalli con estremi —oo, b.

Lemma 3.1.0.1. Un sottinsieme I C R € connesso se e solo se ¢ un
intervallo.

Dimostrazione: ogni connesso € intervallo. Se I non é intervallo, es-
istono x; < x in [ ed esiste y € (z1,x2) tale che y ¢ I. L’identita

I'=(IN(=00,y))U(N(y,00))
dimostra che I non é connesso. O

Lemma 3.1.0.2. Se I C R € un insieme conesso e f : I — R €
continua, allora F(I) € conesso.

Dimostrazione. Se
F(I)=U, uUs,

dove

UlﬂUQI(Z), U1 #@,UQ#@ (3101)
U=FI)NV;,j=12,
e V; sono aperti allora
I=(InF'WV)uInF ()

e troviamo contradizione con l'ipotesi che I é connesso. O
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3.2 Limite destro e sinistro e funzioni mono-
tone

3.2.1 Limite destro e sinistro

Per avere informazioni piu‘ precise é a volte utile utilizzare i concetti
di limite destro e limite sinistro, definiti tramite la nozione di intorno
destro e sinistro.

Un intorno destro di un punto xy della retta estesa R* é un intervallo
del tipo [zg, xg + ) con r > 0. Analogamente, un intorno sinistro é un
intervallo del tipo (xg — r, x0]. In particolare, gli intorni di —oo sono
tutti destri e quelli di 400 sono sinistri. A questo punto, sia

FfiICRSR

con xy punto di accumulazione per X. Un valore ¢ della retta estesa é
limite destro per f in z( se per ogni intorno U di ¢ esiste un intorno
destro V't di zq tale che f(x) appartiene a U per ogni x in VN X.

Il limite sinistro e‘ definito in modo analogo. I limiti sinistro e
destro (se esistono) vengono descritti rispettivamente come

lim f(z), lim f(x).

Vale il risultato seguente:

Lemma 3.2.1.1. Una funzione ha limite in xy se e soltanto se ha
limite destro e sinistro, e questi due limiti sono finiti e coincidono.

La funzione é discontinua in zy se non é continua.

Definizione 3.2.1. (Discontinuita‘ di prima specie (o di salto)) Sia
f:I — J Unpunto xog € I € di discontinuita® di prima specie per f
quando esistono i limiti sinistro e destro della funzione per x che tende
a xg e sono entrambi finiti, ma sono diversi. Ouvero quando valgono
tutte le sequenti condizioni:

3 lim f(z)=: f(z;) € R

$—)1‘0
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3 lim+f(x) =: f(zf) eR

flag) # f(ag)

La discontinuitd viene comunemente definita ”di salto” perche
I’aspetto del grafico e' quello di un salto nel punto di discontinuita‘.
Viene inoltre detto "salto” la quantita’ f(xg) — f(xg).

b

Lemma 3.2.1.2. Sia f : I = [a,b] — R una funzione monotona.
Allora f ha limite destro e sinistro in ogni punto del suo dominio.

Dimostrazione. Sia g € (a,b) fissato. Se
$1§$2§§$n§ , Tp < To,
¢é una successiona monotona crescente che tende a xy € I allora

fla) < flmg) < < fla,) < - -

é una successione monotona crescente e quindi converge (ad a < f(x9)).
Se

T1, T2, " s Tm, """ Tm < T,

¢é un’altra successione che tende a xzq si puo vedere che
(@) = a
In fatti, per ogni n > 1,n € N si trova my tale che
Ty < Ty < To, VM > my.
Cost per ogni punto b di accumulazione della successione

{f(@m)men

possiamo supporre che

e troviamo
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Queste disequazioni implicano
f(wn) < lim f(a,) = b
m—00
e poi prendendo limite n — oo troviamo
a=lim f(z,) <b= lim f(x,).
n—o0 m—0o0
In modo simile si dimostra
b= lim f(z,) <a= lim f(x,).
m—r00 n—o0

Cosi limite a sinistra esiste. ]

Lemma 3.2.1.3. Sia f: I CR — R una funzione monotona. Allora
f puo‘ avere solo discontinuita‘ a salto.

Proof. Sia l'intervallo [a, b] I'insieme di definizione della funzione f e
sia xp un punto di discontinuitd della funzione. Si dimostrera per
esclusione che questa non puo‘ che essere di prima specie.

Si consideri f ad esempio monotona non decrescente (un discorso
analogo vale per una funzione non crescente).

Data la proprieta‘ precedente, f ammette limite sinistro e destro
in xg :

3 lim f(x) =: f(zq),3 lim+ f(x) =: f(zg)

$—)1‘0 $—)1‘0

E deve essere, per la monotonia,

fla) < flzg) < flwo) < flag) < £(b),
percio‘ i limiti devono esistere finiti. Questo significa che la disconti-

nuita’ non puo‘ essere di seconda specie.
Poiché xy é di discontinuitd non puo essere

flzg) = f(zo) = f(ag),
percié f(xy) e f(zg) non sono eguali, il che esclude anche la disconti-

nuita‘ ”eliminabile”.

Per esclusione, allora, in xy si ha una discontinuita‘ di prima specie.
O

Problema 3.2.1.1. Sia f : I = [a,b] — R una funzione monotona.
Allora f pud avere solo una quantitd finita o, al pii, numerabile di
discontinuitda nel suo dominio.
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3.3 Teoremi di Bolzano e Weierstrass

Teorema 3.3.1. (Teorema dei valori intermedi) Se a e b sono due
punti del dominio, f: I — R € continua e [a,b] C I , allora f assume
tutti © valori compresi fra f(a) e f(b).

Il teorema dei valori intermedi segue del seguente.

Teorema 3.3.2. Teorema di Bolzano: Se a e b sono due punti del
dominio tali che f(a)- f(b) < 0 (ovvero se f(a) e f(b) hanno segno
diverso), allora esiste almeno un p € (a,b) tale che f(p) = 0.

Idea della dimostrazione. Sia f(a) < 0, f(b) > 0. Definiamo
p = sup4,

dove

A={x € la,b]; f(z) < 0}.

Altra idea della dimostrazione Usare Lemma 3.1.0.2.

Teorema 3.3.3. (Teorema di Weierstrass) Se l'intervallo I e‘ chiuso
e limitato, ovvero se I = [a,b] e f : I — R é continua, allora f
ammette massimo e minimo, ovvero esistono due punti p e q tali che

f(p) < f(x) < f(q) per ogni x € [a, b].

Dimostrazione. Poniamo S = sup(fla, b]) e individuiamo una succes-
sione y, = f(x,),x, € [a,b] tale che y,, — S per n — oco.

Per il teorema di Bolzano - Weierstrass (x,,) ha una sottosuccessione
(xy, ) che converge verso q € [a, b].

Per la continuita’ di f abbiamo f(zx,) — f(q) per n — oco. D’altra
parte yi, — S per n — oo. Quindi per l'unicitd del limite abbiamo
S = f(q), cioe' la funzione ha in ¢ un massimo assoluto. Similmente
si dimostra anche I'esistenza di un punto p dove la funzione assume il
valore minimo. O

Problema 3.3.0.1. Se K C R € chiuso e limitato e f : K — R é
continua, allora f(K) é compatto e f ammette massimo e minimo,

ovvero esistono due punti p e q tali che f(p) < f(z) < f(q) per ogni
r e K.
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Lemma 3.3.0.1. (Criterio di continuitd per le funzioni monotone)
Sia I = [a,b] un intervallo limitato é chiuso in R e sia f : 1 —
R wna funzione strettamente crescente. Le sequenti condizioni sono
equivalenti:

a) [ é continua,

b) limmagine f(I) é un intervallo.

Dimostrazione. Segue del Lemma 3.2.1.3.
O

L’implicazione non vale in generale per le funzioni la cui immagine
non ¢ un intervallo.
Sia I C R e un intervallo. Una funzione f : I — R é crescentese se

f(x1) < f(x2)

per ogni due numeri x1, x9 € I tali che x1 < x5. Una funzione f : I — R
é decrescentese se

f(x1) > f(x2)

per ogni due numeri xq, x5 € I tali che 1 < x».

Lemma 3.3.0.2. Sia [ C R un intervallo. Se una funzione f : I — R
¢ continua e strettamente crescente(decrscente) con imagine J allora
f e invertibile con funzione inverse continua, cio€ esiste una funzione
g:J — I continua tale che

g(f(x))=aVrel, flgly)=yVyecJ

Idea della dimostrazione. Supponiamo che f(x) é strett. cres-
cente e continua in [a, b]. Qesta condizione implica f é iniettiva (perché
cresce strettamente). Per il criterio di continuitd per le funzioni mono-
tone(vedi Teorema 3.3.0.1)

f(la, b)) = [f(a), f(b)]
da qui otteniamo che f é suriettiva e quindi f é biiettiva. Cosi possiamo
definire
(@), £(0)] — [a, ).
In particolare, f~! assume tutti i valori dell’intervallo [a, b]; e di nuovo
per il criterio di continuita per le funzioni monotone(Teorema 3.3.0.1)
f~1 é continua.
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3.3.1 Continuita uniforme

Definizione 3.3.1. Sia I CR e f: I — R. La funzione f é uniforme-
mente continua se, per ogni € > 0 esiste un 6 > 0 tale che, comunque
presi due punti p e q nel dominio I di f che distano per meno di 6,
allora le loro immagini f(p) e f(q) distano per meno di .

Teorema 3.3.4. (Teorema di Heine - Cantor) Sia I C R é compatto
e f: 1 — R e continua, allora f e’ uniformemente continua.

Proof. Assumiamo, per assurdo, che non valga la tesi. La negazione di
Ve >0,30 =4(c) >0:Vp,g€l,|p—q| <d=|[f(p)— fla)| <e
equivale a

oo >0:V0 >0,Ip=ps,qa=qs € I : |ps—qs| <9,|f(ps)—f(g5)) > <o

Supponiamo dunque che esista gy > 0 tale che per ogni > 0  esistano
punti ps, s tali che |ps — ys| < § e [f(ps) — f(gs)] > €o. Scegliamo
d = 1/n con n € N e denotiamo con p,, e g, i corrispondenti punti

Ps, ds
In questo modo si definiscono due successioni di punti {p, }nen €

{qn}neN-
Poiche’ I e compatto da {p, }nen si puo’ estrarre una sotto-successione
convergente ad un punto p* € I; sia essa {py, }.
Poiché 1
nj
per j — +00, si ha

G, — D" < Py, — @y + P, — 2| =0
per j — +oo. Quindi anche {g,,} converge a p*. Poiche’ per ogni j si
ha
[f (Pny) = S an)| < 1 (pny) = F(05) 1 f (an,y) — £ (P7)]
e il secondo membro tende a zero per la continuita’ della funzione,

segue

lim [f(pn;) = f(gn,)| = 0

J—00
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incompatibile con I'ipotesi d’assurdo

|f(ps) — f(as5)] > €0

O

Teorema 3.3.5. (Composizione) La composizione di funzioni continue

¢ una funzione continua, ovvero se f e g sono due funzioni continue,
allora anche:

Wx) = (fog)(x) = flg(x))

e’ una funzione continua.
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Chapter 4

Esercizi limiti, continuita,
funzioni inversi

4.1 Funzioni trigonometriche

sin(a + 3) = sin accos 3 + cos asin 3,
cos(a+ ) = cosaccos B — sin asin 3,
sin® a + cos® a = 1.

PerO<a<nw

sina < «
e .
sin a
> COS (.
Q@
o 1 — cos2a 9 1+ cos 2«
sin“ a0 = , cos” = ,
2 2
inacos f — sin(a + ) —;— sin(a — 6)’ Sinasin § — — cos(a + ﬁ);— cos(a — )
cos acos B = cos(a+6)42rcos(a _ 6),
sin a+sin = 2sin (a ;r B) cos (a ; 6) , cos a+cos f = 2 cos <a;6) cos <

49

a—p3
2

)
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cosa — cos § = —2sin (O‘TJFB) sin <a;ﬁ)

sin o COS (v
tano = , cota = —
COS & sin «

arcsinz = o, o € [-1,1] & sina =2 a € [-7/2,7/2],
arccost = a,x € [—1,1] < cosa =z a € [0, 7],
arctanx = a,x € (—00,00) < tana =z « € [—7/2,7/2],
sinx = sinxg < x = vo+2km, 7—x9+2kmw, cosr = cosxg < x = trog+2kmT,

tanx = tanxg < x = xg + km,
Problema 4.1.0.1. Calcolare cos(2ar) se sina = M/Z
Risp. v/3/2.
Problema 4.1.0.2. Dimostrare che
sina.cos(a+ f) =sinf = tan(a+ f) = 2tanq;
sin(2a+ f) =5sinff = 2tan(a+ 3) = 3tana.
Suggerimento. Abbiamo
tan(a + f) =2tana <= sin(a+ ) cosa = 2cos(a+ f)sina <=

<= sin § = cos(a + ) sin a.

Abbiamo inoltre
2tan(a + f) = 3tana <= 2sin(a+ ) cosa = 3cos(a+ f)sina

e usando
2sin Acos B = sin(A + B) + sin(A — B),

troviamo
2sin(a+f) cosa = 3cos(a+f) sina <= sin(2a+)+sin f = = (sin(2a + 5) — sin ).

O

DO Lo
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Problema 4.1.0.3. Semplificare le espressioni

(sin o + cos av)?
1 + sin(2a)

a)

b)\/siHQa (1+cota)+cos?a (1+tana), (1 < a < 3m/2.
Risp. a) 1; b) —sina — cosa.
Problema 4.1.0.4. Dimostrare le identita’
sin® o + cos® o + 3sin* avcos®’ a = 1

cos(a + ). cos(a — )
a sin® asin? 3

1 —cot’a cot’f =

sin(a — f3) N sin(8 — ) N sin(y — «)

=0.
cosacosS  cosycos3  COSQCos7y

Problema 4.1.0.5. Per quali valori del parametro a valgono le re-
lazionsi
a)sin(m — a) = sina,

b)sina = V1 — cos? a,
¢)\/1 + sin(2a) = sina + cos a.

Problema 4.1.0.6. Dimostrare che l'identitd o+ +~v = 7/2 implica

cosa + cos 3 + cosy = 4 cos (Z — %) cos <Z — g) cos (Z — %) )

Problema 4.1.0.7. Dimostrare l’identita’

sin bz /2

— 20— ——————.
2+Cosx+cos X QSin(:L’/Q)

Problema 4.1.0.8. Calcolare sin 18°.
Problema 4.1.0.9. Dimostrare che

1 1
24+ —=2cosa = 2"+ — =2cos(na) VneN.
z "
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Problema 4.1.0.10. Trovare tutti x tali che
a) sin bx = cos 2z,

b)sin(2x) + tanx = 2,
1 1 1
c)— + + = =5,
sinx  cosz  sinzcosw
d) tan(m tan x) = cot(m cot x),

7

e)sin'”x + cos'"x = 1.

Problema 4.1.0.11. Trovare tutti x € R tale che
1+ cos®x
1 4sinz

Problema 4.1.0.12. Trovare tutti x € R tale che

2sin:v > 2003:1:

> 2.

Problema 4.1.0.13. Trovare tutti x € R tale che

|sinz + cos x| < 1.

4.1.1 Funzioni trigonometriche ed induzione

Problema 4.1.1.1. Dimostrare le sequente identitd:

- 2k
xQ"H—l:(x—l)H<x2—2xcos<2nf1) —i—l),

k=1

a 2km
2n+1 _ 2
x —1_(:c+1)l£[1<:c +2xcos(2n+1)+1),
= 2k + D
4= 2_2 (7 1].
o+ H T Z Ccos o +

k=1

Problema 4.1.1.2. Dimostrare le sequente identitd.:

sin (%) sin (3—2) .-sin ((n ;nl)ﬁ) = 2\”/51,

2 A 2nm (—1)7/2
cos cos -+ COS = :
2n+1 2n+1 2n+1 2n—1
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4.2 Funzioni log e exp
Definizione : log, b ¢’ definito per a > 0,a # 1, e b > 0.
log,b=c& a°=0.
Proprieta’:
log, (b1.b9) = log, by + log, by, a > 0,a # 1,by,by > 0,

log, (b%) = dlog, b,a > 0,a # 1,b>0,d € R.

log 4 b
log, b= —&4

" , a, A>0,a#1,A#1,b>0.
log 4 a

Problema 4.2.0.1. Risolvere le sequente equazioni

a) log,x+log,.a =1,

b) — Z +log, (5V/5) = (logxz \/5)2,

¢) aV® =z

4.3 Esercizi limiti delle successioni
Problema 4.3.0.1. Trovare il limite della successione
an = v/nln(l +e") —n*?2
Risposta 0

Problema 4.3.0.2. Trovare il limite della successione
a, = vnln(l+e") —nvn — 1.

Risposta oo.
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Problema 4.3.0.3. Studiare la convergenza della successione

Ly L
an:_ - “ e R —
ne - (n 4 1) (n+n)e

al variare del parametro a € R.

Problema 4.3.0.4. Studiare la convergenza della successione

a, = n® (\%12 + arctann — v/n2 +n>
per a < 1/3.

Problema 4.3.0.5. Sia

an

% ©sin ((Qk + 1)7r>

al variare del parametro o € R.

Problema 4.3.0.6. Studiare la convergenza della successione
n® cos (g +v/n — \/ﬁ)

al variare del parametro o € R.

Problema 4.3.0.7. Studiare 'esistenza del limite

. V2 n+l—vn2+1
lim

n—00 log, n

Problema 4.3.0.8. Studiare la convergenza della successione

1 1
an=1+=-4+---+——Inn.
2 n
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4.3.1 Successioni e funzione inverse

Problema 4.3.1.1. Sia X (M) linsieme
XM)={ze (M, M);{z} = %arctanx},
dove b(x) = {x} € la parte frazionaria di x cioé’
0<b(zx)<1,0<z—0b(x)<1l,z—bx)eN.

Studiare esistenza dell’limite

. card(X(M))
RV

Soluzione. Se M > 1 é un numero intero si puo vedereche (tracciando
i grafici delle funzioni b(z), fi(z) = 2 arctanz

< card(X(M))= (M —1).

10|

-10 -5 F 5 10

Figure 4.1: T punti d’intersezione dei grafici di b(x), f1(x)

Cosi otteniamo
card(X(M))

— 1.
M
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Problema 4.3.1.2. Sia A(N) linsieme
A(N)={z € (—=N,N);z = —tanx}.

Studiare l’esistenza dell’limite

. card(A(N))
TN

Soluzione. Se km < N < (k+ 1)7 si puo vedereche

(2k + 1) < card(A(N)) < (2k + 3).

Cosl otteniamo o N
card(A(N)) < — +3

™

N
card(A(N)) >2k+1>2— -2+ 1.
T

e quindi
2 1 _card(A(N)) 2 3
S it Sk S 2 g T
™ N — N -7 N
Cosi otteniamo
. card(A(N)) 2
lim ————— = —.
N /oo N ™

4.4 Esercizi limiti delle funzioni

4.4.1 Alcuni Limiti notevoli ed esercizi

arctan x . arcsinzx

lim =1, lim =1,
z—0 €T x—0 T
. loggpx oA
VA>0,vyB>1 Ilm ——=0, lim — =0.
r—00 I z—00 BT
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Limiti indeterminati:

0 00
— — 0.
00 oo >
Limiti determinati
0
— =0, 00=0
00

4.4.2 Esercizi sui limiti delle funzioni
Problema 4.4.2.1. Trovare il limite

T2’ +6 T2+ 6

ot =Tr+6
a) lim — : :
=00 3 — 2x — xt =1 3 —2x — 12

203 — 2z — 2%’
Risp. a) 2; b) —1; ¢) 2,5.

Problema 4.4.2.2. Trovare il limite

o243 4+3 o4+t 4x o3 =312+ 2

a) lim —————, b) lim ————; c) lim ————;
z—0 2 —1 z—0 2 — z—1 2 —1

3 322 +2 3 _3x2+2 2)3 —8

d) lim w; e) lim ~ AL u;

z—oo  x3 —1 a1 3 — 42+ 37 250 3r— 23

Risp. a) —3; b) —1; ¢) =3/2; d) 1; e) 3/5; f) 4.

Problema 4.4.2.3. Trovare il limite

1— VO 3v10x — 15
im T 1 e i ’ ‘ ¢) lim Va2 +1 — x;

1 ;b)) lim ——;
a) T — ’ )xig}s 4—2/10x = e—oo
—12 Va2 -8z —2 Vo —1
d) lim TV v s ;e)lim v ;
x—>9:p—7\/5+12 r—6 x—>113/x2_|_2\3/5_3

v/ 1 — /1 -
f) lim Vite- v x; g) lim z(vV922 +5-3x); h) lim (V922 + 5—3x);

z—0 x T—00 T——00

i) lim Va2 — 42 +2 — Va2 — 10z + 3.

r—+00
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Risp. a) =5/6; b) 3/2;¢) 0;d) —20/3;e) 1/4; 1) 2/3; g) 5/6; h)—o0
i) +3.

Problema 4.4.2.4. Trovare il limite

VIi—z+a22 -1 , 1+2z+22—1

oVt =322+ 2
m )

R - T e
d) lim vVa? — 2z 4+ 3—2+7; e) lim C S f) lim Vo + 23—/ —x + 3.
T—00 ’ z—0 \/.T3 + 22 \/I‘Q — 3 T—00

Problema 4.4.2.5. Troovare il limite

. 1—cos3zx ) ) 1 +sinz —cosx
a)lim ————; b) lim xsin , ) lim - :
z—0 2 z—00 x+2 z—01 —sinx — cosx
d) Tim tanx'—Qsinx; ) lim 1 —?os3x; , sin(x—w/?));
z—0 sin” z—0 xsin 2z z—r/3 1 —2cosx
(2% — 6x +5)sin(z — 1) (2 45z —2)tanz 2 —4

li h) li ol JA)
9) Jam (z — 1)2 ' )xl—% x? + 3z P ne cos(mz/4)’

. : i
J) lim &; k) lim TR tan’a ;) lim L
vom 1 — 22 /72 z—m/2 \ OS2 T z—0  sin(4x)

Risp. a) 9/2; b) 1; ¢) —1; d) 0; e) 3/4; f) v/3/3; g) —4; h) —2/3; i)
—16/m; j) m/2; k) 1/2; ) 1/16.

Problema 4.4.2.6. Calcolare limite

lim_cos (L\% il 1))

r——1 X + ].
Risp. 1/2.
Problema 4.4.2.7. Vedere se esiste il limite

o in (w(er 1))

T+ 1

r—r-+00

Risp. 0.
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Problema 4.4.2.8. Vedere se esiste il limite
lim 2 52(1/2%)
20 sin
Risp. 0.
Problema 4.4.2.9. Vedere se esiste il limite
. xr—sinx
lim ————,
2—0 sin |z|®
dove 0 < a < 3.
Risp. 0.
Problema 4.4.2.10. Trovare il limite lim, ., f(x)/g(x) dove
f(zx) g(x) xo | risposta 1| risposta 2 | risposta 3
O O O
In(z + /1 —2z) 72 0 altra 0.5 —0.5
O O O
4 —4sinx (22 —7)% | 7/2 0,25 0.5 altra
O O O
Va4 x3 + Va2 tan z 0 2 altra 1

Problema 4.4.2.11. Clalcolare il valore dei sequenti limiti di funzionai:

1 3x 92 3x 9 3x
lim (1 + —) ,  lim (1 + —) ,  lim (1 — —)
T—00 x T—00 x T—00 x
5% — 2%

(4N 2t g5t 2
lim , lim ——— lim
z—oo \ & + 1 xz—0 T z—0 3T — Q=

lim 1n (M) |

T—00 Inz

. T
lim 2",

lim 27,
z—0t

z—0t

Problema 4.4.2.12. Trovare i limiti:

oVl —x+a2-1 o1+ 20+ a2 -1
lim lim

)

z—0 xX T—00 X

(4.4.2.3)

(4.4.2.4)

(4.4.2.5)
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. 1—rcos3x
lim ————,
xz—0 3;‘2

) ) 1
lim x sin ,

lim (2 — 1)~ arcsin
z—1

lim In(2z/m)

e—m/2 (20 — )

r—1
r+2)’

ESERCIZI LIMITI DELLE FUNZIONI

Problema 4.4.2.13. (ogni risposta ha massimo 8 punti) Trovare il

limite lim, ., f(x)/g(z) dove

f(x) g(x) xo | risposta 1| risposta 2 | risposta 3
O O O
In(z + 1 — 2x) x? 0 altra 0.5 —0.5
O O O
4 —4sinx (22 —m)? | m/2 0,25 0.5 altra
O O O
Va2 + a3 + Va? tan x 0 2 altra 1
Problema 4.4.2.14. Calcolare limite
v/ 4 —2
vere—2 (4.4.2.6)
z=0  sin(4x)
Problema 4.4.2.15. Calcolare limite
v 1
lim cos (M) (4.4.2.7)
r——1 X + ].
Problema 4.4.2.16. Vedere se esiste il limite
2 2 1
lim sin (W( Vo oo )) (4.4.2.8)
r——+00 e —|— 1
Problema 4.4.2.17. Vedere se esiste il limite
lim_sin (7?(\2/3:2 o+ 1)) (4.4.2.9)
T—r+00
Problema 4.4.2.18. Calcolare limite
: _\1/cos(z—m7/2)
lim (1 — z) . (4.4.2.10)
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4.5 Esercizi sulla continuita

Problema 4.5.0.1. Non e vero in generale che l'immagine di un in-
sieme aperto sia un insieme aperto. Costruire controesempio.

Suggerimento f(r) = z?. L’immagine del insieme {x;|z| < 1}
non ¢é un insieme aperto.

Problema 4.5.0.2. Trovare una funzione
fR—R
tale che
e 'immagine di ogni aperto € aperto (la mappa € aperta)
e [a funzione non é continua

Problema 4.5.0.3. Se I = J =1[0,1] e
f:I—J
¢ una bijezione continua, allora f € aperta.

Problema 4.5.0.4. Se f : [0,1] — R € continua e f(0) = f(1) allora
esistono x,y € [0,1) tale che f(x) = f(y).

Suggerimento. Sia
m = min f, M = max f.
Se x_ e x4 sono tali che
o) =m, flzs) = M.
Se m < f(0) = f(1) allora f non é iniettiva.
Problema 4.5.0.5. Se
F:[0,1] —R

¢ una funzione continua ed aperta, allora F e monotona.
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4.5.1 Le funzione arcsin, arccos, arctan, In

La funzione sin «v é crescente per a € I = [—7/2,7/2]. L'imagine e J =
[—1,1]. Allora la funzione inversa é arcsin z con dominio J = [—1,1] e
I'imagine I = [—7/2,7/2].

arcsine = o,z € [-1,1] & sina =2 a € [-7/2,7/2].

La funzione cos « é decrescente per o € I = [0, 7]. L’imagine é J =
[—1,1]. Allora la funzione inversa é arccos z con dominio J = [—1,1] e
I'imagine I = [0, 7.

arccosr = a,x € [—1,1] & cosa =z a € [0, 7],

La funzione tan « é crescente per a € I = (—7/2,7/2). L’'imagine
é J = [—00,00]. Allora la funzione inversa é arctanz con dominio
J = (—00,00) e imagine [ = (—7/2,7/2).
arctanx = a,x € (—00,00) < tana =z a € [—7/2,7/2],
La funzione e® é crescente per x € I = (—o00,00). L’imagine e
J = (0,00). Allora la funzione inversa é In x con dominio J = (0,00) e
imagine I = (—o0, 00).

Problema 4.5.1.1. Trovare l'imagine e la inversa (se esiste) delle
funzione

a) f(x) =1+ 2/x con dominio (0,1).

b) f(z) = (2* +1)/(2* — 1) con dominio [ = (—1,1)).

Problema 4.5.1.2. Per quale intervallo I C R la funzione f(z) =
x + |22 — 1| con dominio I € invertibile e continua ¢

Problema 4.5.1.3. Studiare la continuita’ della funzione f(x) = sinx/(1+
cosx) con dominio I = (0, ).

Problema 4.5.1.4. Studiare la continuita’ della funzione

arcsinz
{T sex #0,

1 altrimente.

fz) =

con dominio I = [—1,1].
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Numeri Complessi

5.1 Definizione e primi proprieta
Definizione 5.1.1. L’nsieme di numeri complessi C e definito come
C=RxR={z=(z,y);z e R,y e R}

con due operazioni:
e la somma delle coppie (x1,y1) € (x2,y2) € definita con

(w1, 91) + (02, 42) = (21 + T2, Y1 + 2);

e il prodotto della coppie (x1,y1) € (z2,y2) € definita con

(951, yl)-(%, ?/2) = ($19€2 — Y1Y2, T1Y2 + 902?/1)-

L’insieme C con l'operazione somma é un gruppo comutativo con
elemento neutro

0= (0,0).
Per ogni z = (z,y) poniamo
—z=(—x,—y).
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Si possano verificare le proprieta

C é gruppo commutativo rispetto la somma, cioé (5.1.0.1)
(a+b)+c=a+(b+c), Va,b,c e C
a+0=04+a=a, YaeC,
a+(—a)=0, YVaeC
a+b=b+a, Va,beC.

C é anello cioé C é gruppo abeliano rispetto la somma come in (5.1.0.1),
il prodotto é associativo

(a.b).c = a.(b.c), Ya,b,c € Q
e la moltiplicazione e distributiva rispetto alla somma:

a-(b+c)=(a-b)+(a-c), (5.1.0.2)
(a+b)-c=(a-c)+(b-c).

Finalmente C risulta un campo, cioé anello commutativo, tale che
C \ {0} é gruppo abeliano rispetto il prodotto. In fatti, ’elemento
neutro e
1=(1,0).

Il fatto che C é campo pratticamnte implica che
Ya #0,3b € C\ {0}, ab = 1. (5.1.0.3)
La verifica di (5.1.0.3) si puo fare come segue. Se

a=(z,y) #0

allora
22 +y* #0

e —— 4
o :1:2+y2’ :L’2—|—y2

verifica (5.1.0.3).
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Definizione 5.1.2. Se z = (z,y) é un numero complesso allora
z=(z,~y)
st chiama coniugato a z € C.
Se z = (z,y) € C, allora abbiamo la relazione
2.z =+ 9% (5.1.0.4)
Se z = (z,y) abbiamo inoltre la relazione

(2,0) = Z;E. (5.1.0.5)

Possiamo identificare (z,0) con z € R. Cosi (5.1.0.5) diventa

z2+Z
T = .

2

Usando la definizione del prodotto in C si vede che per ogni numero
reale a = (v, 0) e per ogi numero complesso z = (x,y) abbiamo

az = (a,0).(z,y) = (ax, ay).
Notazioni. Numero imaginario i é
i=(0,1).
La parte reale di z = (z,y) é
Rez =z,
la parte imaginaria di z = (x,y) é

Imz =y,
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Abbiamo le relazioni
iP=-1i=-ii'=1 (5.1.0.6)

e quindi

., sem =4k, k € Z;

.m ) 1, sem=4k+ 1,k € Z;

b= —1, sem=4k+ 2,k € Z; (5.1.0.7)

—1, sem =4k+ 3,k € Z.
Se z = (z,y) allora
z=x+1y

e usando (5.1.0.5) troviamo

Z24Z z—Z
Rez = Imz =
ez 5 mz o

(5.1.0.8)

L’equazione 22 + 1 = 0 non puo’ avere soluzioni reali dato che
non ha senso (nel campo dei numeri reali) considerare v/—1. Tuttavia
I’equazione scritta sopra ha soluzione se ampliamo l'insieme dei numeri
reali con l'aggiunta dell’'unita’ immaginaria i = (0,1) che gode della
proprieta’

i =—1. (5.1.0.9)

UCos’1 I'insieme di numeri complessi si puo rappresentare come
C={z=z+1iy,z,y € R}.

Se z = x+iy con x,y € R, allora x ed y si chiamano ripettivamente
parte reale e parte immaginaria del numero complesso z e si indicano
con Re z ed Im z.

La somma e la moltiplicazione tra numeri complessi segue le stesse
regole della moltiplicazione tra numeri reali, tenendo conto del fatto
che per l'unita’ immaginaria i vale la regola (5.1.0.9). Quindi

r+iy+a +iy = (x+2)+ily+9)

(z+iy) (2’ +1y) = 2’ +izy +iz'y +i%yy = (z2’ —yy') +i(zy +2y).
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Dato z = x + iy si definisce

Z=x—1y

|2]* = 2% + %

Si puo’ anche definire il rapporto tra numeri complessi come segue:

A 20

wo fw]?

(notare che il secondo membro ha senso visto che la moltiplicazione dei
tre numeri z, w, # si puo’ fare seguendo la regola di prodotto descritta
sopra).

Ogni numero complesso z = z-+iy e’ individuato da due numeri reali
(la parte reale e la parte immaginaria). Pertanto i numeri complessi
possono essere individuati da un punto nel piano cartesiano x — y.
D’altra parte ogni punto (z,y) del piano puo’ essere individuato in
coordinate polari dalla distanza del punto dall’origine p e dall’angolo
0 formato tra l'asse delle = e la semiretta passante per il punto (z,y)
e l'origine.

Pertanto se (z,y) = (pcosf, psin) (osservare che 6 e’ definito a
meno di un multiplo intero di 27) allora

x + iy = p(cos @ + isinh).
Una notazione utile e’

0

e =cosf +1isinb,

e pertanto ogni numero complesso x + iy si puo’ sempre esprimere in
coordinate polari ed in forma compatta come segue:

x4 iy = pe'?

dove 0 definito a meno di 2k con k € Z.
Inoltre si ha che

2" = p"e™ se z = pe'? (5.1.0.10)
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(vedi esercizio (5.1.0.8)).

Un numero complesso 2z’ si dice essere una radice n-esima del nu-
mero complesso z se 2" = z.
In particolare se z = pel@+2+7) o

z allora si ha per definizione che

0/ . . .
2 = p'el? e una radice n-esima di

n _inf’

i(0+2km) _ (p/) e

pe
dove abbiamo usato (5.1.0.10).

In particolare si ha che le radici n-esime di z = pe'? sono tutti e
soli i numeri complessi del tipo p'e'?" dove p' = Wpet = % + 2—:7T per
qualche k € Z.

Esempio Calcolare v/—1. Osserviamo che in base all’interpretazione
geometrica dei numeri complessi si ha che —1 = ™27 con k € Z e
quindi tutte le radici di —1 sono del tipo ez T+ con k € Z.

Data la periodicita’ di €' si ha che le uniche radici distinte di —1
possono essere individuate dai numeri e'2 e €3 che possono essere
scritte in coordinate cartesiane come i e —i.

Problema 5.1.0.1. Provare che |z|? = 2.z per ogni numero z € C.

Problema 5.1.0.2. Provare che |z-w| = |z||w| per ogni numero z, w €

C.

Problema 5.1.0.3. Calcolare

3i—2 i—-3 (1—i)(i—2)
i—2  1—2  (2i+1)?

Problema 5.1.0.4. Dati i numeri complessi z = x+iy e w = 2’ 4+ iy/
(w si suppone diverso dal numero complesso nullo) esprimere la parte
reale e la parte immaginaria di =.

Problema 5.1.0.5. Provare che
|z +w| < [2] + |wl

per ogni coppiae di numeri z,w € C.
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Problema 5.1.0.6. Dato il numero complesso z = pe' calcolare |z|*.

. H 30/ . . .
Problema 5.1.0.7. Dati z = pe? e 2/ = p'el esprimere in coordinate
polari i numeri z.2' e %.
z

Problema 5.1.0.8. Esprimere in coordinate polari il numero z"™ dove
i
2z = pe'’.

Problema 5.1.0.9. Calcolare
(1 + 2\/§> '
2

Problema 5.1.0.10. Simplificare l’espressione

pern € N.

P —1 23-1

z—1 2—1

dove z = €',

Problema 5.1.0.11. Calcolare
21/t
sez+1/z=1

Problema 5.1.0.12. Provare che ogni numero complesso z diverso da
zero, ammette esattamente n radici n-esime distinte.

Problema 5.1.0.13. Calcolare \%, m,m .

Problema 5.1.0.14. Trovare tutti i numeri complesst tali che
2" = z.

Problema 5.1.0.15. Risolver l’equazione z3z* = —222.

Problema 5.1.0.16. Trovare tutti i numeri complessi tali che

"=z
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Problema 5.1.0.17. Trovare tutti © numeri complessi tali che
2 —]z-3-3=0.
Suggerimento. Usare la forma cartesiana z = x + iy.
Problema 5.1.0.18. Rislovere
z—Z=2%— (Imz)? + (1 —2i)* — 1.

Soluzione. Ponendo

I z—7Z 2
=Imz = r=|z
y 2i ) b
abbiamo
2 —% =2y, 2Z=r"

e usando

(1—2i)% - 1= —4+4i
troviamo

2y =12 —y® — 4+ 4i

e quindi la parte reale ed imaginaria in questa identita ci da

In questo modo troviamo
y=21=2V2.
O

Problema 5.1.0.19. Trovare tutte le coppie di numeri complessi z, w
tali che
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Problema 5.1.0.20. Esrpimere in coordinate polari il numero comp-
lesso
14 cosf +1isinf.

Problema 5.1.0.21. Rappresentare graficamnete il sequente sottoin-
sieme di C:
{lz—=1]=|2+1|,z € C}.

Problema 5.1.0.22. Siano zi, ..., z, le radici n-esime di 1. Calcolare
21+ ot 2p ez X X 2y

Problema 5.1.0.23. Scrivere in forma compatta i numeri (14 )™ +
(1 —14)", conn e N.

Problema 5.1.0.24. Siano dati a,b,c € C tali che |a| = |b| = |¢|] =
1. Provare che il triangolo di vertici a,b,c e’ equilatero se e solo se
a+b+c=0.

Problema 5.1.0.25. Siano dati a,b,c € C , provare che il triangolo
di vertici a, b, c e’equilatero se e solo se a* + b* + ¢ = ab + ac + be.

Problema 5.1.0.26. Rappresentare graficamenete il sequente sottoin-
sieme di C:
{2+ 2z =2,z € C}.

Problema 5.1.0.27. Se w € C é un numero complesso tale che |w| <
1 wverificare l'affermazione

Z—w
< L.

|z|<1<:))

l1—w =z
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Chapter 6

Differenziabilita

Definizione 6.0.1. Sia f una funzione di una variabile definita su un
dominio D C R e xy € un punto interno di D. La funzione é detta
differenziabile in xq se esiste il limite

. Flxg+h)— Fl(x

ed in tal caso si ha:

L(xg) = f'(o).

Lemma 6.0.0.1. Sia f una funzione di una variabile definita su un
dominio D C R e xy é un punto interno di D. La funzione € differen-
ziabile se e solo se esiste un numero reale L = L(xg) tale che

f(z) = f(xo) + L(wo)(x — x0) + o(|x — x0]).

Dimostrazione. Segue della Definizione 6.0.1 e del simbolo di Landau.
O

Lemma 6.0.0.2. Sia f una funzione di una variabile definita su un

dominio D C R e xg é un punto interno di D. Se la funzione é
differenziabile in xo € D allora é continua in x

f(z) = f(xo) + L(wo)(x — x0) + o(|7 — x0]).
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Dimostrazione. Se la funzione é differenziabile nel x, allora
f(x) = f(zo) + L(zo)(x — x9) + oz — zol). (6.0.0.1)
La continuita significa
f(@) = flzo) +o(1).

Le proprieta
(x —x0) € 0(1), 0|z — x0|) C 0(1)

dimostrano che (6.0.0.1) implica
f(@) = flzo) +o(1)
e quindi f(x) é continua in zg O

Definizione 6.0.2. Sia f una funzione di una variabile definita su un
intervallo D = (a,b) C R aperto. La funzione € differenziabile in D se
e solo se f € differenziabile in ogni punto xy € D.

Regole di derivazione

(f(2) +9(x)) = () + 4'(x), (f(x)g(x))" = f()g(x) + f(2)g'(x)

(;UA)’ = AzA, (In|z|) =1/z, (") =¢", (a*) = a”Ina.

. ) 1
(sinz) = cosx, (cosz)l = —sinx, (tanz) = oy
1 1 1
(arcsinx) = , (arccos )l = ————, (arctanz) =

1 — 22 1 — 22 1+ 22
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6.1 Teoremi di Roll, Lagrange e Cauchy

Teorema 6.1.1. (teorema di Fermat sui punti stazionari)
Sia f : (a,b) — R una funzione e si supponga che zo € (a,b) sia
un punto di estremo locale di f. Se f € derivabile nel punto xq, allora

f(zg) = 0.

Proof. Si supponga che z sia un punto di massimo locale (la di-
mostrazione si applica anche nel caso in cui zy sia un minimo). Allora:

30>0 : z€(xg—0,20+9)N(a,b) = f(xg) > f(x)
Pertanto, per ogni h € (0,4) vale la relazione

f(xo +h) = f(xo)
h

<0.

Dato che il limite di questo rapporto per h — 0% esiste ed é pari a
f'(xg), allora si pué concludere (permanenza del segno) che f'(zq) < 0.
D’altra parte, per h € (—6,0) si nota che

f(xo +h) = f(zo)
h

di nuovo, il limite per h — 0~ wvalef'(zq), da cui abbiamo f’(xy) > 0.
Combinando i risultati ottenuti si pué concludere che f'(z) = 0.
U

> 0;

Teorema 6.1.2. (teorema di Roll) Sia [ : [a,b] — R. Se f é continua
in [a, b], derivabile in (a,b) e se vale f(a) = f(b), allora esiste un punto
c € la,b] tale che

f(e) = 0.

Proof. In virtu* del Teorema di Weierstrass la funzione sull’intervallo
[a, b] ammette massimo e minimo assoluti (che indichiamo rispettiva-
mente con M e m). Si danno due casi: o il massimo e il minimo sono
entrambi raggiunti negli estremi oppure almeno uno dei due appartiene
all'intervallo (a,b).

Il massimo e il minimo sono entrambi raggiunti negli estremi e
quindi poiche’ f(a) = f(b) ne segue che M = m. Questo implica che
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la funzione é costante sull’intervallo [a,b] e quindi la derivata é nulla
in ciascun punto c¢ dell'intervallo (a,b). Il massimo o il minimo sono
raggiunti all’interno dell’intervallo. Per fissare le idee, consideriamo il
caso in cui il massimo ¢ raggiunto in un punto c¢ dell’intervallo aperto
(a,b), cioé f(c) = M.

Dunque per il Teorema di Fermat la derivata é nulla nel punto
c. U

Teorema 6.1.3. (teorema di Lagrange) Sia f : [a,b] — R una funzione
continua in [a,b] e derivabile in (a,b). Allora esiste un punto

c€ (a,b): f'(c) = w.

Idea della dimostrazione. Ai fini della dimostrazione dobbiamo
cercare una funzione a cui si possa applicare il teorema di Rolle. In
particolare dobbiamo fare in modo che essa rispetti la terza ipotesi,
non garantita dall’ipotesi di Lagrange Sia g(z) la seguente funzione:

g9(x) = f(z) = f(a) + Az —a).

Se la funzione é derivabile in (a,b) e f'(z) > 0 per ogni x € (a,b),
allora f(x) é crescente in (a,b)

a<z <z <b= f(z1) < f(x2).

Teorema 6.1.4. (teorema di Cauchy) Siano f,g : [a,b] — R due
funzioni reali di variabile reale continue in [a,b] e derivabili in (a,b).
Allora esiste un punto ¢ € (a,b) tale che

9(b) = g(a)]f'(c) = [£(b) = f(a)lg'(c).

Idea della dimostrazione. Ai fini della dimostrazione dobbiamo
cercare una funzione a cui si possa applicare il teorema di Rolle. In
particolare dobbiamo fare in modo che essa rispetti la terza ipotesi,
non garantita dallipotesi di Lagrange. Sia g(b) — g(a) # 0 e F(x) la
seguente funzione :

F(z) = f(z) = f(a) + Ag(x) — g(a)),

dove A é una costante da scegliere in modo tale che I'ipotesi di Lagrange
sono soddisfatti.
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6.1.1 Regola di I’Hoépital

Teorema 6.1.5. Siano f,g : [a,b] — R due funzioni reali di variabile
reale continue in [a,b] e derivabili in (a,b), con —oo < a < b < 4005
siano g(x) e ¢'(x) diverse da 0 in ogni punto di tale intervallo, tranne
al piu‘ in ¢ € (a,b). Sia inoltre

f(x),9(x) — 0 oppure f(z), g(x) — o0

Tr—cC

ed esista

—

'(v) R

L =1
1m /(x) €

Tr—cC

s

Allora
f(

lim _:1:) = L.
r—rC g(ﬂf)

Idea della dimostrazione. La dimostrazione standard fa uso del
teorema di Cauchy ed é soggetta a variazioni a seconda che c e L siano
finiti o infiniti, che f e g convergano a zero o ad infinito, e che i limiti
in considerazione siano destri, sinistri o bilateri.

Problema 6.1.1.1. Calcolare il limite

lim sin(sinx) — ZL‘)
z—0 2

Problema 6.1.1.2. Calcolare il limite

lim sin(cos z) — In(2x/7)

R (2z — )2

Problema 6.1.1.3. Cualcolare il limite

. ) 2
lim sin(sin” x) — z )
x—0 :L‘4

Problema 6.1.1.4. Calcolare il limite

lim z*.
$—)0+
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Problema 6.1.1.5. Calcolare il limite

lim xx—l/(log x) ]
:B~>0+

Problema 6.1.1.6. Calcolare il limite

lim ze /%,
z—04

Problema 6.1.1.7. Calcolare il limite

. . 2
lim z3e /%",
$—)0+

Problema 6.1.1.8. Verificare se per ogni n > 1 la funzione

{ e 1/* sex > 0;

0 se x < 0. (6.1.1.2)

¢ n volte differenziabile.

Definizione 6.1.1. Dato l'intervallo (a,b) linsieme C*(a, b) € definito
come linsieme di tutti funzuioni f(x) definita nel intervallo (a,b) tale
che per ogni numero naturale n > 1 la funzione é n volte derivabile in

(a,b).
Problema 6.1.1.9. Sia

9(@) = f(@)f(1 - 2), (6.1.1.3)

dove f(x) € la funzione definita in (6.1.1.2) Vedere se valgono le sequenti
proprietd:

z € (0,1) = g(x) >0, (6.1.1.4)
& (0,1) = g(z)=0 (6.1.1.5)
g(x) € C*(R). (6.1.1.6)

Problema 6.1.1.10. Verificare se f(z) € C*(R), dove

e /=2 e |z < 1;

f(z) :{ 0, it o1 (6.1.1.7)
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Problema 6.1.1.11. Verificare se f(z) € C*(R), dove

f) = e V=227 g0 /2 < 1 < 2;
10, sex & (1/2,2).

a) Studiare la convergenza delle serie

al varire di x > 0,
b) Vedere che

Problema 6.1.1.12. Sia

f@)1/2) .
g(x) = Farifary fare Pere > 0;
0, sex < 0.

dove f(x) € la funzione del problema (6.1.1.11). Vedere se

a) g(x) € C=(R),

b) suppg definito come la chiusura dell’insieme

{z e R;g(x) # 0}

e’ compatto,
c)glz)=1perl1 <z <2

Problema 6.1.1.13. Costruire una funzione f(x) tale che

a) f(x) € C=(R),

b) suppf definito come la chiusura dell’insieme

{z e R; f(x) # 0}

e’ [—2,2],
) f(z) =1 per|z| < 1.
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(6.1.1.8)

(6.1.1.9)
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Definizione 6.1.2. Una funzione f(z) si chiama razionale se
P(x)

Q(x)’

dove P(x) e Q(x) sono polinomi primi tra loro.

Problema 6.1.1.14. Sia

fz) =

dove P(x) = ax"+--+ cona# 0 eQ(x) =bx™+--- conb # 0. Vedere
che
00, sen >m;
lim |f(z)]=< 0, sen<m; (6.1.1.10)

z—+o0 |a]

Wy sen=m.

Problema 6.1.1.15. Verificare che la funzione f(x) = In|x| non é
razionale.

Problema 6.1.1.16. Verificare che la funzione f(x) = e non € razionale.

Problema 6.1.1.17. Verificare che la funzione f(x) = sinz non é
razionale.

6.2 Formula di Taylor e massimi e minimi
Teorema 6.2.1. Sia f : (a,b) — R derivabile n volte nell’intervallo

(a,b). Sia fissato un xy € (a,)]. Allora, definito il polinomio di Taylor
di grado n come

Po(f,x) = f(xo)+f (o) (x—20)+

st ha che

ove R, (z) = o(|z — xo|™).
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Proof. Sia f : [xg — |h|,xo + |h]] = R, con h # 0, derivabile n volte in
xp, vogliamo dimostrare che

fla)y=>" o he +o(h™)  Ya e (xg— h, a0+ h),
k=0

(dove usiamo la convenzione () (o) = f(xo) per la ”derivata di ordine

zero” di f). Questo equivale a

n

i o £ 1) = ) = Sl == ) ] =0

h—0 h™
(6.2.0.11)
La dimostriamo per induzione. Per n = 1 la relazione é facilmente
verificabile; infatti se esiste f’(zg) la relazione coincide con la con-
dizione di differenziabilita per una funzione di una variabile, ovvero:

. f(xo+h) — f(xo) — f'(w0)h

h—0 h =0

Supponiamola vera per (n — 1) e dimostriamola per n . Il rapporto
che compare nella (6.2.0.11) si presenta nella forma indeterminata 8
per h — 0 ; osserviamo inoltre che sia il denominatore sia la sua
derivata prima nh"~! non assumono mai un valore nullo. Sono dunque
soddisfatte le ipotesi per applicare il teorema di de I’Hopital, e allora
il limite nella (6.2.0.11) viene a coincidere con:

lim f(wo+h) — f'(xo) = f"(wo)h — -+ — [V (xo)%

lim — (6.2.0.12)

nel caso quest’ultimo limite esista. Nelle nostre ipotesi la funzione
f'(x) , che e definita in un intorno di zy, é derivabile (n — 1) volte
in xg e quindi, ricordando che:

f(k)<l’0) _ (f(kfl))’@()) Vk1<k<n

per l'ipotesi d’induzione (considerando la suddetta espressione come
sviluppo di g(x) = f'(z) troncato al termine n—1, per il quale sappiamo
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che tale espressione e vera) segue che il limite nella (6.2.0.12) ¢ zero,
ossia (data I'eguaglianza dei limiti per la regola di de I’'Hopital):
flao+h) = fxo) = f(wo)h — -+ — f(n)(ﬂfo)m = o(h")

il che dimostra il passo induttivo e conferma la tesi. Ol

Teorema 6.2.2. (Taylor con resto nella forma di Lagrange) Se la
funzione é derivabile n+ 1 volte in un intorno di xy esiste & compreso
tra o e x tale che

(n+1)
R,(x) = %(w — )",

Proof. Per semplicita’ suppogniamo zy = 0, © = h.
Dimostriamo la tesi per induzione. Quando n = 0 per il teorema
di Lagrange abbiamo proprio

Ry(h) = f(h) = f(0) = f()h

per qualche £ tra 0 e h. Supponiamo di aver dimostrato la tesi per n e
proviamola per n + 1, consideriamo che

Ry (fh) = f'(h) = T (f, h) = f'(h) = Tu(f', h) = Ru(f', 1)

quindi ancora per il teorema di Cauchy applicato a R,,11(f,h) e g(h) =
h"*2 abbiamo

(B2 (f,) ) nve _ _Bal[",€)

Roi1(f h) = Ruga(f, h)=Rpia (f,0) = W}l = W}L
Per ipotesi induttiva
o JOPE)
R,(f',€) = WS +1

e quindi abbiamo

f(n+2)<<~(£)) n+1 fn+2(<) n+2
Ro(f,h) = Wg +1 (n+2)!h +2.

per qualche & tra xg e x e qualche ( tra xg e &, il che completa la prova.
O

n+2
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Formula di Taylor per varie funzioni

' T (—1)kg2k+l Jors
SIDIEZIE—§+§+"'+W+O(|IE| )
z? ot (‘Dkx% 2k+2
T .T2 xn n+1
e :1+x+§+---+5+0(|x| ).

6.2.1 Massimi e minimi relativi.

Nel caso di una funzione derivabile di una variabile reale la condizione
necessaria, ma non sufficiente, affinche’ un punto possa, eventualmente,
essere di massimo o di minimo locale é data dal teorema di Fermat,
in base al quale la derivata prima di una funzione deve annullarsi se
calcolata in corrispondenza di un punto di massimo o minimo locale:

f(x0) =0

Tale condizione permette di trovare un certo numero di punti (xg, =1, ...)
che si chiamano punti critici o stazionari. Naturalmente questa con-
dizione vale per tutti i punti interni al dominio di derivabilita, cioé nei
punti interni di questo insieme, mentre negli estremi dell’insieme non
é detto che la derivata esista e proprio per questo motivo la condizione
vale per gli intervalli aperti.

Possiamo utilizzare la derivata prima per classificare i punti critici.
Un punto zy é di massimo locale per f se nei suoi intorni destro e
sinistro:
<0 <z <204+90

>0 xzg—0<z<umxg

f(x) =
Viceversa e di minimo locale se:

>0 zo<z<x9+90
<0 x2g—0<z<umg

f'(x) =
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6.2.2 Condizione sufficiente con la derivata sec-
onda

Alternativamente se la funzione ammette la derivata seconda in un
punto, un punto e’ di massimo o minimo relativo se la derivata prima
della funzione si annulla (quindi z, é un punto stazionario) e la derivata
seconda non si annulla. Piu‘ precisamente, posto che la derivata prima
si annulli, se la derivata seconda risulta essere maggiore di 0, allora
significa che la concavita sara rivolta verso l'alto percié il punto é di
minimo. Mentre se la derivata seconda é minore di zero, significa che
la concavita ¢é rivolta verso il basso quindi si trattera di un punto di
massimo. Se invece la derivata seconda si annulla, nel caso in cui la
derivata terza sia diversa da zero, avremo in quel punto un flesso a
tangenza orizzontale ascendente o discendente e, per la definizione di
flesso, la funzione cambiera concavita in tale punto.

6.2.3 Funzioni convessi (concavi)

Definizione 6.2.1. Una funzione f : I — R a wvalori reals, con I
sottoinsieme convesso di R, si dice convessa nel suo dominio I se:

fAz+py) < Af(x)+pfly)  Veyel VApel0,lA+p=1
(6.2.3.13)

Se l'uguaglianza vale solo nel caso in cui x = y oppure se A =0 o
A =1, allora si parla di funzione strettamente convessa.

Nel caso particolare in cui f sia funzione di una sola variabile, detto
I = (a,b), é possibile utilizzare la seguente.

Lemma 6.2.3.1. Se f(x) € convessa nel intervallo (a,b) se e solo se

F(z,y) < F(t,z), Ya<y<z<t<b (6.2.3.14)

dove

Fla) =200 e @i,

Dimostrazione. Siano y e t due punti di A tali che y < x < t. Abbiamo
I'identita’ ;

xr — -

t—vy t—vy
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Da (6.2.3.13) segue che

A+ p)f(z) < pfly) +Af(2)

e

p(f (W) =1 (@) > A([f ()= f(t) = (=2)(f(y)= [ () > (2=y)(f(2)= [ (1))

e quindi
ft) = f@) _ fl@)—fly) (6.2.3.15)

t—x T —y

O

Lemma 6.2.3.2. Se f(x) é convessa nel intervallo (a,b) allora
F(t,y) < F(t,z), Ya<y<z<t<b (6.2.3.16)

dove
f(x) = [(y)
rT—y

Dimostrazione. La disequazione

F(z,y) = , € (a,0)\{y}.
F(t,y) < F(t,z)
si puo rescrivere come
E=y)(f(t) = fly) < (t—2)(f(t) — f(z))
oppure come
t=y)(f() = f(@) + ({t=y)(f(z) = f(y) < (t —2)(f(t) = f(z))
e quatsa ultima disequazione ed equivalente a (6.2.3.15). 0

Lemma 6.2.3.3. Se f: (a,b) = R € convessa, allora per ogni
a; < bl,(ll,bl € (a, b)
si puo trovare una costante C'= C(ay,by) tale che

f(z) = fy)
Ty

'gc, Yo,y € ar,bil.y < . (6.2.3.17)
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Dimostrazione. Sia
as € (a,ay),bs € (by,b).
Usando (6.2.3.14) troviamo

F@) = 1) _ S = f@)
T —y by —x

e usando (6.2.3.16) troviamo

f(b2) — f(x) < f(b2) — f(b1)
b2 — X - b2 — b1 ’
Concludiamo
flx) = fly)  flb2) = f(br)
—y < b2—b1 —Cl,‘v’y<x§b1.

In modo si mile troviamo

f@) = fy) | Jla) = flad) _ v oo,
T =y ap — a2 ’ -

O

Lemma 6.2.3.4. Se f : (a,b) — R € strettamente coonvessa allora
per ogni xg € (a,b) esiste

ed esiste

Abbiamo inoltre
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6.2.4 Media pesata e funzioni convesse

Sia
f:(a,b) >R

una funzione convessa. Per ogni
T1,To, Ty € (a,b)

e per ogni numeri reali e positivi, tali che
iy 2y s e e s e € [071]7 Z,u] =1
j=1

possiamo cosiderare la combinazione

n
E HjiTj
j=1

chiamata media pesata.

Lemma 6.2.4.1. Se
fi(a,b) >R

¢ una funzione convessa, allora per ogni
T1,Toy Ty € (a,b)

€ per ogni
M1y 2,00y U € [07 1]7

che soddisfano
> ni=1
j=1

vale la disequazione

f (ZM;‘%‘) < Zﬂjf(xj)-

87

(6.2.4.18)

(6.2.4.19)
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Dimostrazione. Possiamo applicare induzione rispetto n. Per n = 2 la
disequazione (6.2.4.19) segue direttamente dalla definizione. Se vale
per n = k — 1 allora per ogni

Hois oy s ety -1 € [07 1]7 My = 1 (62420)

sappiamo che vale la disequazione

(Zu]xj> SZ if(x). (6.2.4.21)

Sia .
ALy Ags -+, A € [0, 1], Z (6.2.4.22)

Per
k—1
A=) N, m=N
j=1
possiamo supporre A > 0 e abbiamo
A p=1,\pel0,1].
Cosi troviamo

(Z)\ xj> = fAX +puY),

dove

Usando la convessita di f troviamo

FOX + 1Y) < AF(X) + pf(Y).

Usando (62421) con
Hj )\
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otteniamo .
) < > i1 Mif (@)
- A

=
<

e possiamo concludere
() <3

6.2.5 Proprieta’ delle funzioni convessi e definizioni
equivalenti in R

Af(:c] +uf(y Z ().

||F1w

O

Problema 6.2.5.1. Una funzione f in I € convessa se e solo se il
rapporto incrementale:

fly) — f(z)
y—x

é crescente in entrambe le variabili.

Ry(z,y) = , T,y € (a,b),rF#y

Il Problema 6.2.5.1 ha imporlanti conseguenze dai risultati relativi
ai limiti delle funzioni monotone si ha che in ogni punto x, interno ad
I esistono e sono finiti i limiti

I (x9) = lim M’ f'(x0) = lim M

z /o xr — Zo zN\xo xr — X

Di qui segue, in particolare, che per ogni punto z interno ad I
lim f(z) = f(zo) = lim f(x) — f(x0) = 0.
x /o TN\To

Possiamo quindi enunciare il seguente

Teorema 6.2.3. Si dimostra inoltre che se una funzione € convessa
i un intervallo I, allora é continua in 1.

In particolare, funzioni derivabili due volte sono convesse se e solo
se
Veel : f"(x) >0.
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Chapter 7

Esercizi sulla differenziabilita

7.1 Esercizi sulla derivata delle funzioni
elementari

Problema 7.1.0.1. Trovare la derivata di
sin(cos z) — In(2x/7)

Problema 7.1.0.2. Trovare la derivata di:
a) f(z) = e+ cos(arcsin(z + 1)),
b) f ) = 14cosz

sinx 7’

2+ 1
- E5)

(Inx)?cos(1 + Inz).

)

Problema 7.1.0.3. Trovare la seconda derivata di:
a) x%e”,
b) r%e” cos,

91
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Q)
e) In(arcsin x).
f) arctan(x + 2).

7.2 Esercizi sui teoremi di Rolle, Lagrange
e Cauchy

Problema 7.2.0.1. Se f non é continua su [a,b], ma derivabile in
(a,b) e sewale f(a) = f(b), allora non vale il teorema di Rolle.

Problema 7.2.0.2. Se f non € derivabile su (a,b), ma f € continua
in [a,b] e se vale f(a) = f(b), allora non vale il teorema di Rolle.

Problema 7.2.0.3. Sia f(z) =z —log(1 + z).
a) Studiare intervalli dove f(x) é monotona ed intracciare il grafico

approssimativo.
b) Vedere se

r>—1= f(x) >0.

¢) Risolvere l’equazione f(x) = 0.
Problema 7.2.0.4. Vedere se per x € [0, +00) abbiamo
sinx < x.

Problema 7.2.0.5. Vedere se per x € [0,1) abbiamo

33‘2

cosr > 1— —.
2

Problema 7.2.0.6. Vedere se per x € [0,4+00) la funzione

2

+3:
coST + —
2

¢ monotona.
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Problema 7.2.0.7. Vedere se per x € (—1,0] abbiamo

SL’Q

cosx <1——.
2

Problema 7.2.0.8. Vedere quanti soluzioni ha l’equazione

I‘Q

cosr=1— —.
2

Problema 7.2.0.9. Sea > 0,\ > 1 sono numeri reali dimostrare

(1+a)*>1+a

7.3 Esercizi sulla formula di Taylor

7.3.1 Definizione di o(H(z))

Ricordiamo la definizione del insieme (classe di funzioni) o( H(x)) quando
T tende a xg.

Prima consideriamo il caso —oo < xg < 00.

Sia H () una funzione continua tale che

H(z) — 0, quando x — (7.3.1.1)

H(z) # 0, quando = # x( é vicino a x (7.3.1.2)

Definizione 7.3.1. o(H(x)) é linsieme di TUTTI funzioni o(x) definiti
e continul vicino a xq e tali che

p(z)
H(z)

— 0 quando xy — 0. (7.3.1.3)

Osservazione 7.3.1.1. Se ¢(x) € o(H(x)) possiamo scrivere (per
avere una scrittura abbreviata e semplificata)

p(z) = o(H (7))

ma significato rigoroso della identita sopraindicata é

p(x) € o(H(x)).
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Esempio 7.3.1.1. Abbiamo
2% € o(2?) quando x — 0,

perché
3

. X .
lim — = limz = 0.
x—0 x—0

Esempio 7.3.1.2. Abbiamo
2*cosz € o(|z]) quando v — 0,

perché
2
lim =2t ),
z—0 |3§“
Esempio 7.3.1.3. NON ¢ VERA la proprietd
sin(1/z) € o(1) quando x — 0,

perché possiamo trovare punti

1
=—  keN
T s U S
tali che
sinzy = sin((4k + 1)7/2) =1

x — 0.
Questa osservazione significa che la proprieta
. sin((4k + 1)m/2)

z—0 1

richiesta in (7.3.1.3) NON é VERA.

=0

Abbiamo in generale le seguenti relazioni (quando x — zp e —00 <

Ty < OQ:
2" € o(|z|™), quando z — 0 e n > m,
o(|2[?) + o(|]”) < o(|z["),

Ao(|z|P) = o(|x|P)\ C o(|x|?), A é costante in R,

o(|z|") C o(]z|?), quando x — xg e p > ¢

o(jz™)o(|z[") € o(|z[™*"), quando x — xo,

|z o(|2[") = o(|x|")]|™ € o(|2[™""), quando z — o ,
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7.3.2 Sviluppo di Taylor per il prodotto di due
funzioni

f(x) = ap + a1z + axx® + o(2?), (7.3.2.10)
g(z) = by + b1z + boz® + 0(2?), (7.3.2.11)
qundo = ~ 0, possiamo calculare sviluppo di Taylor per il prodotto

f(@)g(x) = (ag + ar13 + aza® + o(x?)) (by + byx + boz® + 0(z7))

usando le proprietd (7.3.1.4) - (7.3.1.9), troviamo
f(z)g(z) = ao (bo + by + box® + 0(1’2)) +

+a1z (bo + biz + boz® + o(z%)) +
+asx® (by + b1z + ba® + o(z?)) +
+o(2?) (bo + b1z + baa® + o(2?)) =
= agby + apbiz + aghyr® + ago(x?)+
tFarbox 4+ arbyx? + aybyx® + ayvo(z®)+

Hagbox? + agb1 2 + agbyx® + agr’o(x?)+

+o(2?)bg + o(x*)byz + o(z®)bez® + o(x*)o(x?)
aoby + (agby + arby)w + (aghy + arby + asby)x* + o(2?).

La conclusione

f(x)g(x) = apgby + (apby + arby)x +

(7.3.2.12)
+(aghs + arby + a250)$2 + 0($2)

Osservazione 7.3.2.1. Nella ultima relazione si usa la convenzione

F(z) = G(z) + o(H())
se e solo se

F(z) — G(x) € o(H(x)).
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Possiamo considerare il caso piu generale di prodotto di due poli-
nomi
P(z) = P,(x) = Ao+ Ajx + - - - A2

Q(z) = Qu(z) = By + Bix + - - - B,a™.

P(2)Q(z) = Do + Dyx + Doa® 4 -+ - + Dyy ™™, (7.3.2.13)

dove
Dy = Ay By,

Dy = AyB; + A1 By,

Dy = AoBy + A1 By + Ay Bs,

Dy = Z A;By,

JHt=k,j<n,f<m

Dn+m — Aan

Usando le relazioni (7.3.1.4) - (7.3.1.9) possiamo avere il prodotto di
due sviluppi di Taylor del tipo

f(z) = Py(x) + o(|z|") (7.3.2.14)

g(z) = Qun(x) + o|z|"), (7.3.2.15)

dove z — 0, e

P(x) = P,(x) = Ag + Ayx + -+ - A2

Q(z) = Qun(z) = By + Bix + - - - Ba".
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Ovviamnete i sviluppi di Taylor (7.3.2.14) e (7.3.2.15) sono fino allo
stesso ordine n e quindi possiamo scrivere seguendo lo stesso procedi-
mento fatto per (7.3.2.12)

f(z)g(x) = apby + (aohy + a1by)z+ (7.3.2.16)
+(aghy + arby + agbo)x? + - -+
+(aghy + arby_1 + agbp_o + - - ag_oby + ar_1by + agbo)rt+
+ - +
+(aoby, + a1by—1 + agby_o + - - ay_oby + an_1b1 + anby)z™ + o(|x|").

7.3.3 Sviluppo in Taylor per la funzione composta

Spesso si usano due sviluppi di Taylor
f(x) = a0 + a1 + aa® + o(2?), (7.3.3.17)

F(y) = by + by + bay® + o(y?), (7.3.3.18)

qundo z ~ 0, y ~ 0 e si cerca lo sviluppo in Taylor per la funzione
composta F'(f(x)). Per garantire la picolezza di y = f(z) quando x é
vicino a 0, dobbiamo chiedere

ao = 0. (7.3.3.19)

Se questa condizione non ¢é soddisfatta, non possiamo utilizzare (7.3.3.18).
Possiamo usare le relazioni (7.3.2.16) e troviamo

v? = f(2)? = (ao + a1z + aa® + o(2?))” = (7.3.3.20)
ag + 2apa, + (2apay + aj)x® + o(x?)
= aja? + o(2?).

Cosi troviamo (con y = f(x))

F(f(z)) = F(y) =bo + biy + bay” + o(y*) = (7.3.3.21)
= by + by (a1 + asx?) + by(aix?) + o(2?) =
= bo —+ blalx -+ (blag -+ bQCLl).T -+ O(LU ) (73322)
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Per avere sviluppi in Taylor di ordine superiore usiamo la seguente
formula per il prodotto di due polinomi

P(z) = P,(x) = Ao+ Az + - - - A2"

Q(r) = Qu(r) = By + Biz + -+ Bp,a™.

P(2)Q(x) = Do + Dy + Dyx® + - + Dyypa” ™™, (7.3.3.23)
dove
Dy = Ay By,
D1 — AOBI + A1807
Dy = AoBy + A1 By + Ay Bo,

Dy= Y  AB,

JHt=k,j<n,f<m

Dn+m — Aan

Esempio 7.3.3.1. Svilupando sinx fino ad ordine 5 abbiamo

3 2P

siny = — 5 + 120 + o(z?) (7.3.3.24)
e quindi
sinz = Ps(x) + o(z?).

In modo simile abbiamo lo sviluppo di Taylor di

x> b

arctanr = — — + — + o(z?).

3 5

Cosi abbiamo
arctan x = Qs(z) + o(x%),

dove
3 5

Q5(x):x—%+%.
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Usando le relazione (7.3.3.23), troviamo

{L‘3 {L‘5 l‘3 {L‘5
pla) = (s i) (-5 5) -

1 1 1 1 1
_ 2 I LTI 6
=z +< )x +(5+120+18)$ + o(x”).

Questi relazioni implicano

1 19
sin z arctan r = % — §x4 + ﬁxﬁ + o(z?). (7.3.3.25)

Esempio 7.3.3.2. Svilupando tan(zx) fino ad ordine 7. Abbiamo

sin x
tanx =
cos T
e ustamo sviluppt di Taylor
2P x’
sine =x — — + + o(z"), (7.3.3.26)

6 ' 120 5040

2 4 6
cosr =1— % + % — % + o(a"). (7.3.3.27)

Prima cerchiamo sviluppo in Taylor di

1
CoS T

=ag + ay7 + ax® + - - a7’ + o(z").

Per trovare questo sviluppo usiamo le relazioni

1
1 =-cosx =
COS T

2?2 ot 28

_ 7 2 7 7
= (1—?+ﬁ —7704—0(1’ )) (ao+a1x+a2x +--arx —|—0($ ))
Utilizzando (7.3.3.18) e confrontando i coefficienti davanti x* k =
0,---,7 troviamo

1.0,0 = 1,
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ay = 0
Cosi troviamo
1 1 1 I 5
ay = ,CL2—2,CL4—4 24_247
ay Qo n ag 5 1 n 1 61
0=+t =———+ = —
©T 2 24 720 48 48 1 T20 720
e quindi
1 1+x2+5x4+61x6+(7)
= —+ — o(z").
Ccos T 2 24 720
Utilizzando (7.3.3.26) troviamo il sviluppo di Taylor per il prodotto
) 1
tanx = sinx =
cos T
2P z’ . z? bzt 61a®
= - - 14+ = 4+ ™) —
(x 6 120 010 oW )) ( Tyt oty Tl ))
+x3+2x5+17x7+ ( 7)
=r4+ =4+ — o(z").
3 15 315

In conclusione abbiamo
3 22 1727
t — S 7 7.3.3.28
an x x+3+15+315 o(z") (7.3.3.28)

Problema 7.3.3.1. Verificare lo sviluppo

2 7 4 97 6
cos(tanzx) =1 — % - 2—3; - 7232) + o(z"). (7.3.3.29)
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Soluzione. Usando (7.3.3.27) abbiamo

cosy =1— y; + g—i — 7%60 +o(y"). (7.3.3.30)
Usando (7.3.3.28)
3 225 1727 -
y:tanx:x+§+1—5+m+o(x ),
y® = (tanw)® = 2° + %xél + 137126 + o(z"),
y'=a a2’ + 11:;7 +o(a”),

4
yt=a'+ — +o(a"),

5 7
y'=a"+ % +o(a"),

y® = 2%+ o(2").
Sostituzione in (7.3.3.30) implica

x? Tzt 9728

tang) =1 — — — = 7,
cos(tan x) 5 5~ 790 +o(x")
Problema 7.3.3.2. Verificare lo sviluppo
. (tan z) ¥ 132° 13727 +o(a®)
anxcos(tanz) =0 — — — —— — o(x").
6 40 560
Suggerimento. Utilizzare (7.3.3.29) e (7.3.3.28). O
Problema 7.3.3.3. Verificare lo sviluppo
x> 132° 1127
t —r—— — — 7.
an(rcoszw) =x G 10 + 1008 +o(x")
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Problema 7.3.3.4. Verificare lo sviluppo
3z7 7
tan(z cosx) — cos(ztanz) = 50 +o(z").

Suggerimento. Utilizzare Problemi 7.3.3.2 e 7.3.3.3.

Problema 7.3.3.5. Calcolare il limite

lim —(23/6) — = + tan(sin(z))
w=0 b3 + 3z — 3u/1 + ba?

con b # 0.

Soluzione. Si studia
I (ax® — 1 + cos(sin(z))
im .
220 —2bx? 4 3y/1 4 2ba? — 3v/1 + ba?

Abbiamo lo sviluppo asintotico
x> ad

T 5
sinz = x 6+120+0(x), x— 0,

tany =y +4°/3 4+ (24°) /15 + o(|y|*), y — 0

Con y = sin x abbiamo
tan(sinz) = z + /6 — 2° /40 + o(|z|*).

Le relazioni bt 2
V1+ba2 =1+ % — Tx + o(x%),

implica
2.5

b
br® + 3z — 32V/1 + ba? = Tx + o(x).
Cosi troviamo

. —(2°/6) —x + tan(sin(z)) 3
v=0  bgd 4+ 3z — 3x/1+ ba? 400
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Osservazione. Spesso in alcuni soluzioni si puo trovare l'identita

—(23/6) — x + tan(sin(z)) . —(2%/6) — z + tan(z)
im = lim ;
2=0  br3 4 3z — 3zv/1 + ba? 2=0 br? + 3 — 3zv/1 +< ba? )
7.3.3.31

"giustificata” con la relazione
sinz ~ x. (7.3.3.32)
L’utilizzo del simbolo ~ al posto di
sinz =z + o(x) (7.3.3.33)

spesso crea errori gravi nelle soluzioni. Bisogna usare sviluppi precisi,
tipo (7.3.3.33) o
sing =1 — 2°/6 + o(x"), (7.3.3.34)

oppure
sine =z — 2% /6 + 2°/120 + o(2%),

dove serve.

Un controesempio tipico dove si puo ottenere risultato sbagliato
usando (7.3.3.32) senza tenere conto del ordine del resto é
T — sinw

lim
x—0 ,jL’3

Usando lo sviluppo (7.3.3.34) troviamo

lim £ ST lim 23 /6 + o(z?) _ 1
z—0 x3 z—0 3 6

”Usando” (7.3.3.32) nel modo

lim ———— = lim

=0
x—0 ;1;‘3 x—0 ,jL’3

ovviamente commettiamo errore grave.
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Problema 7.3.3.6. Stabilire i coefficienti ag, ay, ay nello sviluppo ass-
intotico

1+sinz 9 9
———— =ap + a1z + asx” + o(|z|%)
cos T
per x — 0.
Suggerimento.

2

1+sinz =1+ + o(x?), cosle—%—i-o(:cQ)

e usando la relazione
1 +sinx = cosz(ag + ayx + azz® + o(z?)

arriviamo alla conclusione

2

1+ 2+ o(x?) = (1 N % + 0(4172)) (a0 + a1z + apa”® + of[2[)) =

a0x2

= ag+ a1x — + apx’® + o(x?)

Cosi abbiamo

a0:17a1:17a2:§.

Problema 7.3.3.7. Stabilire i coefficienti ag, a; nello sviluppo assin-

totico ,
L e =) + ol — )

per x — T.

Problema 7.3.3.8. Stabilire i coefficienti ag, ay, ay nello sviluppo ass-
intotico

.2
g = a0tz =)+ ap(r — 7 +of(x —7)?)

per x — .
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Problema 7.3.3.9. Stabilire i coefficienti ag, ay, - - - , asg nello sviluppo
assintotico
1
a2 = ag+ a1T + asx” + -+ + axr” + o (z*)
per x — 0.
Problema 7.3.3.10. Calcolare 9 (0) della funzione
1
J@) =177
Problema 7.3.3.11. Stabilire i coefficienti ag, ay, - - - , asg nello sviluppo
assintotico

1 . aq a9 aso 1
T R A e
per x — F00.

Suggerimento Cambiamento di variabili x = 1/y e sviluppo per
y — 04, usando il Problema 7.3.3.9.

Problema 7.3.3.12. Usando il teorema di Taylor vedere che lo sviluppo
asintotico

(@) =ao+ax+-+a,_12" " +o(a" ")

implica
a, > Ap_1T"
F(x) = £(0) + aoz + —— + -+ + ——— + o(a").
Problema 7.3.3.13. Stabilire i coefficienti ag, ay, - - - , asg nello sviluppo
assintotico

t T R Y
arctanr =ap+ —+ -+ -+ — +o | —=

T .TQ SU20 SU20
per x — o0.

Problema 7.3.3.14. Stabilire i coefficienti ag,ai,as nello sviluppo

assintotico .
1 aq a9 1
l+—) =a+—+—5+o0( =
T T T T

per x — 00.
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7.4 Esercizi sullo studio delle funzioni

Problema 7.4.0.1. Studiare la funzione
flx)=2*—2* -5 +1
e tracciare un grafico approssimativo.
Problema 7.4.0.2. Studiare la funzione
flz)=2" =32 -1
e tracciare un grafico approssimativo.
Problema 7.4.0.3. Studiare la funzione
f(x) =2 —2* - 5z
e tracciare un grafico approssimativo.

Problema 7.4.0.4. Studiare la funzione

@) = ——

Va? —1
e tracciare un grafico approssimativo.
Problema 7.4.0.5. Studiare la funzione

fw) = =2,

x
Problema 7.4.0.6. Studiare la funzione

2z +1
f(x)zln( x—l)

e tracciare un grafico approssimativo.

Problema 7.4.0.7. Studiare la funzione

B 4x
442

()

e tracciare un grafico approssimativo.
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Problema 7.4.0.8. Studiare la funzione

2
2
r)=x"+—.
fla) =+
e tracciare un grafico approssimativo.

Problema 7.4.0.9. Studiare la funzione

f(x):—x+1+ln<1+%)

e tracciare un grafico approssimativo.

Problema 7.4.0.10. Studiare la funzione

flz)=—-2x+3+1n <1+%)

e tracciare un grafico approssimativo.

Problema 7.4.0.11. Studiare la funzione
2
f(SL’) :SL’+2+11’1 (1+ﬂ)
x
e tracciare un grafico approssimativo.

Problema 7.4.0.12. Studiare la funzione
1

@) =i+ g

1+, x>2

¢ trovare
sup f(x),inf f(z)

se esitono.

Suggerimento. Abbiamo

1 1 1
") = =g~ V2 _ Z4=3/2 _ 21 —1/2
f'(z) 57 7 2( +x) e
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Possiamo verificare che
f'(z) >0, Vo >1.
Infatti, dobbiamo verificare
3r(1+2)2 = (1+2)Y2=32%2 >0 <= (Br—1)*(1+2) > 92® —

— 92 — 622+ 2+ 922 — 62+ 1> 923

e quasta disequazione ed equaivalente a
32° —5r+1>0

e questo é ovvio se x > 2. Cosi la funzione é crescente. Si puo vedere
inoltre che

lim f(x)=0.

T—r00

cosl

sup f(z) =0, inf f(z) = f(2).

r>2

Problema 7.4.0.13. Sia

flx)=g (|ZL‘— 1/x|1/k) ,ox >0

dove k > 1, g(x) = (e* +e7")/2. Studiare la differenziabilitd della fun-
zione nel punto © = 1 e tracciare il grafico (senza la derivata seconda).

Soluzione. Sia h(x) = |x — 1/x|*, dove a € (0,1/2). Abbiamo la re-
lazione

f(x) = g(H(x)), H(z)=l|r—1/z[*

(1) = Iy f(1+h}1—f(1) _g(H{ +Z)) —9(0)

Abbiamo inoltre

g"(0)y?

2

9(y) = 9(0) +¢'(1)y + + o(y?



per y — 0. Usando

glx)=(e"—e7")/2, ¢"(x) =(e"+e7")/2

troviamo

e quindi

gUH(+ ) —g(0) _HO+h? _ (gr—1-0"

h B 2h h
L’ipotesi a < 1/2 e h < 0 implica
(1) = —c0.

La funzione non é differenziabile in z = 1.
Possiamo tracciare il grafico.

f'(@) = —g'(hx))a (— —~ x) . (1 + %) <0 se 0<z<l.

109

L’unico punto critico (la soluzione di f'(x) = 0) é zo = e~ Y/ Per
x > xp la funzione é crescente, mentre per 0 < x < xy é decrescente.

La figura 7.1 rapprasenta il grafico di f(x).

0

Osservazione. Spesso nelle soluzioni dei compitini si trova I'identita

(Iz]")" = ala|*™

dove a # 0. Questa formula non é vera per ogni x # 0. La formula vera

e

(|2|*) = a|z|* %z, Yz #0.

(7.4.0.35)
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3.5;
3.0;
2.5;
20"
1.5;
Figure 7.1: Grafico di f(x).
0
(lz]") = a sgn(x) [z|* 'z, Vo #£0, (7.4.0.36)
dove
sen(z) = 1, sexz>0;
& ] -1, ses<0.
Cosi abbiamo
(=2} == =) ()
xr— — =a|r— — xr — — 1 + —2
x x x x
per ogni z € R\ {0,1,—1}. O

Problema 7.4.0.14. Studiare la funzione

I‘Q

|z =9

f(@)=n

e tracciare un grafico approssimativo.

Problema 7.4.0.15. Studiare (senza calcolare la derivata seconda) la
funzione
f(z) = cosx cos 2.

e tracciare un grafico approssimativo.



111

Problema 7.4.0.16. Studiare (senza calcolare la derivata seconda) la

funzione
arcsin x

f(fb’):ﬁ

e tracciare un grafico approssimativo.

Problema 7.4.0.17. Studiare la funzione

f(z) = In(sinx)
e tracciare un grafico approssimativo.
Problema 7.4.0.18. Studiare la funzione

flx) = g + arctan x
e tracciare un grafico approssimativo.
Problema 7.4.0.19. Studiare la funzione
f(z) = arctan(2x) — arctan x

e tracciare un grafico approssimativo.

Problema 7.4.0.20. Trovare tutti funzioni f(z) tali che f(x) e’ una
funzione differnziabile in R e

f'(@) = |zl.
Problema 7.4.0.21. Trovare i coefficienti della funzione
23
f(z) = vy +ma® + n|z| + 2
se la funzione ha minimo
min f(z) = —2

nel punto x = 2. Intracciare il grafico della funzione f(x).
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Problema 7.4.0.22. Trovare tutti gli A tali che l’equazione
Ssinx 4+ 2cosx = A

ha soluzione.
Risp. —v/29 < A < +v/29.
Problema 7.4.0.23. Sia M > 1 intero e sia X (M) l'insieme

2
X(M)={xe (—M,M);{z} = —arctanx},
T
dove b(z) = {x} € la parte frazionaria di x cioé’
0<b(z)<l1, z—0b(x)eEZ.

Studiare l’esistenza dell’limite

. card(X(M))
AT M

Soluzione. Se M > 1 é un numero intero si puo vedereche (tracciando
i grafici delle funzioni b(z), fi(z) = 2 arctanx

< card(X(M))= (M —1).

Figure 7.2: 11 grafico di fi(x)
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Cosli otteniamo

Problema 7

card(X(M))

— 1.
M

.4.0.24. Tracciare il grafico della funzione

T sint
dt
/0 (t+1)

per x € (0, 00).

Soluzione. Abbiamo l'identita’

f(2)=0<= 2=k, k=0,+1,4£2,---.

Abbiamo inoltre

lim £(x)

esiste ed e un numero positivo (il problema (9.2.5.10)) Il grafico €’
tracciato sulla Figura 7.3

0.8

0.7

0.6

Figure 7.3: 1l grafico di f(x)
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Problema 7.4.0.25. Trovare il massimo e il minimo della funzione
f(z) = 24x — cos(12x) — 3sin(8x)
per x € [—m/6,7/6].
Risp. fuae =47 — 1+ 2V/3, foin = —47 — 1 — 3/3.
Problema 7.4.0.26. Trovare il massimo e il minimo della funzione
f(z) = 18z — sin(9z) + 3 sin(6x)
per x € [—Tm/18,m/18].
Risp. fo =7 —1+ %\/g, Jonin = —Tm —1 — %\/3
Problema 7.4.0.27. Trovare tutti i punti x € R tali che f'(z) = 0,

dove
sin(5z)  2sin(3x)

5 3

+ sin z.

fx) =

Intracciare il grafico di f.

Risp. x =72k + 1), k € Z.

Problema 7.4.0.28. Trovare tutti i punti x € R tali che f'(x) = 0,

dove . .
f) = sin(3z) 5111(223:) Csing

3

Intracciare il grafico di f.
Risp. x:%qt%’“, ke Z.

Problema 7.4.0.29. Trovare il minimo della funzione

9 2
f(x) =4z + T 4 sina.
x

ha soluzione.

Risp. fon = 127 — 1.



Chapter 8

Integrale indefinito di
Riemann in R.

8.1 Integrale indefinito

Sia f una funzione definita in (a, b) con valori in R.
Definizione 8.1.0.1. La funzione F(x) definita e differenziabile in
(a,b) é primitiva di f(z) nel intervallo (a,b) se e solo se F'(x) = f(x)
per ogni x € (a,b).

Indichiamo con [ f(z)dx (integrale indefinito di f) I'insieme delle
funzioni primitive di f ovvero

/f(x)dx = {F(z) é differenziabile in (a,b) e F'(z) = f(z),Vz € (a,b)}.
In generale si puo chiedere se l'insieme [ f(z)dz non é vuoto. Infatti

per certi funzioni f(x) esiste alemeno una primitiva F

Esempio 8.1.0.1. Usando le tabelle delle derivate delle funzioni ele-
mentart possiamo vedere che

A

(1) = Az = % € /xAldaz,VA # 0,

1
(Injz|]) =1/ = In|x| E/—d;z:,
T

115
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(") =e" = ¢€" € /exdx.
La caratterizzazione dell'insieme [ f(z)dz ¢é basato sulla segunete
proprieta ottenuta come conseguenza del teorema di Lagrange.

Lemma 8.1.0.1. Se G : (a,b) — R € una funzione differenziabile e
G'(z) =0 per ogni x € (a,b), allora la funzione G(z) € costante.

Dimostrazione. Se x; < x2 so due punti dellintervallo (a,b), allora il
teorema di Lagrange ci da

G(72) — G(21) = G'(§) (w2 — 11), € € (71,72
e Vipotesi G'(x) = 0 per ogni « € (a,b) implica G'(€) = 0 e quindi
Glay) = Glas), Var, s € (a,b).
]

Se [ f(x)dz non é vuoto e Fy(x) € [ f(x)dx possiamo verificare
che

Lemma 8.1.0.2.

/f($)d$ ={Fy+ C;C € costante} . (8.1.0.1)

Dimostrazione. Se F(x) ¢ primitiva di f(x) allora F(x)+ C' ¢ anche
una primitiva di f. Questa osservazione dimostra

{Fy+ C;C é costante} C /f(:c)d:c
Per dimostrare I'inclusione opposta
/f(:p)dx C {Fo+ C;C é costante}

si puo prendere una qualsiasi primitiva F' di f e per G = F — Fj si
vede che

G'(x) = F'(z) = Fy(x) = f(z) = f(z) = 0.

Applicando Lemma 8.1.0.1 possiamo concludere la dimostrazione. [
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Il Lemma precedente ci permette di scrivere I'identita

/f(af)daf = Fo+C (8.1.0.2)
N—

L é sottointeso l'insieme a destra in (8.1.0.1)
¢ un insieme

8.1.1 Regole dell’integrazione.

Visto che la definizione 8.1.0.1 significa che I'integrale indefinito [ f(x)dx
¢ un insieme, possiamo usare la seguente regole per operazione tra in-
siemi. Se A e B sono due sottoinsiemi di R, allora poniamo

A+B={a+bjac Abe B}. (8.1.1.3)

In modo simile se A é un sottoinsieme di R e A é un numero reale,
allora poniamo

A ={)la;a € A}. (8.1.1.4)

Lemma 8.1.1.1. Se [ f(z)dz e [ g(x)dx sono insiemi non vuoti, al-
lora

/ f(2) + g(x)dz # 0

/ (@) + g(2)da = / @)z + / o(z)dz. (8.1.1.5)

Dimostrazione. Se
Fy(x) E/f(:p)dx, Go(z) G/g(x)dx,

ovviamente
Fy(w) + Go(w) = f(z) + g(z)
e quindi

Fo+ Gy e / (@) + gla)da.
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Lemma 8.1.1.2. Se [ f(x)dx e un insieme non vuoto e o € un numero
reale, allora

/ of(2)dz £ 0

/ozf(x)dx = oz/f(x)dx. (8.1.1.6)
Dimostrazione. Se
Fyo) € [ ),
e « € un numero reale ovviamente
(aFy(v)) = af(x)
e quindi
akFy € /ozf(:p)dx.
O

Lemma 8.1.1.3 (Integrazione per parti). Se f,g : (a,b) — R sono
due funzioni differenziabili e

[ F@gtyis

¢ un insieme non vuoto, allora

/f@W@Mx%Q

/f’(x)g(x)dx+/f(x)g'(x)dx = f(x)g(x) + C. (8.1.1.7)
Dimostrazione. Se
o(c) € [ f@gla)ds,
ovviamente
(f(2)g(@)) — ®'(x) = F(2)g(x) + F@)g (2) — F()g(x) = [(2)g(x)
e quindi

ﬂ@%ﬂ—ﬁ@E/ﬂ@ﬂﬂm-
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8.1.2 Cambiammento di variabili

Se
¢:(a,b) >R

é una funzione differenziabile, allora possiamo definire il differenziale
dp di p(z) come segue

Se I = (a,b) é un intervallo aperto, J = (¢, d) ed un altro intervallo
aperto e
p:l—=J

fryed— fly) eR

sono due funzioni, allora possiamo definire la composizione (nota anche
come "pull-back”)

Se
fryedJ— fly) eR

é una funzione tale che

[ty 20,

allora poniamo

o ([ 1) 0 = {Feten Fw e [ ran}

Spesso per semplificare le notazioni useremo anche la notazione

[ty .

0" (/ f(y)dy) ().

al posto di



120 INTEGRALE INDEFINITO

Lemma 8.1.2.1 (Formula di cambiamento di variabili). Se
p:l—=J
¢ una funzione differenziabile e
fiyed—fly)eR

¢ una funzione tale che

[ twas o,
allora abbiamo le sequnte relazioni
[ e @@ #0 (8.12.8)
[ stetangae = ( [ ) @, (8129

[ oo = [ sy

y=p(z)

Dimostrazione. Se

F(y) € /g(y)dy,

allora F' é differenziabile e
Fl(y) = f(y)

Poniamo

G(z) = F(p(2)).

=p* (F)(2)
Abbiamo
G'(z) = F'(p(2))¢'(z) = f(p(2))¢'(z)

e quindi
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8.1.3 Tabella delle primitive
Funzione Primitiva Vincoli
x° " /(a+1) +C a# —1,a € R, C é costante
! log |z| + C C' é costante .
sin x —(cosz)+C C' é costante .
cos T (sinz) + C C' é costante .
e’ e +C C' é costante .
a® a®/(loga) + C a >0, e C é costante .
1/cos®x (tanz) + C tanx = (sinz)/(cosz), C é costante .
1/sin z (—cotz)+C cotx = (cosz)/(sinx), C' é costante .
1/V/1 — a2 (arcsinz) + C C' é costante .
1/Vk2 — 22 (arcsin(z/k)) + C k>0, C' é costante .
1/v1 + a2 (log |z + V14 22%) + C C' é costante .
1/Vk? + 22 (log |x + Vk + 22|) + C k # 0, C é costante .
1/(1+ 2?) arctanx + C k # 0, C' é costante .
1/(k* + %) k~'arctan(x/k) + C k # 0, C' é costante .
=

1/(k* + (ax +0)?)

(ak)~'arctan((azx + b)/k) + C

k # 0, C é costante .

Quindi abbiamo le relazioni:

xT

a“dr = +C,a>0,a#1.

A+1
/xAdx: A+1+C,A7é—1,
/xiadx:ln|x+a|+0,
/exdx—e$+0,
/

Ina
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/COSZEd:E =sinx + C,

/sinxdaz = —cosx + C,

/ du =tanz + C,

cos? x

/ dr =cotx + C.

sin’

/ de ing + C
——— = arcsinz

V1—a22 '
dx

a V31— 22

d
/ A arctanz + C.
14 22

= arccos x + C,

La sostituzione universale u = tan x/2, soddisfa

1—u? 2u 2
cosr =——, sinr = ——, dr = du.
1+ u? 1+ u? 1+ u?

Problema 8.1.3.1. Calcolare

@ [ e ) [ (o) [

8.2 Esercizi sull’integrale indefinito

8.2.1 Esercizi sull’integrazione per parti

Problema 8.2.1.1. Calcolare

/ sin? z dx
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Risposta.
Applichiamo la formula di integrazione per parti dopo aver scritto
I'integrale assegnato nel modo che segue

/sinzx dr = /sinx sinz dx.

Poniamo ¢(z) = sinz e f'(z) = sinz, quindi ¢'(z) = cosz e f(x) =
— cos . Sostituendo

/sinx sinz dv = —cosz sinz — [ —cos’zdx =

= —CoSx sinx+f0052:pdx =
= —cosz sinz + [(1 —sin’z)de =

= —COST sinx+x+C—fsin2:cd:c

OVVero
/siandx = —cosx sinz+x+ C — /sin2 xdx
Portando al primo membro l'integrale
2/sin2xdx = —cosx sinzx +x+ C

da cui

/sin2xda:: —cosx;merx +C

Allo stesso risultato si arriva mediante le formule di bisezione:

1 — cos2x 1 cos 2x r sin2x
)
dr = ————dx = | =dz— dr = —— +C.
/sm xdx / 5 T /2 T / 5 T 5 1 C

Problema 8.2.1.2. Cualcolare

/x sin x dx
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Risposta
Procediamo mediante l'integrazione per parti ponendo g(x) = z e
f'(x) =sinz, quindi f(z) = —cosz :

/:1: sinxda::x(—cosx)—l—/cosxd:c:—xcosx+sinx+C

Problema 8.2.1.3. Calcolare

/ e’ sinxdx

Risposta. Applichiamo la formula di integrazione per parti po-
nendo g(z) =sinx e f'(x) = e :

/e”‘“ sinz dr = e* sin:v—/em cosz dr = €* sinxz—e” cosx—/emsinxdaj

Portando al primo membro 1'ultimo integrale e dividendo per 2 :

. sinx — cos &
/ex sinx dx:e$f+0

Problema 8.2.1.4. Calcolare

/ sin max cos nx dx

Risposta. Si puo integrare per parti prendento ad esempio g(x) =
sinmx e f'(x) = cosnx, oppure si possono utilizzare le formule di
Werner:

1
/ sin mx cosnx dx = / 3 [sin(m — n)z +sin(m + n)z] de =

1 — 1 +
_ _lcos(m —n)z  1lcos(m+n)x Lo

2 m—n 2 m-+n

Problema 8.2.1.5. Calcolare

/ z cosx e dx
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Risposta. Procediamo integrando per parti. Poniamo g(z) =
x cosx e f'(r) =e"

/ x cosx €’ dr =z cosx e’ — /cosx edr — /xsin:p e'(82.1.10)
Consideriamo 1'ultimo integrale

/xsinx e"dr =z sinz " — /sinx e’ dx — /:L’cosa:ew(&ﬁz.l.ll)
Da (8.2.1.10) e (8.2.1.11) otteniamo
2 /xcosx ede = xe” (sinx—i—cosx)—/cosx e”ﬁdaz—/sinx e’ dx.

Si ritorna cosi agli integrali visti sopra.
OSSERVAZIONE
Anche nel caso che si voglia calcolare

/ Po(z) € d

(dove P,(x) € un polinomio di grado n in x) si puo procedere per parti.
Esiste comunque un metodo alternativo che permette di semplificare
la risoluzione di integrali di questo tipo o del tipo

/Pn(:c) sinz d, /Pn(:c) cosz dx,

si tratta del metodo dei coefficienti indeterminati. Illustrimo
questo metodo con un esempio.

Problema 8.2.1.6. Calcolare
/ e” (5z® + x — 3) dx

Risposta.
Cerchiamo primitive del tipo (Ax? + Bz + C)e®, ovvero determiniamo
A, B,C € R tali che

/e:” (52° + 2 — 3) dx = (Az* + Bz + C)e" + O,
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che equivale a

%[(Aaz2 + Bx + C)e*] = " (52 + 2 — 3)

Effettuando la derivazione otteniamo l'identita:
A® + 2A+ B)r +B+C =52 —2 —3

e quindi il sistema

A =5
(2A+B) = -1
B+C = -3

Dacui A=5 B=-9, C =6.

Problema 8.2.1.7. Calcolare
/(x2 + x) sinzdz

Risposta.
Procediamo in modo analogo all’esercizio precedente determinando

A, B,C a, 3,7 € R, tali che
/(SL’2+.T) sinwdr = (Ax* + Bx + O) sinx + (ax? + Bx +7) cosz + k.

Usando il metodo di integrazione per parti, calcolare

(1) [ log zdx (2) [ arctan zdx (3) [ x*log xdx
(4) [log® zdx (5) [ 2% log® zdx (6) [ xarctan zdx
(7) [ 2* arctan zdx (8) [ we"dx (9) [ @ cos zdx
(10) [ 2 cos zdx (11) [ arcsin zdx (12) [ we® sinzdx

(13) [ sinmaz sinnzdx  (14) [ cosmz cosnz dx
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8.2.2 Integrali di funzioni razionali

Si deve calcolare I'integrale [ f(z)dz, dove f(z) = P(x)/Q(x), e P(x), Q(x)
sono polinomi in z.
I caso:

1
/7dx,n > 1
(x —a)"

In questo caso abbiamo

1T caso:

In questo caso abbiamo

1
/(x_a)dx:log|x—a|+0.

IIT Caso:

e
—  dx
2 +ar+0b

a) se x® + ax + b ha radice reale o con molteplicita 2 :

1 1 1
/:L’Q—i-a:c—i-bx /(SL’—O&)Qx (:L’—Oz)+ ’

b) se 2% + ax + b ha due radici reali a # 3, allora

I 1 1 1 1
2+ar+b  (v—a)(z—p) _5—04<$—5 :c—a)'

c) se % + ax + b ha due radici complesse

a=p+tiq, @=p-—1iq,

allora
1 1

22 tar+b (x —p)?+q¢*
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IV caso:

/ Ax + B
27@:
2 +axr+0b

In questo caso abbiamo

Ar + B _A2x+2B/A
24+ar+b 2x2+ar—+b

A 2r+a +A 2B/A —a
2224 ar+b 2x24+ar+b

e possiamo usare il metodo del caso precedente.

V caso:
[ aw

dove gradP > grad(. In questo caso abbiamo

dove gradR < grad@.

8.2.3 1l metodo di Hermite

Iniziamo con alcuni esempi.

72 1l fdEP+) 1 )
/(1+x2)2d$_ 2/$(1+x2)2 T T+ +/2(1+xz)d
(8.2.3.12)

(1+22)2" ) (1+a2)? (142227 2(1+22) 2(1 + 22)
(8.2.3.13)

Si possano verificare inoltre le relazioni

i _1 da*+1) T
/(1+x2)md:c— §/sc<1+x2)m = —2<m_1><1+x2>m71+

1
+ s
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e

/ 1 J _/ 1+ 2? J / x? do — T .
At = ) v ) Qa2 = 2(m - )(1 + a2)mt

+/ 2m —3 du
2(m — 1)(1 4 2?)m-!

Cost per ogni m > 2 abbiamo

/ 1 dr — x N / 2m — 3 d
(1+22)m " 2(m—1)(1 4 22)m-1 2(m —1)(1 4 22)m-17""
(8.2.3.14)

Se Q(z) é polinomio con grad@) = N > 1, allora abbiamo.

Lemma 8.2.3.1. Se Q(x) € polinomio con grad@ = N > 1, allora

n

Q@) = [[a@", =1,

J=1

dove g;(x) sono polinomi primi tra loro tali che loro sono lineari o
polinomi quadratici irreducibili.

Proof. Siano

Qp, Qg - -+, Qlp,
radici reali di Q con molteplicita mq, mao, - - -, my. Siano
/817627 e 7/814:7
e
617/827 e 761@7
radici complesse di Q(x) con molteplicita puq, -« -, pg. Posto
abbiamo

Qz) = (w—an)™ - (w—an)™ (x=f)" - (=)™ (x=P1)" - - (= Fp)"™
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L’identita o
(z=B)(x—5;) = (x—p)°+4q

implica
Qz) = (x—an)™ - (w—ap)™ ((x = p1)* + )" - ((x = px)* + )™
O
Dobbiamo studiare
P(:E)dx
Q(x)
dove gradP < grad(.
Il metodo di Hermite - Ostrogradski é basato sulla furmula.
Lemma 8.2.3.2. (vedz' [?])
Py(x) By(x)
+ dz, 8.2.3.15
[ ae= g+ | o 5231

dove
n

= [[ai@™", Q@) =]Ja.

j=1 j=1

Proof. Se Q(z) = (x —c¢)™ e

allora l'identitd (8.2.3.15) si puo dedurre come segue

ij | aj+m/<x—c>ﬂ‘=
Pi(x) 1
Ql()_'_ ml/l‘—cdx.

Se Q(z) = (2* + ax + b)™, P(x) = R(z)Qz(x) + S(z) con S(z)

lineare, allora

Q) ‘”:/ Qale) 1T ) Qulayn ™
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e possiamo verificare la tesi solo per
/ S(x)
Qa(x)™
Se S(z) = Az + B, e m = 1 allora 'identitd (8.2.3.15) vale con

Se S(z) = Az + B, e m > 2 allora (8.2.3.14) implica

/QQ(ll‘)mdx - QQ(S)lml +/Q2(S)2mldx

e possiamo dedurre (8.2.3.15).

Poniamo
T(z) = (z—an)™ " (z—an)™ ((w—p1)*+¢i)" - (2 —pr)*+qi) "
Abbiamo la seguente

Proposizione 8.2.3.1. Esistono numeri A;, B;,C; ed esiste un poli-
nomio R(x) con gradR = gradT — 1 tale che per ogni x con Q(x) # 0
vale l'identita

P(z) > A, ~ Ba+C  d <R(x)).

Q) " &0y Za-pP+g  da\T(x)

J=1

Problema 8.2.3.1. Verificare l’affermazione della preposizione prece-
dente per

P(z)=1, Qz)= (2 — 1)(2* + 1)

Problema 8.2.3.2. Calcolare

2 — 22
/ CESE TR
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Soluzione. Abbiamo

2 — 12 T 1

G 1P@+27 @ 0E+2 @+ 1)2@+2)
1 1 1
@20 @+ D@+2? w1z +2)

Possiamo supporre

2 — g2 a+ bx c+dx

Cr12@12? (@+1? (w127

e quindi
2—2%=(a+bx)(x+2)>+ (c+dx)(1+x)°

Confrontando 1 coefficienti troviamo

b+d=0,a+4b+c+2d=—-1,4a+4b+2c+d=0,4a+c=2

Cosi

2 — 2’ —1 —1
sdr=—(1+2z)" +(r+2)" +ec

Problema 8.2.3.3. Calcolare

/ x? 4 2220 + 13

CENECED

Risp.
A4z -1+ 3@ +2) +e

Problema 8.2.3.4. Calcolare

/ 2?4 222 + 10

dz.
(1 2)2(z2 — 220+ 2)"
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Risp.
4arctan(z — 1) + 3(x +2)" ' + ¢
O

Problema 8.2.3.5. Calcolare

/ 322 +2x + 4

3—d.'17.
0 —1
Risp.
2
— arctan(2(z + 1/2)/v/3) — 3log(z — 1) + c.
V3
]
8.2.4 Integrali del tipo [ R(z,vaz + b)dx.
Si fa la sostituzione
t? = ax + 0.
Abbiamo
t*—b \ 2t
R(z,Vaxr+b)dr= [ R U] —dt.
a a

Problema 8.2.4.1. Calcolare

/ V2r+3—x

-1

Risposta Poniamo t = /2x + 3, da cui t* = 2243 e quindi z = 5

da cui dx = t dt. Sostituendo nell’integrale proposto

t2—2
( 2>td_ -2 -3t
t273 t — t2 _ 5 t
2
Effettuando la divisione tra numeratore e denominatore della funzione

integranda possiamo scrivere: 3 —2¢? — 3t = (¢t —2)(t* — 5) + (2t — 10).
Sostituiamo 'espressione ottenuta nell’integrale:

t2—2t—3 2t — 10
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Osserviamo che
2t —10 A B

= +
=5 t-vb t+V5b
Da cui si ha 2t — 10 = (A + B)t + (A — B)V/5, e quindi il sistema

{ A+B =2
_ _ 10
A—-B = RV
Da questo otteniamo A = %, B = % Sostiuiamo questi valori

nell’integrale dato e risolviamo ottenendo l'insieme delle primitive:

1 V5—5 V545
— 242t — log |t — V5| + ~——"1og |t + /5| + C.
5 7 g| | 7 g| |

Problema 8.2.4.2. Calcolare
/ 2+ 3
—dx.
1+vzr+1
8.2.5 Integrali del tipo [ R (v, (2:5)""") dr.

Si fa il cambiamento di variabili

a:c—l—b_
cr+d

t9

Problema 8.2.5.1. Calcolare

1 L /z+1)?
/? (az—l) de

1 B +1 —6t?
Tt , da cui segue z = + edr = ——(t.
r—1 3 —1 (t3 —1)2

Sostituiamo nell’integrale dato

t4
—6 [ —— dt
| @

Risposta.

Poniamo > =
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Si osservi che il grado del numeratore ¢ minore del grado del denomi-
natore. Calcoliamo le radici del denominatore per applicare il metodo
di Hermite: t) = —1, to g = 208 (8 1 1)2 = (£ 4+ 1)%[(t — 1) + 3]2
Quindi dobbiamo determinare A, B, C' € R tali che
t A Bt+C d R(t)
Br12  t+1 (G-Letd ar T

dove
T)=(t+1)[t- %)2 - Z], R(t) = Dt* + Et + F.
Quindi
A+ (P —t+1)?
(t3 +1)2 o (3 +1)2
+(Bt +C)t+1)* (2 —t+1)+ (2Dt + E)(t* + 1) — 3t*(Dt* + Et + F)
(t3 + 1)2 ’

Da questa relazione ricaviamo A, B,C, D, FE,F e quindi risolviamo
I'integrale sostituendo sopra.

Un altro modo di scomporre la frazione % alternativo al metodo di
Hermite ¢ il seguente:

P(:z:) - A A1 Aty +
Qlz) z—0a1 (x—a1)? (x — ap)™
A A Ao
21 22 n 2ma
r—ay (T — ay)? (x — ag)m2
+ .................. +
A A Apm
+ hl + h2 4+ ... _ Thmy,
r—oan, (r—ap)? (x — ayp)mn
Byz+Chy Bz + Cho . Bz + Cyy,
(= p1)?+ai]  [(x —p1)? + i) [(x — p1)? + gi]m
Boix 4 Cyy Bayx 4 Cys o By, v+ Oy —
[(x = p2)? + 3] [(x —p2)? + @3] [(z — p2)? + g3]»2
+ .................. +
Bz + C Brox 4 Che - By, x + Ciyp,

(@—p2+a]  [@—p2+a (e —p)2+ gl
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Come esempio applichiamo al problema precedente questa scompo-
sizione
o Ap n Ao Byt +Cyy Biat + Ch
B+1)2 t+1 (t+1)2 [(t—-12+3  [(t-1)24 3

Da cui
tr AR+ D) —t+ 1)+ Ap(P —t+1)?
(3 +1)2 o (13 +1)2
+(B11t + Cn) (> =t +1)(t+ 1) + (Biat + Cra)(t + 1)?
<t3 + 1)2 ’

Otteniamo quindi un sistema lineare di primo grado in sei equazioni
nelle incognite Ay, Aja, BH, Bys, C11, Cha, che risolto mi permette di
scomporre la frazione GEsYE +1)2 in somma di frazioni delle quali si riesce
a calcolare le primitive in maniera elementare.

Problema 8.2.5.2. Calcolare

/:m / - 1d:zc.
r+1
8.2.6 Integrale del tipo [ R (x, (atby™ Y C=ri >

Dove pj,q; € N, p; >0, ¢ > 17 = 1,---,h. Questi integrali si
possono ricondurre ad integrali di funzioni razionali mediante la sosti-
tuzione:

ar +b
cr+d

t1 =

dove
q= m'c'm'((.ha e 7Qh)

Problema 8.2.6.1. Cualcolare

/ \/:c+1 \/:c—|—2
T+ 2 z+1
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Risposta In questo caso ¢; = 3, ¢ = 2, quindi ¢ = 6. Si pone

t6::1:+1

T+ 2
da cui 06 _ 1 o
t° — t

Ci riconduciamo quindi a risolvere I'integrale

[

8.2.7 Integrali del tipo [ R (:I:, Va2 + ar + b) dz.

Esempio 8.2.7.1. Calcoliamo

/ dx
(11 222
E un integrale della tabella
dx 2\1/2

Esempio 8.2.7.2. Calcoliamo

/ dx
1+ 2P
Usiamo le relazioni

/ dx B / (1+a%—a?)de

(14 22)3/2 B (14 22)3/2 B
_/ dx / r2dx B
- (1 +x2)1/2 (1 +x2)3/2 -

_/ dx _l/xd(szrl)_
o (1+:p2)1/2 2 (1+x2)3/2 o

137
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B / u;l% + /xd (22 +1)712) =

=az(2® + 1)1

In generale per l'integrale del tipo
/R (:c, Va2 +axr + b) dx

si fa il cambiamento di variabili

vVri+ar+b=x+t.

Problema 8.2.7.1. Calcolare

3r+1

— dzx.
Va2 —2x+3

Poniamo
Va2 -2z +3=x+1t
da cui
1 3-—¢ 1 —t2—2t—3
= — d:—— 2—2 3:
TTodr YTy Ty S VEOES

Sostituendo sopra ci riconduciamo a risolvere

1 / —3t2+ 2t + 11
—= dt.
2 (t+1)2

Problema 8.2.7.2. Calcolare

/\/3:2 +1 dx.

dz 9 4 dz
- — 1 I
/ (14 22)1/2 Talz®+1) / (1+22)1/?

1
2

3
t

_|_

t2
1

+t.
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8.2.8 Integrali del tipo [ R (:I:, V=224 ax + b) dx.

Siano «, 8 € R le radici dell’equazione —z? + ax + b = 0, (se le radici
sono complesse 'espressione non e definita) supponiamo « < (. Os-
serviamo che

r—«

b—x

V-izltar+b=+/(z—a)(f—2)=(8—x)

Si pone

t? = ;:z quindi  V—2%2+ax +b=1t(5 — x).

Problema 8.2.8.1. Cualcolare
r+1

dz
V—x?—2x+8

Le radici del radicando sono o = —2, § = 4. Quindi poniamo

T+ 2
4 —x

t =

da cui

4t2 — 2 12t
r = -, dl’ = dt
1+ ¢2 (14 t2)?

Sostituendo nell’integrale dato, ci riconduciamo a risolvere

5t — 1
| e
8.2.9 Integrali del tipo [ 2™ (ax? + b)idz.

Questi integrali si trasformano in un integrale di funzioni razionali se
almeno uno dei seguenti numeri

m+ 1 m+1
q, , 4+
p p
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¢ intero. Nel caso in cui ¢ € intero ¢ si ritorna ad uno dei casi esaminati

in precedenza. Se e intero
m+1

si fa il cambiamento di variabili
al =t.
Problema 8.2.9.1. Calcolare
/ 3 (3 + 2:102)% dz.

In questo caso

1
m , D q 3
risulta intero
m+ 1
— = 2.
p

1
Si pone 2% = ¢, quindi = = /%, e dz = W/ dt. L'integrale diventa

2Vt

1
5 / t(3+20)3 dt,

che e del tipo visto nel S4.

Problema 8.2.9.2. Calcolare

1 1
—  ——dx
/ V3+2vas

L’integrale puo essere scritto nella forma

/x% (3+2x%)7 dx.

N
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In questo caso

1 8 1
m = —— = — = ——
3 p 3’ 4q 1
. . m-+1 . 8 . 3 3 _5
Risulta intero q + S Sipone x3 =tdacuiz=1ts edr = gt 8 dt.

Sostituendo nell’integrale otteniamo

3 /1 ( t \*
— - | —— dt,
8 / t <3 + Zt)

che ¢ del tipo di integrali visti nel S4.

Problema 8.2.9.3. Cualcolare

/:pg(l + 222732 dx.

8.2.10 Integrali del tipo [ R(sinz,cosz)dz.

Si possono effettuare vari cambiamenti variabili. La scelta dipende
dall’espressione della funzione integranda. Il pit generale e il seguente

x
t = tan —.
2

da cui

1—t 2t p 2
—, SINY¥T = — r= —-=
14 ¢27 14 ¢27 1+¢2

Altri cambiamenti di variabile che si possono effettuare sono

dt.

COSx =

t = cosx, oppure t = sinx, oppure t = tanzx.
Vediamo alcuni esempi.

Problema 8.2.10.1. Calcolare

1
/ - dx
cosx +sinx + 1
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Risposta. Poniamo
x
t = tan —
2

Sostituiamo nell’integrale dato

1 2 1
dt = [ —— dt =log|1 +t|+C
/}+§§+%+11+t2 /1+t B[l 44

Tenuto conto della posizione fatta I'insieme delle primitive dell’integrale
di partenza ¢ dato da:

log (1 + tan%) +C.

14 cos?z

Risposta Poniamo t = cosz da cui dt = —sinzdx. Sostituendo
nell’integrale proposto

— ——dt = —— It dt = —1 142 tan(t)+C
/1+t2 2 / 1+ ¢2 +/1+t2 og |1+t°|+arctan(t)+

Quindi
/ sinz(cosx — 1)

1+ cos?z

dz = —log |1 + cos® x| + arctan(1 + cos?) + C

Problema 8.2.10.3. Calcolare

1
- dx
/ (sinx — 3) cosx

Risposta

1 1 COs T 1 1
- dr = - dr = - —5— cosx dx
(sinx — 3) cosx sinx — 3 cos?x sinz —3 1 —sin“z

Poniamo t = sinz, quindi dt = cos zdzx. Sostituendo nell'integrale di
partenza ci riportiamo a risolvere
1 1
t—31—1¢2

dt.
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Problema 8.2.10.4. Calcolare

dx

/ sin?z + 4 cos? x
tanx + 2

Risposta.

/ sin®z + 4 cos?x / . tan’z+4 1
dr = cos™ x
tanx + 2 tanx + 2 cos?x

1 tan®x + 4
= 1+ tan’z) d
/ (1+tan?z)? tanxz + 2 (1+tan"z) d

Poniamo ¢ = tanr, da cui dt = —— dr = (14tan® z) dz. Sostituendo
cos? x

nell’integrale dato ci riconduciamo a risolvere

1 t?4+4
/ RN
(1+2)2 t+2

Problema 8.2.10.5. Calcolare

/ 1—sinz
- dx.
sin z(1 — cos x)
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8.2.11 Vari esercizi sugli integrali indefiniti

Problema 8.2.11.1. Calcolare

( )/m;xdx’

o) [ 2 da,

T2

(c)/h;;xdx
(@ /ln2x i,

(@/&ﬁm

(f) / 2% sin zdx

(2) / 423_—1xdx

() / (22 + 2?(20 "
() / (x+ 1:)6251;—2)“
Y=
e

1 —-cosz

o[
e
) [ T

cos® x sin 2z
o) [ —————~“dx.
(o) / 1+ cos?x
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Problema 8.2.11.2. Calcolare

I(z) :/lnx— Lz,

In?z

Risposta. [(z) =C +z/Inx.
Problema 8.2.11.3. Calcolare
/(1 + log z)2**dx.
Suggerimento. Effettuare la sostituzione
rlogx =t.
La risposta é

/2.

Problema 8.2.11.4. Calcolare

dx
I =/ —
(z) / sin? & + cost z

Risposta.

I(z) = g arctan <ta\1;§2x) +C.

Problema 8.2.11.5. Calcolare

xdx
I(x):/1+x4.

Problema 8.2.11.6. Calcolare

xdx
I(x):/1+x6.

Problema 8.2.11.7. Calcolare

xdx
[(x):/1+x8.
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Problema 8.2.11.8. Calcolare
dx
I = )
@ =[5

Suggerimento. Verificare 'identita
1 1

T+at (22— 2+ 1)(@2 + V22 + 1)

T 1 T 1
vatr . At
(22 =22 +1) (22422 +1)

Alla fine la risposta é

? [—2 arctan ((1 — \/§x> + 2 arctan ((1 + \/§x>] —

_@10 (2% —V2x +1)
& (22 4+V2x+1) )

8

Problema 8.2.11.9. Calcolare
I(x) = /\/tanxd:p.

Suggerimento. La sostituzione

Vtanz =t
implica

tanz = t2
e quindi abbiamo

2tdt

= arctan(t?), dz = :
x = arctan(t”), dx g

Dopo la sistituzione troviamo

2t2dt
f:/ |
14+t

e possiamo seguire il metodo standard della soluzione del problema
8.2.11.8 per esempio. O
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Problema 8.2.11.10. Calcolare

Ia(:p):/xo‘lnx dr, aeR

e’ trovare una funzione F(x) tale che
a) F(x) é primitiva di z*Inz,
b) Fle) = 1.

147
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Chapter 9

Esercizi su integrali definiti
impropri

9.1 Integrale di Riemann ed esercizi

Problema 9.1.0.1. Calcolare

w [ e o [ o © [ i
(d) /1 ! -~ jl_xexdx, (e) /1 /22 e—l/ﬂﬁi—f (f) /0 T

Problema 9.1.0.2. Calcolare

1
/ ’ex — 1‘ dx.
-1

Risposta. Tenuto conto della seguente proprieta degli integrali

b c b
/ f(x) dz :/ f(x)dx+/ f(x)dz, a<c<b,
di

e
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sostituiamo

-1

Problema 9.1.0.3. Calcolare

2
/ el dg.
0

6|m_1| o 6171 x>1
T e <,

Risposta. Da

e dalla proprieta degli integrali definiti vista nell’esercizio precedente
otteniamo

2 E 2
/ e'min de. — / 67(:1:71) dl’+/ emfl dr = [_ 6673:] (1)_|_ [671 ex]i =
0 0 !

Problema 9.1.0.4. (disequazione di Cauchy) Se f,g € Cla,b] di-
mostrare la disequazione

b b
x)dx </ f(:p)de/ g(x)*dz. (9.1.0.1)

Problema 9.1.0.5. (disequazione di Hélder) Se p,q € (1,00) soddis-
ano

1 1
-+ =1,
p q

allora per ogni f,g € Cla,b] abbiamo la disequazione

2| < (/ab\f(x)\pdx)l/p (/ab|g(x)|qu)l/q. (9.1.0.2)

Problema 9.1.0.6. (disequazione di Minkowski) Se p € (1,00) allora
per ogni f, g € Cla,b] abbiamo la disequazione

(/ab|f<x>+g<x>\pdx)l/ps([\f(x)\pdx) ([ te |pdx)

(9.1.0.3)

/0 _(ex_l) dx+ /01 (ex_l) dxr = [_e$]21+[5’7]21+[6ﬂé+[3:]é _ 9
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Problema 9.1.0.7. Se f(z) € C|0,1] e la funzione e’ derivabile in
(a,b) e soddisfa la condizione

/01 |f'(z)|2dw < 1 (9.1.0.4)

allora la condizione f(0) = 0 implica
If(x)] <1 (9.1.0.5)
per ogni x € [0, 1].

Problema 9.1.0.8. Se f(z) € C[0,1] e la funzione e’ derivabile in
(a,b) e soddisfa le condizioni

/01 |f'(a)Pde <1 (9.1.0.6)
¢ 1
/O |f(x)Pde <1 (9.1.0.7)
implicano
|f(@) <3 (9.1.0.8)

per ogni x € [0, 1].
Problema 9.1.0.9. Calcolare
/o /3 In(x + /1 + 22)

3 1+l‘2+$1000

arctan?(z + 22°%)dx.

Risposta I = 0.

Problema 9.1.0.10. Calcolare

w/2 sin x
¢ 3
[:/ ———— Vcosx — cos?x dx.

)2 1 + esina:

Risposta [ = 2/3.
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Problema 9.1.0.11. Dimostrare che per ogni funzione f continua ab-
biamo

’ in _ ’ inx)dz.
/O:Uf(s x)dx 2/0 f(sinzx)dzx

Problema 9.1.0.12. Calcolare

T sin x
z:/ L
o 1l+cos?z

Risposta [ = 72/4.

Problema 9.1.0.13. Se f € C[0,1] e’ crescente, allora per ogni nu-
mero o € (0,1) abbiamo

[ izt [

9.2 Funzioni integrabili in senso impro-
prio.

Sia f : (a,b] — R. Diremo che f & integrabile in senso improprio su
(a, b] se

1. f & integrabile secondo Riemann in ogni intervallo (¢, b] con a <
c<b,

2. esiste finito il limite lim._,, fcb f(z) dx,

in tal caso poniamo

lim /Cb f(z)de = /ab f(z)dw

c—a+

Analogamente
Sia f :[a,+00) — R. Diremo che f & integrabile in senso improprio
su [a, +00) se

1. f & integrabile secondo Riemann in ogni intervallo [a, ¢] con a < ¢,
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2. esiste finito il limite lim._, | o f: f(x)dex,

in tal caso poniamo

lim / F@)do — /;OO f(x) da

c——+00

9.2.1 Esempi di integrali impropri

Problema 9.2.1.1 (Primo esempio). Studiare (al variare del parametro
a € R la convergenza del integrale improprio

b
/ x*dx, b>0.
0

Soluzione. Dobbiamo vedere se esiste il limite

b

lim xdx.
eNO /.
Abbiamo le relazioni
a+1
/ 2 dy = 2 +
a+1
sea# —1le
/SL’ldSL’ =lnx+C
se @« = —1. Quindi se @ > —1 abbiamo
b po-t1 ca+l
/ x%dr = —
. a+l a+1
e si vede subito che possiamo avere il limite richiesto perche
€a+1
— 0, se a>1.
a+1

Troviamo

b ba+1
/ x¥dr = , a>—1.
0 a+1
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In questo modo arriviamo alla conclusione

b — —1pa+l .
o =(a+1)71*, sea> —1;
/0 . d;z:{ diverge se v < —1. (9-2.1.9)

In definitiva la funzione

fla) =a®
e integrabile in senso improprio su (0,b) se a > —1.

Problema 9.2.1.2. Studiare (al variare del parametro o € R la con-
vergenza del integrale improprio

+o0
/ x%dx, a>0.
a

Soluzione. Sia N > a. Dobbiamo vedere se esiste il limite
N

lim % dx
N—oo a

Abbiamo (come nel esempio precedente)

xa—i—l
/:E“d:p: +C
a+1

sea# —1le
/:Ulda::lnx—i—()’

se a = —1 e quindi (per a # —1)

Se av < —1 abbiamo
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quando N — oo. In questo modo deduciamo

+o00 aa+1
x%dr,= —
“ a+1

se a > —1. In questo modo arriviamo alla conclusione

o = —(a+1)"ta*" se a < —1;
/a x dx{ diverge sea> 1. (9.2.1.10)

In definitiva la funzione
f(z) = 2®

e integrabile in senso improprio su [a, +00) se a > —1.

9.2.2 Ciriterio di confronto per integrai impropri

Prima consideriamo integrale improprio
b
/ f(z)dx

Lemma 9.2.2.1 (Principio di confronto, variante I). Sia f, g sono due
funzioni continue nel intervallo (a,b], f(x)g(z) # 0 per x > a vicino a
a e tali che

con singolarita al punto a.

- f(x)
lim ——= =L # 0. 9.2.2.11
o # ( )
Allora ['integrale
b
f(z)dx

a

converge se e solo se converge [integrale

/abg(x)daz
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Analogamente si puo studiare integrale improprio
b
[ s

Lemma 9.2.2.2 (Principio di confronto, variante 2). Sia f,g sono due
funzioni continue nel intervallo [a,b), f(x)g(x) # 0 per x < b vicino a
b e tali che

f(x)

lim - = L # 0. 9.2.2.12
) 7# ( )

/ab f(z)dz

converge se e solo se converge l'integrale

/abg(:c)d:c.

9.2.3 Esempi ed esercizi

con singolarita al punto b.

Allora integrale

Problema 9.2.3.1. Studiare la convergenza del integrale

“sin(x 4 1)

—— dx. 9.2.3.13
1V 3+ 1 ( )
Soluzione. La funzione
sin(z + 1
fla) = LD
3+ 1
é continua in (—1, 00) e abbiamo sviluppo di Taylor vicino a x = —1

come segue

sin(z +1) = (z +1)(1+o(1)), Va3 +1 =z + 1(1+0o(1))

fo) = @D g 4 o)

3+ 1
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e quindi l'integrale improprio

Usin(x + 1)

-1 \/:E3+1

converge. Per x — oo abbiamo la stima

da (9.2.3.14)

e quindi l'integrale improprio
*sin(x + 1)
1 vV 3+ 1

converge. Se le due integrali impropri (9.2.3.14) e (9.2.3.15) conver-
gono, allora converge anche (9.2.3.13). O

da (9.2.3.15)

Problema 9.2.3.2. Studiare la convergenza del integrale

1
Ia:/ (sinx)® arctan zdx (9.2.3.16)
0

al variare di o € R. Calcolare 'integrale 1.,.

Soluzione. La funzione (sinz)®* é ben definita per z € (0, 1], perche
sinz > 0 per € (0,1]. Inoltre é una funzione continua in (0,1]. La
funzione arctan z é continua in [0, 1]. Cosi la convergenza del integrale
in (9.2.3.16) é equivalente alla convergenza del integrale

5
/ (sinx)® arctan zdz (9.2.3.17)
0

per ogni § > 0.
Usando lo sviluppo in Taylor abbiamo

sinz = z(1+0(1), (sinz)®=2%(1+ o(1)),

arctan x = x(1 + o(1)
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e quindi la funzione

f(z) = (sinx)* arctan x
ha sviluppo in Taylor

fl@) =" (1 +o(1)).

Possimo scegliere
+1

gla) = a®
é applicando il Criterio di confronto [Principio di confronto, variante I]
9.2.2.1, possiamo concludere che la convergenza del’integrale in (9.2.3.17)
é equivalente alla convergenza del integrale

é
/ r*dx (9.2.3.18)
0

e quindi applicando il criterio di convergenza per questo integrale di
base (vedi Problema 9.2.1.1) vediamo che l'integrale converge se e solo
se « +1 > —1 oppure o > —2.

Per a = 0 abbiamo

1 1
1, = / arctan xdr = (:p arctan:p)}(l) —/ * de =
0 o 1+

1

1 1
= arctan 1 — (5 In(1+2%))| = arctanl — 3 In2.

0

Problema 9.2.3.3. Studiare la convergenza della serie

ic ¢ /ﬂk Sy dy
Ky Ck = —
P k- (Y + 1)

Soluzione. La successione ¢ soddisfa le proprieta
€1 > —Cy>C3>—C4 > > Con_q > —Con > 0

e ¢ — 0. Quindi, la serie converge
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Problema 9.2.3.4. Calcolare

/°° dx
0 1+.T4

Problema 9.2.3.5. Calcolare

b 1
/ L aso
a (x_a)oz

Procedendo in modo analogo a quello visto in precedenza si ottiene
che la funzione

1
f(x):m

¢ integrabile in senso improprio su (a, b se a < 1.

9.2.4 Sviluppo in Taylor e integrali impropri

Sia f(z),g(x) sono due funzioni in C'([a,b]). Abbiamo la seguente
proprieta.

Lemma 9.2.4.1. Se esiste un punto xy € [a,b] tale che f(zo) #0 e
f(@o) # 0, g(x0) = 0,9 (20) # 0 (9.2.4.19)

allora abbiamo integrale improprio
b
/ @dx (9.2.4.20)
o 9(x)
che diverge.
Dimostrazione. Consideriamo il caso o = a. L’integrale
a+d
/ de (9.2.4.21)
o 9(x)
diverge, perché
f(@) = f(zo)(1 + 0(1)), g(x) = ¢'(w0)(x — x0)(1 + o(1))

e quindi
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Lemma 9.2.4.2. Se esiste un punto xqy € [a,b] tale che f(xo) #0 e

f(xo) #0, g(x9) = 0,4 (x0) = 0,9"(0) # 0 (9.2.4.22)
allora abbiamo integrale improprio

T

@),
/a g(x)d (9.2.4.23)

che diverge.

Dimostrazione. Consideriamo il caso ¢y = a. L’'integrale

a+6ﬂ )
i g(x)d (9.2.4.24)

diverge, perché

Fa) = Fan)(1+ o) g(e) = o o) — 20?5 + o))

e quindi

o) S (L ).

g(x)  g"(xo)(x — wo)* \2

Problema 9.2.4.1. Studiare la convergenza del integrale

/_1 e (9.2.4.25)

LT+ et

Soluzione. La funzione g(x) = = + €” é sempre crescente, perché
g(x)=1+¢">0. (9.2.4.26)

Nel intervallo (—1,0) la funzione cambia il segno e quindi (come fun-
zione crescente) esiste unico punto zg € (—1,0) tale che

g(wo) =0

La proprietd (9.2.4.26) implica che sono soddisfatti le condizioni del
Lemma 9.2.4.1 e quindi l'integrale diverge. U
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9.2.5 Altri integrali impropri
Problema 9.2.5.1. Sia f € C°([a,+00)). Supponiamo che

lim f(z)=L#0

r—r-+00

e 400 L>0
/a f(x):{—oo L<0

Una funzione f si dice assolutamente integrabile in senso improprio se
e integrabile in senso improprio la funzione | f|.

Si dimostra che

se f assolutamente integrabile in senso improprio allora e integrabile
m Senso 1mproprio.

dimostrare che

Questa proposizione ci permette di risolvere il seguente problema.

Problema 9.2.5.2. Dimostrare che esiste finito il sequente integrale

1MProprio.
+oo
/ sin 22 dx
a

Non e restrittivo considerare a > 0. Sia a < b. Dopo aver effettuato
il cambiamento di variabile 22 = ¢ si ha

dt

b, , sint . . .
/ sin“xdr = /b —— dt = (integrazione per parti)
a a2 \/E
_ [ cost}b 1 (% cost 5t — cos b? N cosa® 1 /b2 cost
B Vile 2), VB b a 2 /2 VB
Osserviamo che
) cos b?
lim =0
b—+oo b
mentre
b? cost
lim —— dt < +00
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perche

cost 1

<—/
VERRRVIE

Poiche la funzione ¢t — # ¢ integrabile in senso improprio su (a, +00)

t>0.

cost
Nz
la funzione z —

anche ©z —

risulta integrabile in s.i. in tale intervallo e quindi

st & ivi assolutamente integrabile in s.i. e dunque

integrabile in s.improprio. Abbiamo anche utilizzato il criterio del
confronto per integrali impropri nelle considerazioni precedenti.

Problema 9.2.5.3. Studiare al variare di o € R ["integrabilita sulla
semiretta [0, +00) della funzione

flz) = (g — arctan a:)
Risposta: la funzione risulta integrabile in s.i. per o > 1.

Problema 9.2.5.4. Studiare al variare di o € R ["integrabilita sulla
semiretta [0, +00) della funzione

flx) = (g — arctanx — 1)0‘

x
Risposta: la funzione risulta integrabile in s.i. per o > %

Problema 9.2.5.5. Dato ["integrale improprio

o~ [ (1)

1. dimostrare che esiste finito per ogni n € N;

2. dimostrare che 1(n) = n! per ogni n € N.

Problema 9.2.5.6. Studiare al variare di o € R ["integrabilita sulla
semiretta (0,+00) della funzione

ZECV

flx) = (14 2arctanz)® — (1 + arctan 2x)*
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Risposta: Si verifica prima di tutto che il denominatore di f non
ammette zeri sulla semiretta (0, +00). Poi si studia I'integrabilita di f
nei due intervalli (0,a) e (a, +00), con a > 0. Intersecando i valori di «
per i quali f e integrabile in s. i. nei due intervalli la funzione risulta
integrabile in s.i. su (0, +00) per a > 3.

Problema 9.2.5.7. Calcolare il valore del sequente limite

. T 1 —cost gt
im -
r—0+ % A /t5

Risposta. Il valore del limite ¢ 0.

Problema 9.2.5.8. Calcolare il valore del sequente limite

1= t
T L
2

Risposta. Il valore del limite ¢ % log %

Problema 9.2.5.9. Studiare la funzione:

l‘3 v 2
f(a:):§+x—/ e dt, v € R.
0

Problema 9.2.5.10. Dire se la successione

2
N
N/ ﬁm” d,N:Lz~-

¢ limitata.

Soluzione. Cambiamento di variabli Nx = y implica

27N* gin Na 2N siny
——dx = dy.
0 (z+N) o (y+1)
Si vede che

2w N 7k :
smy sin y
bN :/ E Ck, :/ dy
0 w-1) (¥ +1)
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La successione ¢ soddisfa le proprieta
€l > —Cyg>C3>—C4 > > Con_q > —Con > 0
cosi otteniamo
by >c1+cot+c3+ceg+ -4 can_o+ oy >c1+co > 0.
Quindi, la successione
an = VNby > \/N(cl + )

¢é illimitata.
Problema 9.2.5.11. Sia

Calcolare

Soluzione. Sia

Abbiamo la relazione
T 1|3 x T
sin (2—N) Fy(x) = 5 [H cos (ﬂ)] sin (2N_1>

e procedendo usando

sin avcos v =

e (30)| 0 (55) -

troviamo

DO | —
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o T (51 (55) -

k=1
1 N
N1 COSTSINT = o sin(2z).
Cosi troviamo in(22)
sin(2z
F ===
w(@) 2N sin(x/2N)

e prendendo limite N — oo, troviamo (per ogni = # 0)

‘ sin(2z) sin(2z)
(z) Noo 2N sin(z/2V) x

In questo modo l'integrale da calcolare diventa

w/4 /4 1
/ xF(x)dr = / sin(2x)dr = -.
0 0 2
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